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我 十 分 高 兴 介 绍 这 部 关于 Gauss 过 程 及 其 相关 过 程 的 翌 水 轴 
道 性 质 的 精细 分 析 的 优秀 著作 ， 在 20 世纪 20 年 代 的 一 系列 论文 
H, N. Wiener MẸ Brown 运动 的 数学 分 析 的 研究 ， 他 指出 ， 队 
去 一 个 概率 (关于 Wiener HEE) 为 委 的 集合 外 ， 所 有 Brown 运动 
的 样本 轨道 是 连续 而 不 可 微 的 曲线 ， 在 20 世纪 40 ERA A, P. 
Lévy 证 明了 著名 的 连续 模 定 理 ， 即 对 Brown 运动 (Wiener 过 程 ) 
的 几乎 所 有 样本 轨道 建立 了 精确 的 连续 性 速度 ， 目 此 以 后 ， 在 关 
于 一 般 Gauss 过 程 和 许多 其 他 相关 的 随机 过 程 样本 轨道 性 质 的 研 
究 交 献 中 ， 这 些 基 本 贡献 已 成 为 首要 的 指导 性 结 里 . 

Æ M. Csörgő 和 P. Révész 的 1981 年 的 专 着 的 第 一 章 中 ， 我 
们 给 出 了 Wiener 过 程 的 构造 性 证 明 并 论证 了 它 的 样本 轨道 的 精 
确 细 致 的 分 析 性 质 ， 受 此 启发 ， 我 们 在 1987 年 和 林 正 江 一 起 ， 沿 
着 类 似 的 思路 开始 了 无 穷 维 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 样本 轨道 性 
质 的 研究 ， 后 来 ， 这 一 研究 思路 已 发 展 到 对 较 一 般 的 Gauss 过 程 
这 样 一 个 广泛 类 型 的 过 程 以 及 其 他 随机 过 程 的 类 似 研 究 ， ZR tt 
界 范 围 的 “法 国学 诉 ” 的 基本 方法 和 成 就 ,这 个 课题 方面 的 研究 文 
献 是 十 分 浩瀚 的 ， 由 林 正 炎 、 陆 传 荣 和 张立新 所 写 的 这 一 -著作 对 
研究 随机 过 程 的 内 在 样本 轨道 性 质 这 一 相当 漂亮 的 、 发 展 中 的 复 
淋 领 域 ， 在 全 面 的 基础 知识 和 大 干 最 近 的 进展 方面 作 了 极为 及 时 
的 基本 阐述 . 


Miklos Csorgo 
1997 Æ 9 月 
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Gauss 过 程 的 样本 轨道 性 质 是 研究 Gauss RRR APE TAY 
重要 方面 ， 对 Gauss 过 程 样本 轨道 性 质 的 研究 最 早 是 关于 它 的 连 
续 性 、 有 界 性 及 连续 模 定理 ， 首 先 从 具有 优良 性 质 的 Wiener 过 程 
Arig. Lévy 于 1937,1948 年 就 给 出 了 Wiener 过 程 {W(t);t > 0} 
的 精确 连续 模 定 理 , 


定理 0.1 我 们 有 


A0 p<¢c1-hO<eca (2h log(1/Ayjl/2 
With W(t)| 


lim Su — = 1 3. 
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对 于 一 般 的 Gauss 过 程 的 连续 性 和 有 界 性 的 研究 ，Adler (1990) 
的 专著 综述 了 这 一 方面 的 成 果 . 本 书 将 在 92.1 中 介绍 部 分 主要 结 
a. | 
1964 年 Strassen 对 Wiener 过 程 的 演 阴 恒 对 数 律 是 一 个 关于 
Wiener 过 程 梓 本 轨道 性 质 的 重要 成 果 ，20 世纪 70 年 代 ,，M. Csörgő 
和 P. Révész 等 对 Wiener 过 程 的 大 增 量 作 了 系统 的 开创 性 研究 . 
他 们 1981 年 的 专著 “Strong Approximations in Probability and 
Statistics” 综 述 了 当时 的 主要 成 果 ， 在 Wiener 过 程 增 量 理论 方面 
A: 


定理 0.2 设 ar Æ T 69 PvE ae, 满足 
(i}O<er <T, 


(ii) T/ar 非 降 . 


那么 有 
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Too O< sca 


= lim sup Briw (T +ar)-W(T}(=1 a.s. 
于 一 Do 


其 中 Br = {2ar(log(T/ar) +loglogZ)} 一 22， 


若 还 满足 , | 
(iii) limp ,oo (log(T/ar))/ log log T = Os 


那么 
lim sup sup r| W(t+s)— W(t) =1 a.s., 


T> 9<t<T-ar OXatar 


lim sup 6rlW(t+ar)—W(t)|=1 as. 


F400 9<4<T_-ay 
若 (iii) FAK, BZ 
liminf sup sup $7|W{t+s)~Wit)| <1 as. 
了 一 co 9<t<T—ap cstar 
以 后 就 er BHT 的 情形 有 苦于 作者 作 了 进一步 讨论 . 例 


如 ， 考 将 (ili) 改 为 
(iv) limp... (log(T/ar))/ loglog T =r, 0 <r < 00, WA 
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车 将 (iii) 改 为 
(v).limp.c, (log(T/ar))/ log log log T = œ, WA 
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其 中 1 -1/2 
yT) = {2ar log (1 + 7 _)} 


mA 
(vi) imr=(T/ar)/loglogT = co RY, WA 
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+00 0<t< 
其 中 p(T) = {2ar(log(T/ar) — log log log T 
显然 ， 定 理 0.1 和 定理 0.2 与 下 述 Levy 重 对 数 律 相关 ; 


定理 0.3 (Lévy 1937, 1948). 我 们 有 


lim sup WON _ =1 as., 
T- JIT log log 7 


|W (A) 


im sap ——- 一 一 一 一 二 
hor 4/ 2h log log 17A 


在 Csörgő 和 Révész 的 上 述 专著 中 还 研究 了 Wiener 过 程 的 
另 一 类 样本 扫 道 性 质 . 他 们 给 出 了 Wiener REIT HR, 并 研 
究 了 Wiener 过 程 增 量 有 多 小 . 


— = l = 


定理 0.4 我 们 有 
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定理 0.5 设 or 如 定理 0.2， 那 么 
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进一步 车 (iii) MAHA, ABZ liminf THR, lim. 
由 定理 0.4 易 知 ， Wiener SHKUL EMA PASE BAA 
PAW. 容易 看 出 定理 0.4 和 定理 0.5 与 下 述 Chung 重 对 数 律 相关 ， 
ER 0.6 我 们 有 
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在 上 述 专著 中 还 讨论 了 两 参数 Wiener 过 程 增 量 有 多 大 . 

H Csörgő 和 Révész 的 1981 年 专著 发 表 以 后 ， 强 按 近 理论 
发 展 十 分 迅速 ， 对 Wiener 过 程 样本 轨道 性 质 ， 进 一 步 在 对 许多 特 
殊 的 Gauss 过 程 的 轨道 性 质 的 研究 有 着 一 系列 重大 进展 ， 在 1987 
年 ， 应 M. Csörgő 院士 之 邀 ， 林 正 炎 访问 了 加 拿 大 的 Carleton 大 
学 . M. Csörgő 提议 对 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 精确 样本 轨道 
性 质 加 以 研究 . 从 那 时 开始 ，M. Csörgő, EK, BARAA 
牙 利 及 中 国学 者 在 这 一 课题 上 ， 不 仅 对 某 些 特殊 的 Gauss 过 程 而 
且 对 较 一 般 的 Gauss 过 程 进 行 了 深入 的 研究 . SKIER, 陆 传 荣 1992 
年 的 专著 《 强 极限 定理 》 综述 了 当时 国内 外 有 关 成 果 ， 在 Wiener 
过 程 与 Gauss 过 程 的 样本 轨道 性 质 方面 有 : | 

1. 完善 了 对 Wiener 过 程 增 量 理论 的 研究 ， 如 详细 介绍 了 在 
条 件 (vi) 下 邵 启 满 证 明 的 关于 Wiener 过 程 增 量 的 下 极限 结果 . 
讨论 了 Wiener 过 程 潇 后 增 量 及 增 量 的 一 般 形式 ,也 讨论 了 滞后 形 
式 的 二 极限 结果 受精 确 收 和合 速度 . 
. å. 


2. # Wiener 过 程 增 量 在 条 件 (v) 下 的 结果 拓 广 于 两 参数 
Wiener 过 程 情 形 ， 讨 论 了 两 参数 Wiener 过 程 河 后 增 量 及 增 量 的 
一 般 形 式 . | 

3. 介绍 了 Ortega (1984) 关于 分 数 Wiener 过 程 增 量 的 大 小 与 
连续 模 结 果 . 

4， 开 创 性 地 研究 了 无 穷 维 Ornustein-Uhlenbeck 过 程 导 出 的 过 
程 ， 如 部 分 各 过程、 无穷 级 数 及 六 模 平 方 过 程 等 的 样本 轨道 性 质 . 

在 20 世纪 90 年 代 中 ， 除 去 进一步 对 Wiener 过 程 增 量 作 深 
入 讨论 外 ， 对 各 种 有 实际 背景 的 Gauss 过 程 增 量 的 上 极限 与 下 极 
限 的 研究 取得 了 一 系列 完美 的 成 果 ， 本 书 汇 集 了 样本 轨道 性 质 方 
面 的 主要 结果 ， 包 插 一 般 Gauss 过 程 的 连续 性 、 不 可 微 性 、 连 续 
模 补 大 增 量 性 质 等 等 ， 对 某 些 特殊 的 Gauss 过 程 (例如 Ornstein- 
Uhlenbeck 过 程 )， 进 行 了 深入 强 笃 讨论。 本 书 拓 展 和 深化 了 人 上述 
两 专著 的 内 容 ， 可 以 看 作 是 它们 的 续 编 . 

在 第 一 章 中 ， 介 绍 了 Gauss THRASH, of Borell 不 等 
式 {定理 1.1.1), Fernique 不等式 (定理 1.1.3): 用 于 研究 一 般 Gauss 
过 程 的 Slepian 不 等 式 (定理 1.2.1), Anderson 不 等 式 (定理 1.2.2) 
和 Khatri-Šidák 不 等 式 {定理 1.2.4) 等 基本 不 等 式 ， 关 于 Borel- 
Cantelli 引 理 的 一 个 拓 广 形式 也 于 引 理 2.1.1 中 给 出 . 

在 第 二 章 中 ， 先 将 Gauss 过 程 连续 性 、 有 卉 性 等 基本 结果 作 
一 综合 论证 于 82.0 中 .在 §2.2 中 将 对 Wiener WHR SE SB 
果 折 展 到 分 数 Wiener itt E, 介绍 分 数 Wiener hE SER, 大 增 
量 及 其 下 极限 结果 . 增 量 的 一 般 形 式 等 , 最 后 还 给 出 增 量 负 相关 的 
Gauss DHHS RAW RSA RAR E 办 .3 中 , 讨论 了 两 参 
数 Wiener 过 程 在 类 似 于 条 件 (vi) 下 的 下 极限 结果 .在 $2.4--2.6 
Pati SJLAAS A Gauss 过 程 如 两 参数 Lévy-Wiener 过 程 、 两 
2 #7 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 及 由 此 拓 广 的 带 核 两 参数 Gauss 过 
程 的 连续 模 及 大 增 量 结果 . 最 后 在 82.7 中 还 讨论 了 Gauss 过 程 局 
BINA KAR. 

ER- PRAT TAA Gaus 过 程 的 连续 模 和 大 增 
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E. 首先 介绍 了 FP 值 Gauss 过 程 连续 性 条 件 ， 特 别 给 出 了 E- 值 
Ornstein-Uhlenbeck 过 程 连续 性 的 充分 必要 条 件 ， 为 讨论 i?- i 
Gauss 过 程 和 的 连续 模 与 大 增 量 ， 从 对 B {E Gauss WHA Eh 
上 极限 估计 和 开始， 在 增 量 具有 某 种 负 相 关 条 件 下 给 出 了 连续 模 与 
大 增 量 结 果 . 最 后 还 讨论 了 i~ i Gauss 过 程 的 连续 模 与 大 增 量 . 

在 第 四 章 中 ， 首 先 在 $4.1 对 分 数 Wiener 过 程 及 一 类 具有 平 
” 稳 增 量 的 Gauss 过 程 证 明了 Strassen PE MERE, HETA 
有 指数 o {a > 0) 的 自 相 似 Gauss 过 程 的 Strassen 重 对 数 律 的 收 
AER. HEE TERET Wiener 过 程 的 Strassen Wye we se 
模 与 大 增 量 定理 及 其 精确 收 误 速 度 ， 在 $4.1 中 还 讨论 了 Wiener 
过 程 及 一 类 平稳 Gauss 过 程 的 Erd5e-Révész BORER, HAH 
可 导出 关于 独立 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 无 穷 级 数 及 分 数 Wiener 
过 程 的 Erdés-Révész 重 对 数 律 ， 

第 四 章 的 §4.2—84.5 讨论 Gauss 过 程 和 Gauss 随机 场 的 Chung 
重 对 数 律 、 不 可 微 模 及 增 量 有 多 小 等 下 极限 问题 ， 此 时 小 球 概率 
估计 是 证 明 有 关 结 果 的 关键 ， 在 负 .2 中 ， 详 细 介 绍 了 邵 启 满 关于 
RAPA et Gauss 过 程 ， 特 别 是 分 数 Wiener 过 程 的 小 球 概 率 
个 计 ， 由 此 即 可 导出 分 数 Wiener 过 程 的 Chung 重 对 数 律 ， 该 节 
中 也 给 出 了 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 无 穷 级 数 的 Chung 重 对 数 
iR. 在 54.3 节 讨 论 了 Gauss 场 的 小 球 概率 估计 、 Chung 重 对 数 
律 ， 在 $44 中 介绍 了 Gauss 过 程 增 量 的 下 极限 ， 特 别 给 出 了 独立 
Ornstein-Uhlenbeck 过 程 无 穷 级 数 的 不 可 微 模 . 在 $4.5 中 , 讨论 了 
PALS Wiener 过 程 的 下 极限 ， 给 出 了 两 参数 Ornstein-Uhlenbeck 
过 程 的 不 可 微 模 和 Chung 重 对 数 律 ， 值 得 指出 的 是 ， 关 于 小 球 概 
罕 居 计 及 有 关 结 果 至 今 仍 是 人 们 关注 的 热点 问题 ， 近 期 仍 有 许 守 
学 者 在 研究 这 一 问题 . 

在 $46 中 介绍 了 Gauss 过 程 的 p 变 差 和 分 形 性 质 ， 首 先 纵 
出 Gauss 过 程 p 变 差 的 一 个 较 一 般 的 结果 ， 其 次 介绍 了 Gauss $ 
的 像 与 图 的 分 形 性 质 ， 还 讨论 了 Gaus 过 程 增 量 的 分 形 性 质 ， 最 
后 在 85.4 中 论述 了 Ornstein-Ublenbeck 过 程 的 无 穷 级 数 的 增 量 与 
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Chung 重 对 数 律 有 关 的 分 形 性 质 . 

本 书 的 写作 和 出 版 得 到 中 国 科 学 院 出 版 基金 、 中 国 国家 自然 
科学 基金 、 新 江 省 自然 科学 基金 和 新 江 大 学 数学 系 的 资助 ， 加 拿 
大 皇家 科学 院 院士 M. Csörgő 为 本 书写 了 序言 ， 庆 此 一 并 致谢 . 


PUR OK 
2000 年 月 于 浙江 大 学 


第 一 章 Gauss 变量 和 Gauss THA 
若干 基本 结果 


年 这 一 章 中 ， 我 们 将 介绍 本 书 需 要 的 若干 准备 结果 ， 特 别 是 
给 出 一 批 重要 不 等 式 ， 包 括 Borell 不 等 式 、 Fernique FSH, 
Slepian 不 等 式 、 Anderson 不 等 式 、 Khatri-Sid#k 不 等 式 等 . 

我 们 总 用 < 表示 正常 数 ， 其 取 值 在 不 同 的 地 方 可 以 不 同 . 
K, C, 通 这 表示 绝对 常数 ， A 为 非 负 整数 集 ， Z 为 整数 集 ， 
R 为 实数 集 ， Ri 为 正 实数 集 ， 2, 为 正 整 数 集 ， Ax BRR 
METAR CR CTIA BCA 符号 ~ 表示 两 序列 等 价 . 
OGO [-] 分别 表示 取 正 部 ， 取 负 部 ， 取 整 函 数 . Card(A) 表示 
(AM) 集 4 中 元 标的 个 数 ， A 表示 4 的 余 集 ， In 表示 集合 A 
tees. (0,7,P) 为 一 完备 概率 空间 ， 具 有 期 望 we R 和 
AHO ER, 的 随机 变量 X 称 为 是 Gauss 的 (或 正 态 的 ) WE 
其 Fourier 恋 拉 满足 


X ot 
Beh" = ttt? , 


或 等 价 地 ， X 的 分 布 具 有 密度 函数 olele —u)/o), 其 中 
p(x) := (2r) -二 exp( 一 z272)， 
即 


PIX -po < z} = B(x) :一 三 p) dt, 2 € {—00, 00}, 


B wh = 0, RIR X AR (FUME), BR a = 1, WRX 
是 标准 正 态 变 便 ， RY 中 的 随机 向 量 X = (X, Xv) 称 为 (S 
均值 )Gauss 向 量 ， 如 果 对 任何 实数 o ,an, OM aX; 为 实 值 
\ 零 均值 )Gauss BASLE. RA PRE Gauss 随机 向 量 臣 的 分 


布 完 全 由 它 的 对 称 CE) EEA AWER T = (EXX heijen 
9. 


BA RN 中 的 标准 Gauss 分 布 Yw, 其 密度 函数 为 


(27) 7" exp(—llz||?/2), 


HP jl- 表 示 Euclidean 范 数 . 

RX = {XE T] 为 具有 指标 集 工 的 一 族 随 机 变量 ， 若 每 
一 个 线性 组 合 aA 是 ( 零 均 值 JGauss FH, WX RA (SH 
值 )Gauss 过 程 . AP, TIMER 的 某 个 子 集 , 有 时 也 是 RR* 或 
[0, 1)* SEP TE (A > 1 时, 我 们 称 X 是 多 参数 的 ). 车 六 是 一 个 
等 均值 Gauss 过 程 ， 则 它 的 协 方 差 函 数 F(s, t) = EX: Xans, t ET 
完全 确定 了 它 的 分 布 . 

者 无 特别 说 明 ， 我 们 通常 设 工 是 具有 可 数 稠密 子 集 的 距离 空 
E, HX 是 一 个 可 分 的 孟 机 过 程 ， 即 存在 一 个 等 测 集 1, CN 
和 一 个 了 的 可 数 稠密 字 集 S PEREA wg Qo tT Ale > 0 
有 | | 

X,(w) € {Xw s € S,d(s, 6) < £}, 

其 中 团 包 取 目 RU{oo}, H di, ) 是 工 中 的 距离 . AX 可 分 ， 则 对 
每 个 w& fo 有 super [Xelw)| = supses [Xe(w)), SuPer Ar(w) = 
sup,csAc(w), 并 且 T 中 每 个 可 数 稠密 子 集 S 都 可 取 作 为 可 分 
集 ， 一 个 随机 过 程 {Xt;t E R RAR ( 强 ) 平稳 的 ， 如 果 对 任 
H s e R* CS5 (Xuat E R*) Hah. 一 个 随机 过 程 久 = 
{Xt;t E T} 称 为 几乎 处 处 有 界 (连续 ), 或 者 称 它 的 样本 轨道 几乎 
处 处 有 界 (连续 ), 是 指 对 几乎 所 有 的 w, 轨道 + Xv) BAR 
(连续 ) FY. 

给 定 一 个 Banach 空间 B, AYAZA B', 设 存 在 B' 中 
单位 球 的 可 数 子 集 D 使 得 ||x|| = supyep f(z), x E€ B. 一 个 五 中 
的 随机 变量 X 称 为 是 { 零 均值 JGauss 的 , 如 果 对 每 个 f ED, f(X) 
可 测 ， 并 且 每 个 线性 组 合 Vi of(X), a E R, fie DE (SHIA) 
Gauss A). A, X 可 以 看 作 一 个 以 D 为 指标 集 的 Gauss 过 程 
{f(X); J€ D} 
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有 许多 关于 Gauss 向 量 的 现代 概率 不 等 式 ， 我 们 这 里 列 出 两 
个 ， 其 中 一 个 称 为 等 周 不 等 式 ， 对 任何 RY 中 的 Borel 集 4 有 


inv®(yy(A,)) > inv$ {yl A) +r, {1.0.1) 


其 中 A, 为 A 的 7 By Euclidean 邻 域 ， 特 别 地 若 yw(4) > 1/2, 则 
A 
1-yw(de) < 1- Blr) < 5/2 
一 个 不 等 式 是 Brunn-Minkowski 型 不 等 式 ， HRY PRA 
子 集 A,B MR A € [0,1] 有 ， 
inv®(yv(AA + (1 — A).B)) 
>A inv® (yn (A)) + (1 — Ajinv®(yw(B)), {1.0.2) 
其 中 AA+(L-A)B= {xe RY: s= rha+(1—Ajb,ae A,be Bh. 
当 A 是 凸 集 时 ， (1.0.1) 可 由 (1.0.2) 得 到 ， 这 只 要 在 (1.0.2) 
中 取 B 为 以 原点 为 中 心 、 半 径 为 7/({1 一 入 的 Euclidean 球 ， 并 令 
和 A 一 1 BI. 
(1.0.1) 和 (1.0.2) 的 证 明 将 不 在 这 里 给 出 ， 读 者 可 分 别 参看 
Ledoux 和 Talagrand (1991), Ehrhard (1983, 1984, 1986). 
在 这 一 草 中 ， 我 们 给 出 关于 Gauss 过 程 的 两 类 基本 结果 ， 其 
中 一 类 是 Gauss 过 程 最 大 和 值 的 旦 概率 估计 ， 另 一 类 是 比较 原理 . 
§1.1 Gauss 过 程 最 大 值 的 尾 概 率 估计 
1.1.1 Borel 不 等 式 


设 X 为 一 个 零 均 值 Gauss 变量 ， 具 有 方差 o*. > 


G(x) := 1- p(x) = ae feta 
则 对 任何 z > 0 有 
(1 - o?r (a/v r)a le-ir ya 
< P{X > z} = Yr/0) < {a/v 2a}e lei, (1.1.1) 


假设 {X;t Ee T) 为 一 零 均值 Gauss 过 程 ， 其 样本 轨道 以 概率 
14H. FÈ Bod 不 等 式 告诉 我 们 ， 只 要 用 o := spier EX? 
RE o*, 则 supe Me 有 与 X 类 似 的 尾 概 率 居 计 . 


定理 1.1.1 设 {Xt;tET) 为 零 均值 可 分 Gauss 过 程 ， 样 本 
Pin IL ab say HR. iz IXI = super Mi. 则 对 任何 入 >>0 有 


P{ |X| — EIX] > A} < 2exp ( — A*/(207)), (1.1.2) 
其 中 of := sup, 7 EX?. 


由 于 一 个 取 值 于 Banach 空间 的 Gauss 变量 可 以 看 作 一 个 
Gauss 过 程 ， 定 理 1.1.1 中 的 过 程 可 以 用 取 值 于 Banach 空间 的 
Gauss 变量 代替 另外，(L1.2) 中 的 EIX 可 以 用 Xi 的 中 位 数 
RÈ EA |X|] 的 中 位 数 代 堆 其 期 望 ， 则 (1.1.2) 可 由 等 周 不 等 式 
(1.0.1) 得 到 {参看 Ledoux 和 Talagrand 1991). 我 们 这 里 列 出 一 个 
纯 概 率 的 证 明 ， 这 是 由 Maurey 和 Pisier (Pisier 1986) 给 出 的 . 

注意 到 {Xut eT} 是 可 分 的 ， 我 们 可 设 存 在 T 的 一 个 可 数 
TH DD 使 得 


sup A; = sup Az. 
teD ieT 


从 而 ， 证 明 Borell 不 等 式 ， 只 要 证 明 用 sup,cp X FOE IXI 时 
(1.1.2) 成 立 ， 进 而 ， 只 要 证 明 (1.1.2) 对 有 限 的 DD 成 立 . WD = 
{ T.t ite}, ti = T, k < OO, TES BBE Ee. 


引 理 1.1.1 BS Ro RRA—M, 二 阶 偏 导数 ， 并 县 
f 的 所 有 号 数 都 由 4eslzl 控制 ， 其 中 A,B < oo 为 某 两 个 常数 ， 
I| > | 为 通常 的 Euclidean 范 教 . A= 【和 和 为 一 k Hij 
Zii Gauss 变量 ， EDA EEA Vp = (EX Xir icejce- = 
对 任何 x,y E RE A | f(x) — fly) < lle — yl, 则 对 任何 入 >0 有 


POCO 一 BO > A} < 2exp(—22/(2e)), (1.1.3) 
， 12 . 


其 中 
o* = sup Vp(i,2)= sup EX?. 
Lark lrk 
WERA 设 [Bas > 0} = {(B1, --, BE) s > 0} A k HE Wiener 
过 程 ， 即 B', ic 1,---,k, 为 Li.d， 标 准 实 值 Wiener WH. B 
8 和 sc<3< Ln 21,4 F AB {Bar Ba} 生成 的 o- 
域 ， 令 {V0 ajan} 为 一 R* RES, WEA j, V 是 
万 -1 MU. BRISA j, Vill < e a.s., 记 
Sm = Y (Vi Be ~ Bai) (1.1.4) 


}=1 


AV; 的 可 测 性 和 Bi 的 独立 增 量 性 ， 对 任何 实 的 8 我 们 有 


en 一 E (ef Sn- Va Ben Ben-1)) < E(e2 50-138 (an srs)" 


从 而 


Fedsn < exer 
Hy @ = A/o*, 由 Chebycheff 不 等 式 得 


P{|Sp| > A} =2P{S_ > A} < 2e Be? 


<2e-9Xe88 9 一 2e-8 yo (1.1.5) 
由 It6 公式 ， 对 充分 光滑 的 函数 = Flet): RE xRy ORF 
t 
F(B,,t) — F(Ba) = f (Va F (Bu u), dBu) 


+f (5 ArsF (Bu u) + R(Bu,u)) du, 
(1.1.6) 
其 中 ViF(z, t} 表示 Fiz, t) KF T ATR- A e) E (OF (2, t}/z,- 1y 


OF (x, t)/Aex), 而 Arr = Li ja, Of/ Orr;, Fil, t) = OF (x, t)/dt. 
. 13. 


& (Pio 为 与 BAAN Markov EFF, MTD AR g : Re > 
RA 


(Pgz) =E" gB) 
Rt 


其 中 E 表示 关于 在 零 时 刻 从 z E R* 出 发 的 Wiener WH B 
的 期 望 ， 令 了 : Re > RRB NPN f 的 可 导 要 求 ， 并 假设 
f(z) -— f(y) < ellz - yll. W F(s, t) = (A(z), 由 引 理 中 的 条 
件 可 知 F 是 充分 光滑 的 ， 使 得 (1.1.6) 成 立 ， 令 t= 1,s = 小 通过 
一 些 必要 的 计算 得 | 


f(By) 一 Ef(B,) = [ OPiS BW), dBu). 


由 fie) - Fiv) < ollz- yll BM 已 -wf 满足 同样 的 不 等 式 ， 从 而 
IWePi-ufll 三 a as. 然后 由 (1.1.5) ZB 


P{|f(B,) — Ef(By)| > A} < 2e7 8°". (1.1.7) 


最 后 注意 到 f(X) 2 f(VBBr), Ke Vå WE Vo = VÄ (VY. 
$ f= (Viz), 则 函数 f MENEE, H (1.1.7) BNA (1.1.3). 


定理 1.1.1 的 证 明 

OR pa Se sup(-) 是 充分 光滑 的 ， 则 定理 1.1.1 由 引 理 1.1.1 即 
得 . ER, APM, BA supl) 在 对 角 线 上 不 可 导 . 然而 幸运 
的 是 ， sup(*) AJC RRB. PEN MBE EBD A 
成 证 明 ， | 

显然 由 《1.1.2) 有 


， -2 _ 12 一 1 
lim A log Pisup Xt > A} = -(26°)~. 


有 许多 比 这 个 不 等 式 更 精细 的 不 等 式 . 在 工 = [0,1] 的 情形 ,下 述 
结论 是 最 佳 的 . 
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定理 1.1.2 SX AR EVMSUMAT SS Gauss 过 程 ， 其 方 
Žž l, BA Ah (s, t) 满足 
['(s,t} = 1 — Cols — t| + o(|s-—#e{%} Sle — t| + or, 
HPO<a<2,Co>0. MIHE h> 0 fe A> 0H 


| P X(t) >A 
lim {MaXte [0,4] ( ) j — hEN T Ha, 


20 AZAP (Xr) 
| PA MAX <j <fanzie so) XOA T) > AS _ noua Hel) 
ec AeA) 5 


其 中 HO) 是 只 依赖 于 0 和 a 的 正常 数 ， 满 足 line-,o Ha{0)/9 = 

Ha, 0 < Ha := limmo T ff esP{ sup Y(t) > s} ds < œ, 
O<t<T 

Y(t) &—PaR-F AR Gauss 过 程 ， 具 有 均值 EY (t) = -lte 和 协 方 

Eh HK Cov(Y (s), Y (t)) = ~t — s[% + lsl® + |e|*. 


这 一 结果 由 Pickands (1969a,b) 得 到 ， 详 细 而 完整 的 证 明 可 在 
Leadbetter, Lindgrenn 和 Rootzén (1983) 中 找到 , 这 里 不 再 列 出 . 
这 一 结果 在 R* 中 的 推广 ， 可 参看 Qualls 和 Watanabe(1973). 我 
们 知道 Hi =1 和 A, = 17vT 除了 这 两 特殊 情形 ， 人 和 们 还 不 知道 
Ha 的 精确 值 ， 然 而 Shao (1996a) AMT He 的 上 下 界 估 计 和 两 
个 统计 以 计 : 

5.2-17 “0.625 < Ha < loej yny", Hl <a<2; 
(aj) el + la) < Ha 
< (Va(0.77 ya + 2.41(8.8 — a log(0.4 + 2.5/0) PHS, 
着 0O<a<l. 


特别 地 ， 我 们 有 
0.12 < Ho < 3.1, #il<a<zZ, 


dim or log Haj log a = I. 
+ 15 . 


1.1.2 Fernique 不 等 式 


现在 ， 我 们 考察 了 = [0, 直 的 情形 ， 并 设 ASHEN 
Gauss WH, RAMA HBR. 对 任何 (s,t) Ee TXT, > d(s,t) = 
|s — t| = PUP) <i<ck Is; — til 2 e+ [0,1] > Ry 为 一 个 实 函 数 


plh}= sup VE(X{(s) — X(t) 


(a,t}ET xT 
Je—t|<A 
= sup VI(s,s) — 2P(s,t}+T(t,t}. (1.1.8) 
(stjEeT xT 
Js—tl<h 


定理 1.1.3 GIRS ple) dx < co, 并 设 对 某 个 4, EX? (t) 
< A? seg ieT Rs RRM «> /1+ 4khlogp 我 们 有 


Pf sup \X(¢}| > z{4 + (2+ V2} T ose" )au} | 


< Šp fe au, (1.1.9) 
HP paz HBR. 


证 明 A TRAE, SHEE S = TR TXT EH F, 
我 们 定义 范 数 ， Zi = sup.cs [f(s}|. HBR m > 0, $ I, = {i= 
(Qj; <7 Eki < my}, SHE iE Ly EM 


A™ = {x € [0,1)* : Y4 € [1,4], i; < mz; <i; +1}, 
2i; 十 1 , 
t 一 | 一 一 -一 .1< i ck). 
a; ( Om sik) 
对 每 一 个 m, 定义 X EOD 上 的 一 个 (惟一 的 ) UE Xn : 


ViEln, vreAr, Xmlr)= X (a). 
. 16 - 


则 Xml 为 m* 个 方差 不 超过 A 的 零 均值 Guass 变量 的 绝对 值 
的 最 大 值 ， 从 而 


Vy ER, PllXml)> yA} < m2 / e 2 du. (1.1.10) 
y 


给 定 整数 m, WER m > m P m/m 仍然 是 整数 ， 则 
(AP? ii Lng} 是 {4 ii 1m,} 的 一 个 分 划 ， 生 Xms 一 Xmal 
是 mi 个 方差 不 超过 o (gL) 的 零 均值 Gauss 变量 的 绝对 值 的 最 


Aig. Alt Yy E R4, 


l 
Frey 
ke j2 [> =u” /2 
Smsy — e du. (1.1.11) 
N dy 


假设 {Yni n 之 0} 是 一 列 正 实数 ， {ma;n > 1} EJERE, 使 
得 对 每 个 n, mapi mna BBR. (1.1.10) 和 (1.1.11) 得 


PLX m | + 5 Xm. ~ Xma 之 YoA + Duela) 


m=] 


< {2 > af ea /2 du. (1.1.12) 
Fiy 
n= Yn 


$ A= fe tela}, WAR [0,1 中 的 可 数 秽 密 子 集 ， 出 
FX ast, WX S suprea lX] 几乎 处 处 相等 ， 而 后 者 不 超过 
nm, |} 十 Dn Xm, E Amnya Il. 因而 


Pi > yoA + yw (= )| 


n=l 


YE tm fo er* /2 du, (1.1.13) 


n=aQ 
对 整数 p > 2,4 


Min =p, Yn = r2? y > yi l+ dklogp, £n = 22 Yn > 0. 
， 17， 


RUSTE an > 1 
v2 
vue (sr) < 2+ VIen ne (Bp) 


seet vD f o (3P =) du, 
因此 


一 l so 1 3 
ng | ——}*< p+ 
De (aa) e+ f o(3p ) du. 
(mn) f el? du 
Yn 
co 2 
=f exp { ka" log p + * log? — 52} dy 
2 2 2 


co 2 
<f apf- 5 + thlogp + Bnlog2+1—2")) dv, 
= 


由 此 得 


(net) f ew du 
m=O 
27 ant oo om 
<p? SO 22e- 2 - en 8/2 du < Ppt J eu? f2 du. 
n=0 T < T 
定理 得 证 . 


推论 1.1.1 GX HT = [abt 上 的 零 均 值 可 分 Gauss 过 
4, RAMA ERAT, 并且 EX? (t) < 4 对 任何 teE 工 成 立 $ 
pelh) 为 (1.1.8) 所 定义 ， 则 对 任何 z > V1 二 4 多 JogpP 我 们 有 


P {supIx() >g (ateta [7 (5) au) \ : 


5 +} an = 
= SP f e7" /2 du, 
2 de 


> 18 - 


RP pre 为 整数 . 


注 1.1.1 HX T= jeb LODGE. PFE TT 
上 的 一 个 函数 af, 和 常数 Co, y 8 > 0 使 得 


P{{|X(s) — X(t)| > rd(s,t)} < Coexp (- yd"(s,t)), Vx > 0. 
; (1.1.14) 


ETAR p T> Rt 为 


gl) = sup d{s,t). 
set 
\s~t|<h 


由 定理 1.1.3 的 证 明 ， 对 任何 x> ((L + 4k logp)/Y) 有 
P| sup |X {t > 2( sup d(s,t}+(1— 271/A)-1 

tET {a ET AT 
/ peep") du) E Cop" exp(—yx"), 


HP p> 2 为 整数 . 


$1.2 比较 原理 


这 一 节 ， 我 们 介绍 Gauss HERE, COARSE 
计 是 研究 Gauss 过 程 理论 的 非常 重要 而 又 有 效 的 工具 ， 首 先 我 们 
介绍 著名 的 Siepian 引 理 . Gauss 过 程 理 论 中 的 许多 重要 的 基本 
结果 都 是 通过 Slepian 引 理 证 明 的 . 
1.2.1 Slepian 不 等 式 

Ait £ AU Slepian 型 不 等 式 的 方式 . 我 们 采用 如 下 Kahane 
(1986) AAs, ERM Tie ABA EE. 

定理 1.2.1 GX = (Xren Xn) fe Y = (¥1,---,¥n) 为 
RY 中 的 零 均值 Gauss AY. 假设 


EX: X; < EYY; #49) € A, 
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EX:X; 2 EY:Y; (1,9) € B, 
EX,X;=EYY;  #(i,j)¢ AUB, 
67, Bat, HAD PE CT ONS PRA 
Diyh>O (2,7) € A, 
Dih<0 Æl JEB, 


其 中 D: =, Dis = aoa RY 


Eh(X) < EA(Y). 


证 阴 我 们 不 妨 设 着 与 Y Mow. 对 每 个 上 E [0,1], + z) = 
(l-e)9X + 27Y 和 p(t) = Bh(Z(t)). 我 们 要 证 v0) < v(t), 这 
只 要 证 V(t) 之 0 对 任何 te (0,1) 成立， 我 们 有 


N 
PO = $ EIDAZU} 


i=] 


对 固定 的 上 和 i, 易 知 对 每 个 了 有 
EZ,(t)Zi(t) = EOY; — X;X;)/2. 
由 定理 中 的 假设 我 们 可 将 Z; 表示 为 

Zi(t) = oy Z(t) + W;, 


BEP (Wi, Wn) 为 一 个 与 久 AY 都 独立 的 新 的 霍 均值 Gauss 
向 量 序列 ， 并 且 当 (45 刘 -E ABT a, > 0, 4 (i,j) EB at a; <0, 
当 (i,j) Z AUB 时 aj = 0 如 果 我 们 把 E{DA(Z(t))Zi(t)} 看 作 
是 oj ( (Lj) € AUB) 的 函数 ， 对 它 求 关于 oy 的 偏 导 数 并 注意 
到 关于 h 的 假设 条 件 我 们 知 ， 这 些 偏 导数 值 当 (站 © A 时 是 正 
H, WA (i,j) EB 时 是 负 的 ， 这 意味 着 ELDRE) 对 满 
.0 ， 


HG@Qje AW a; ZRII, MWe (6,3) E BA a; BH 
Was. 另 一 方面 ， 当 所 有 a; 为 0 时 ， 这 一 函数 取 值 为 0, 这 
是 因为 
ELD ACZ(ty Zh} = EL DAV) Zit) 
= E{D ACW) E{Zi(t)} = 0, 

因此 ， E(D AZZ} > 0. 从 而 w(t) > 0, ERP) LER. 

让 此 定理 立即 可 得 下 述 Slepian 不 等 式 ， 这 只 要 在 定理 中 取 
A={(i,7), 245}, B=60F A = Ic, HHP G HEKE (--«,A,] 5k 

推论 1.2.1 (Slepian 不 等 式 ) 1 X fo Y HR” PUNE 
Gauss HP, A EX? = EYF (vi) A 

EXX; < EYY, Wie 3. 


财 对 任何 实数 A fo iN A 


P{ Ue > Ad} < PL UG > ara} 


-r 
ea 


特别 地 ， 由 分 部 积分 法 我 们 有 


Fimax yY; < Emax X.. 
i€N i<N 


下 述 Gordon 的 结果 是 Slepian 不 等 式 的 一 个 有 趣 的 推广 . 


推论 1.2.2 EX =(Xy) FY = (Yy i LiSnISjSm 
为 堆 均 值 Gauss HE, AA 
EX;, = EY Yij; 
EX iy Xa, S EYiYp Vi j k; 


BAgAi Z EY Yip Ve Æl faz, ke. 
. 9] ， 


MHETRE H Aj; A 


PIN Urs > rs} < Pf N Ui (Xi > Ay) }. 


t=1 一直 


这 藏 记 了 对 任何 R 上 的 单调 增加 函 才 g 有 


E{ min max of (Yi;)) < Ef min max g( Xi; J} 


wn pm <n jim 
和 对 任何 实数 入 有 
Ps min max Yj; > A} < Pt min max Aij 之 At. 
DEn JEN ink os 


TERA & N =m. 对 了 E {l--- N} i iI il), 7 = jU) 为 
惟一 的 1<ft<sm1<s7r<sm 人 性 得 了 = mail) SRR” Fo 
下 形式 的 Gauss pat X AY : Xr = Xana, Yr = Yiu 令 


A={ D: D=} B={0, D: D 4 uY}. 
则 定理 1.21 中 第 一 组 条 忻 满足 ， 令 让 为 下 述 集合 的 示 性 旺 数 


Tt 


lf (| {zx € R“: Xı > Asih 
+=] f(T) =i 


通过 取 余 集 ， 由 定理 1.2.1 即 得 证 推论 . 

Slepian 不 等 式 不 能 用 于 supper lX 为 了 说 明 这 一 后 ， 我 们 
取 T = {1,2}, X 和 Xz 为 标准 的 正 态 变量 ， 它 们 的 相关 系数 为 
p- 记 PaA) 为 max(Xi, Xa) > 的 概率 ， 亚 为 标准 正 态 分 布 的 尼 
Re, FA 


P(A) =P_1{X1 V Xe > A} = P{|X| > A} = 24 (4), 
P(X) = 20) — 870A), 
PO) =P {X1 V Xp > A} = {X >} = WO). 
. 22. 


MEAR Slepian 不 等 式 所 示 ， 我 们 有 P-t) > RA) 2 P(A). 
但 是 如 果 记 PO) 为 max([Xi},X2]) > 和 的 概率 ， 则 P_1(X) = 
P(A) = 20(A), PA) = HE (A) — (A)}, 从 而 对 任何 和 > 0 有 


PAO) < BO Po) > BON 


因此 Slepian 引 理 中 所 要 求 的 单调 性 不 请 足 . 
. 能够 应 用 于 Sup pep | 于 人 的 一 个 不 等 式 是 Anderson E. 


1.2.2 Anderson 不 等 式 


定理 1.2.2 REAR phh, LXT SIR 
fiz) 20 A— BR, MA 

(i) f(r) = fi-s) | 

(ii) tf u 0< u < oo), Ka := {x : f(r) > uj ZOE, 

(iii) fp f(a) dr < 00 (在 Lebesgue 积分 意义 下 )， 
Mtr och <1 成立 


f fethy) de> f tery) ae. 
È E 


证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 先 给 出 一 些 推论 . 

推论 1.2.3 BX ARN 中 的 一 零 均值 Gauss 向 量 EH 
RN 中 一 个 关于 原点 对 称 的 西 集 ， zz & RN. 则 对 任何 0 < JA] <1 
RÈ 

PIX +rE€ E< P{X thee E}. 

证 明 因为 由 对 称 性 有 P{X -hr € E} = P{-X+hzre€ 
-E} = P{X + hz € E}, RUDRA > 0. 令 f(x) = Ory? 
exp{ 一 Xz} AX RBH, HPD HEH. DER 
1.2.2, 结论 得 证 . 

注 1.2.1 推论 1.2.3 也 可 出 (1.0.2) 得 到 . 为 了 说 明 这 一 点 , 我 
Ame X 的 分 布 为 yw 的 情形 . 这 时 在 (1.0.2) 中 取 A = B+x， 
B=E-2 fl \=(h+1)/2, 得 

. oo. 


inv (yw(B — hz]) > inv®(yw(AA +(1- \)B)) 
> Ninv®(yn(E + 2)) + (1 - Ajinv® (yw (EB ~ 2)). 
由 对 称 性 ， 我 们 有 
| inv} (ynv(E — hr)) > inv®(yw(E — 2)), 
由 此 得 yE — hs) > yw (EB — 2), 这 就 是 所 要 证 的 . 


推论 2.2.4 Gk X, 和 X AR” 中 两 个 均值 为 过 的 Gauss 
ME, REA ZS A Ei 和 De. H Ea- Dy FEH, 
E 为 一 个 关于 原 , 长 对 称 的 了 凸 祭 ， 则 


PIX, € E} > P1% € E}. 


证 明 $ Y% RY PS X, 独立 的 零 均 值 Gauss 向 量 ， 其 协 
方差 矩阵 为 Le - Ly. WX. 与 Xi 十 同 分 布 ， 由 推论 1.2.3, 我 
NA 


P{ X € E} =P{X +Y E€ E} = f P{x +y E€ E} dPy(y) 
< J P{X, € E} dPy(y) = PiX € E}. | 


由 推论 1.2.4 我 们 立即 可 得 下 述 结果 . 
推论 1.2.5 44 {Xi(t);0 < t < T} (i=1,2) 为 一 过 均值 Gauss 
iti, RHY EED [i(t,s). 假设 T2(t,s) 一 Ti 人 ts) FESS 


ee. H 
了 2 T > 
1 di<z aan + dt €g . 
P| | X(t} dt < }=e{/ Xz) dt < | 


= Xi {t) 为 可 分 过 程 ， 则 
PP 中 > Ph ew, Oe} 


: D4 >» 


现在 我 们 来 证 明定 理 1.2.2. 
定理 1.2.2 的 证 明 等 价 地 我 们 只 要 证 


| f(x) de > f f(xjde. 
Et+hy E+y 


RAER EY u A 
vol{(E + hy) O Kat > vol {(E ty) Ka}, 


其 中 vol{-} 表示 集合 的 体积 . & a = (h+1)/2, M ay+(1—a)(-y} = 
hy， 从 而 由 Ku ATEA E+ hy Da(E++(l1- aE- y) = 
{aE + (1-a)E}+ hy 我 们 有 (E+ hy} OK, 3D af(E+y) Ku} + 
(-a){(E- yO Ky} .因此 

vol{(E+hy)N Ky} > volfo (E +OK} 4+ -a){(E-y)Nky}}. 


HF (E +y) NK, 和 (£-y) 0K, 关 于 原点 对 称 ， 从 而 它们 的 体积 
相等 。 Brunn-Minkowski 定理 {参见 Bonnsen 和 Fenchel 1948) 告 
诉 我 们 vo NA 一 Bo+9B1} > (1-@)vol*/" (Eo) +6 vol“ (E1) 
(其 中 Eo ML, AAS RA, OF <1). 因此 
vol{a{(E+y) NK} + l-ea){(E-yNKy}} > vo (E +y N Ky}, 
从 而 

Hiu) := vo (E + hy) OK} > vol {(E +y) 0 Ay} := H"(u}. 
由 Lebesgue 积分 和 Lebesgue-Stielties 积分 的 定义 得 


in f(z)dz [Sees = f vano + /wa 
= i ud{ H*(u) — H(u)}. 
Hsp RBA SE, ME b> e SOG 
[aur ww — H(u)} = b{H*(b) — H(b)} — a{ H*(a) - Hla) 


b 
+ f (Hu) - H° (u)} du > O{H (0) ~ HO). 
9E, 


AA fix) 在 E LABHAR, MEX boo hf, bH oH 
bH*(b) > 0. 因而 o ud{H*(u)— H(u)} > 0, 结论 得 证 . 

利用 Anderson 不 等 式 (推论 1.2.3), 可 得 Marcus (1968) 的 下 
述 关 于 max; |X: 的 不 等 式 . 


定理 1.2.3 j X= (Xn, Xn) HRN 上 的 零 均值 Gauss 
HE, LALA AER E WU 为 ER IAETAA 
A BR pi = Vi-ur/hi,i=1,---,N, Do = 1. A 


BE [Xe] < ab < < I yz fe nm ele ga 


证 朋 A= 5-1, Ax PP, 其 中 P = (Py) WHER 
BR. SY =O PyXj. WM. Yn 为 独立 的 标准 正 术 变量 ， 且 
Y, 具有 下 述 形式 ， 


Y; = (PDP X: + fl¥i-1,---.¥%4), t=1, N. 
则 由 推论 1.2.3, 有 
Pt max |X,| < a} 


LEIEN 


=P} Nor: — h(i l E a(p;)'/?)} 


i=] 
N-1 
=2(1{ Q- 60a Is ala)" 
i PUYw 一 ÍN (Yn-1, ” , 1)| ~ afpNji Yi 4) 
N -1 


sE(I{ [Yi - Ai-i YO < ala)" 


国 
— 
[| 


 P{l¥w| < a(pw)™?}) 


N vo, o B per? a 
< [[ PIF < eta} = TT] - | e7" /2 dt 
i= 1 4 一 】 0 


lA 


推论 1.2.6 18 X(t} 为 一 实 值 平稳 Gauss if 42, 对 革 个 > 0， 
EHF Zh vA) = EX()A(t +h) 为 [0,6] 上 的 凸 通 数 ， 设 


to Sty E ALENEN —to <6. M 


N a v Ba fag, 2 
Ps max ise} <IIV2/ et /2 dt, 
loan par mT fg 


其 中 oi 或 者 都 为 A (t;) g X(tj-1), 或 者 都 为 A(t; 一 X (to), tj = 
a(t; 一 tri}, i= 1, tan N, o*(t) 二 ELA (t) — XY. 


WEAR SE; = X(t.) — X(ty-1), i= l,e, N. HA = (a,;) = 


(E&E 为 (El PB SSB. 由 yh POPE, Hij 
A ay <0. NEPALI E 为 4 的 第 i 个 主子 行列 式 ， 记 


t 1 
Pa 一 [Anal = Uuu 一 Uuu = OL Gans l < H < t, 


v=] v= j 
eeu 
t= max ay. 
lakti 


由 Y(h) 的 凸 性 易 知 
Sa = Guy E(X (tu) X (to) (X (tu}-X(fu-1)) < Qua, LUNn, 
和 
S? = y(0) — y(t; — tir) + y(ti — to) -人 — tp) 
S V(O) = Vte — #1) = Soi 
由 此 我 们 知 矩 阵 4 的 对 角 线 元 素 者 为 正 ， 并 且 每 一 行 上 的 非 对 角 


线 元 素 的 绝对 值 之 和 不 超过 这 一 行 上 的 对 角 线 元 素 值 ， 从 而 4 是 
正定 的 ， 同 样 我 们 有 


(as t ES Ei > YE; > (ay — ESE. 
oF. 


因为 SE < SP Sans, RIM O<ti <1. 从 而 
Bina. 2 J 


alin. 
a 


Ds Tau (t — ty) 
最 后 注意 到 由 X(t) — X (tah Gf = 1,.… ,4 的 协 方差 矩阵 得 到 的 
函数 B/A: 与 由 站 ) 一 六 (to0), j= 1,…,i 的 协 方差 知 阵 得 到 
eg ae 2;_-1/; 相同 ， 即 得 证 结论 . 


1.2.3 ”Khatri-Sidak 不 等 式 


设 X= (Xoo, An) 为 零 均值 Gauss 问 量 满足 EXX; < 

0 (i A j). Slepian 不 等 式 (推论 1.2.1) 告诉 我 们 ， 对 任何 实数 A, 
i < N 成 立 

N O N 

ata < | < J] P(x: < A} 

4 一 上 + 一 】 i 
但 是 ， Slepian 的 证 明 不 能 推广 到 带 绝对 值 的 情形 .下 述 定理 是 
.Slepian 不 等 式 在 带 绝 对 值 的 情形 时 的 一 个 类 比 . 


定理 1.2.4 Gk (Xr Xr) A RY LH BIH Gauss 向 
草 ， 则 对 任意 的 正 数 和 i, i < 我 们 有 

N N-1 | : 
pf Mux: < | >P] MXi < w) P{|Xn| < ån} 


if 
> J [ PIX: < Ai}. 
{=1 


我 们 可 以 把 定理 1.2.4 改写 成 如 下 形式 . 

定理 1.2.4 Gk {(X(t);t eT} 为 一 零 均 值 可 分 Gauss itt, 
{和 (DD; ET} A- LEHR. RIET to €T 我 们 有 | 
P { sup HEM < 1} >z| up IXE) < | 


号 ——— ay 
tET teT\{to} AG) 一 


定理 1.2.4 是 由 Khatri (1967) 和 Siddk (1968) 得 到 的 ， 因 此 
叫 作 Khatri-Sidák 不 等 式 . 我 们 这 里 给 出 Khatri 的 证 时 ， 他 的 证 
明 似 乎 简单 一 些 ， 事 实 上 ， 和 定理 1.2.4 是 下 述 命题 的 推论 . 

命题 1.2.1 i X = (XOXO) A RIH 上 的 家 均值 Gauss 
人 向量 ， 其 中 xO) — (XM 2. XD), x () 一 (XK) XN 分 
BAR” 和 及 ”上 的 Gauss 向 量 . Dy 和 Dz 分 别 为 R” 
和 R” 上 的 关于 原点 对 称 的 西 人 .如果 算 阵 Cov(X XP) := 
E(X, APY (XP, XP) 的 秩 至 多 为 1, WA 

PIXY e DX € De} > P{X™ © DPC € Do}. 


AYE ar RS 1.2.1, 我 们 需要 一 个 引 理 ， 
引 理 1.2.1 1 g(X) fe R(X) A RY Les X 的 两 
小 函数 . to RIF RN 中 前 任何 两 点 z1 Fer. A (9(21)—g(x2))(A(ai)— 
h(x2)) > Ü, 则 有 
Eg XIRA) > Eg( XER X), 
到 过 来 ,如果 对 办 ”中 的 任何 两 点 zl fo x A (glei) gleo) hlei)- 
h(x2)) < 0, 则 有 
Eg( XRX) < Eg XN) ERX). 


WERR WY WX 的 独立 复制 则 (ol) 一 ofV) (AX) 一 
RY) = 0, Mitt B(g(X)-9(Y))(A(X)}-A(Y)) > 0, Bl Egi X)A(X) > 
Eg(X)ER(X). 

pee 1.2.1 的 证 明 $ E 和 Do 分 别 为 中 和 X® 的 协 
HARE H Cov(X™), X2 的 秩 至 名 为 1 的 事实 ， 我 们 知 存 在 
两 个 阿 量 a = (al am} E R™ Fl b = (bh, bn) € Re 使 得 
Cov( XO, X@)) = a'b, 并 且 可 将 X 写成 如 下 形式 

XM yO pag XO 二 了 人) + bg, 


>. WW. 


其 中 9 为 一 标准 正 态 变量 ，Y(D (YO) 为 零 均 值 Gauss mH, A 
A th SPE D -a'a (32 — bb), HY), YO 和 g 相互 独立 . 
推论 1.2.3 告诉 我 们 ， Ply + ay € Di} Ml P{Y@) + by € Do} 
都 为 |y| 的 单调 增加 函数 ， 由 引 理 1.2.1 有 

P{XY € D,, X® € Do} = P{Y™ + ag € Di, Y + bg € Do} 


=| py + ay € Di,Y + by € D2} dP ly) 
= [Poe + ay € Di}P{Y™ + by € Do} dP, (y) 


> f Py + ay € Di} dP(y) | PLY + by € Da} dPaly) 
=P{Y (V + ag € D,}P{Y + bg € Da} 
=P{X"™ e D }P{X® € Do}, 

命题 得 证 . 


定理 1.2.4 的 证 明 ”在 命题 1.2.1 1 中 取 XD = (Xn, Xna) 
XD = Xn, Di = NÈ Hle) < MA} 和 De = {lzrw| < An}, 得 


N~1 | 
p {Nux |< w) 2 P| IX: < w} P{|Xn] < An}. 


#=1 i=] 


HARA, SEHE 


定理 1.2.5 证 X= (Ais * Xy} 为 RY 中 的 零 均值 Gauss 
AË, RF EER I 满足 ay 二 oa (ona) CA < L, ix 7), 
A ag > OVE. IRE IER A TSN A 


N 
P{|Xi} > Anis 1,- N} > [FPEX A} 
. i=! 
证 明 Se =a: HAR, THESE SRT = 
T+o'a, 其 中 了 为 一 个 N x N 对 角 线 矩阵 ， 其 对 角 线 元 素 为 
o?(1 — aĵ), a = (olal onan). 可 将 天 写成 


A =Y +ag, 


其 中 Y = (oe Yn) ÆR" EM SBHA Gauss pl, 其 协 方 
ERREA T, 9 为 一 标准 正 态 变量 且 与 了 Moe. 从 而 Yrs Yng 
相互 独立 . 注意 到 由 推论 1.2.3 可 知 对 每 个 i PAY + oag) 2 Ait 
是 |y| 的 单调 增加 函数 ， 由 引 理 1.2.1, 得 


PEUX Di aL N} = f I PI + rio > A} APS) 
> [T J PUY too = A) dato = [J PUXA 2A) 


PH, RNA EH 12.4 的 一 个 推广 ， 


定理 1.2.4" 设 {Y(t);t ET}= {X40);t EET} 为 一 列 独 
HS YE Gauss 过 程 ， {各 ;t eT} 为 一 正 实 喇 数 . 则 对 
sy tn CT HR 

Too 
plsp xm SY 


tET 
I]¥°(E) flee (Y (to flee 
PY sep A(z) S 7 P| A(t) = L} | 


KP pL WYO = Spey Xe. 
这 一 结果 是 下 述 命 题 的 直接 推论 ， 


命题 1.2.2 GX = {X,(t);t e TU {to}} 站 | 为 一 列 独 立 
MEETS Gauss 过 程 ， D1 为 函数 空间 RYT = {zx(t) = 
(zit) ew (t));t eT} 上 的 上 全， 在 于 述 意 义 下 对 称 ， 即 (x1()， 

PANC) € E Dy Bay | eres ,enen(")) € Dy 对 任何 5i = 
+i s len N me, Do 为 为 RA 中 的 廿 集 ， 在 下 述 意 义 下 对 
$P, PP (zie TAN) E€ Dy BaT (Erti ENETN) € Do 对 任何 

+ Sl. 


e= +l,i= 1, N aoe wl 


PL{X(t);t € T} € Di, X (fo) € Dz} | 
> PL{X(t);t € T} € Di} P{X (to) € Do}. 


证 明 我 们 不 妨 设 了 是 有 限 集 . 令 Nj(x;), Nyra) 和 
Nj olat) 分 别 为 {X; (0); t € TU {to}}, Xt); t © T} 和 Xj(to) 
的 密度 函数 ， 注 意 到 对 男 定 的 Xt) o Xv (Qs te TU {toh}, # 
合 Dy = {z(t} {z(t} t € T} € Dy} 和 Dy = {x1 (to); 2(to} € Di} 
SB RIT 和 R! 中 关于 原点 对 称 的 凸 集 ， 由 命题 1.2.1 得 


N 
PXO; t ET) € Di, X(to) € Da} = f > | N;(z;) dr; 


- N i 
= J N(x} dz) IT N;(2;) az; 
PF, a Da | 


3=2 


N a 
> Í, | Ny (2h?) de Ny (a) da TY Nj (x;) dey. 
1 ifs 了 一 此 


依次 对 T2, zs,……， zw 进行 同样 的 处 理 我 们 得 
P{{X(t);t € T} € Dy, X(to) € Da} 
iy 

= f o, mire) del? Nyala) de} 

= P{{X();teT}he D1} P{X(to) € Dz}, 
命题 得 证 . 

注 1.2.2 ”我 们 可 把 Khatri-Siddki 引 理 ( 定理 1.2.4, 1.2.4") E 

PRIN PIER: A (Xoo Xn) BEB Gauss 向 量 ， 则 


P( max |X, <1) > P(X $ 1)P( max [XJ <1) (1.2.1) 


Idiin 
. 39%. 


这 是 下 述 猜 测 的 特殊 情形 ， 对 任何 1< 上 <n 有 


P( max, Xi Sb} 2 P( max 1X3} < APC max |Xil <1), 
(1.2.2) 
aS rhb, 72 A 各 B APAY4> Banach 空间 三 上 的 两 个 对 称 的 四 
E, NAY AE LHS RH Gauss 问 量 , H (X,Y) 是 联合 Gauss 
的 ， 则 


P(X eAY € B)> F(X eAPY €B). (1.2.3) 


这 就 是 Gauss 相关 性 猜测 (Gaussian correlation conjecture, 参见 ; 
Gupta 等 1972, Tong 1980, Schechtman, Schumprecht 和 Zinn 1998 
等 等 ). (1.2.1) 说 明 猜 测 (1.2.2) 对 上 = 1 成 立 ， 命题 1.2.1 指出 当 
E 为 Euclidean S/N,  Cov(X,Y) 的 秩 至 多 为 1L, M (1.2.3) 成 
立 ， 在 其 它 一 些 特殊 情形 ， 人 大 们 也 证 明了 这 一 竹 测 正确 ， 例 如 ， 
Pitt (1977) WEP T 3 n = 4, k = 2 hf, (1.2.2) RRIF, Schechtman, 
Schumprecht 和 Zinn (1998) 证 明了 当 集 合 A, B HRE ERRE H], 
RAR ARAAIN, WWE; Harge (1998) IEH T ERS A, B 
RAER, maA EER, MA N tE E 
mee. 对 于 一 般 的 情形 ， 这 一 猜测 正确 与 否 还 不 得 而 知 . Shao 
(1999 ) 给 出 了 一 个 与 (1.2.2) 近似 的 不 等 式 : 


P( max |X; < 1) 
>24- Pi max Xl <1)P(, max {Xil < 1). (1.2.4) 
Li (1999) 20th THREW — PSL: STEP O< A < 1 
相 BR RRAT Re A, BL 有 
P(X € A,Y € B)> P(X €AA)P(Y e (1 -1° B). (1.2.5) 
HPX YAE 上 的 零 均值 Gauss AE, AH (X,Y) 是 联合 Gauss 


的 ， 


(1.2.5) 可 由 Anderson 不 等 式 得 到 . Bb, $ a= (147)? /A, 
设 X,Y") 为 (X,Y ) 的 独立 复制 B X -aX* t Y+Y*/a h 
‘MZ M Anderson 不 等 式 (推论 1.2.3) 得 
P(X € AVY € B) >P((X,Y)+ {-aX*,Y*/a}€ AxB} 
=P(X —aX"* € A,Y +Y*/a € B} 
=P(X —aX" € A)P(Y + Y"/a € B) 
>P(X € AA)P(Y € (1-A?) B). 
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第 二 章 Gauss 过 程 的 连续 模 和 
大 增 量 的 极限 性 质 


从 这 一 章 起 ， 我 们 开始 研究 Gauss 过 程 及 其 相关 过 程 的 样本 
轨道 性 质 , 这 一 章 ， 我 们 着 重 研究 洋 值 Gauss 过 程 , 特别 福 重 名 参 
数 过 程 的 研究 . 在 2.1 节 , 我 们 纵 出 关于 Gauss 过 程 的 连续 性 的 一 
些 基 本 结 末 ,在 2.2 节 ， 我 们 研究 一 类 简单 而 又 非常 重要 的 Gauss 
He, Blo ee Wiener WH ESR A A ee RP TE, e5] 
和 我们 的 正题 ， 2.3, 2.4 和 2.5 节 研 究 几 个 特 跌 的 两 参数 Gauss 过 
程 的 连续 模 积 大 增 量 的 极限 性 质 . 在 2.3 节 ， 我 们 研究 “最 简单 ” 
的 两 参数 Gauss 过 程 ， 即 两 参数 Wiener 过 程 ， 其 增 量 既是 平稳 的 
又 是 独立 的 ， 2.4 节 研 究 的 是 两 参数 分 数 Lévy-Wiener 过 程 ， 其 
增 量 是 平稳 的 , 但 不 再 是 独立 的 ,这 一 过 程 是 两 参数 Lévy-Wiener 
过 程 的 推广 ， 在 2.5 节 ， 我 们 考察 的 是 两 参数 Ornstein-Uhlenbeck 
过 程 ， 其 增 量 既 不 是 平稳 的 也 不 是 独立 的 ， 它 是 单 参 数 Ornstein- 
Uhlenbeck 过 程 的 推广 ， 2.6 节 考 察 较 一 般 的 两 参数 Gauss 过 程 . 
2.7 节 考 察 Gauss 过 程 的 局 部 时 过 程 L(x,t), 这 也 是 一 类 两 参数 随 
机 过 程 . 

§2.1 Gauss 过 程 的 连续 性 
2.1.1 有 界 性 和 连续 性 

te (Td) 为 一 个 拟 距 离 空 间 ， 对 任意 的 > 0 记 N(T,d; 2) 
为 距离 炳 (entropy number), 即 在 距离 dF, ARM T M 
he 为 半径 的 开 球 的 最 小 个 数 ， 显 然 在 距离 d BMP, T 完全 
AAB AR SHEA ¢ > 0 NT, d;e) < 0, 这 一 性 质 在 我 们 将 
要 考察 的 条 件 下 总 是 满足 的 ， 记 P = DT) 为 (7.4) HAR, Ep 


D = sup{d{s,t):s,t ET} 
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eX = {Xut e T) 为 一 零 均值 Gauss TH, EXT EME 
规 距离 为 dx(s,t) = |X- Xll s, t E T. BA 


E sup (|X, — Xt] = E sup{ Xa 一 Xi) = 2E sup Xz. 
a,teT . < r a ter 


从 而 对 任何 如 <T 有 
E sup X; <E sup|X,| < E| Xn] + E sup |X, -X| 
tET tET stET | 


SE| Xn] + 2E sup Xt. 


这 个 不 等 式 告诉 我 们 当 考察 几乎 处 处 有 界 性 时 ， 考察 sup, Xi 和 
| 考察 sup; |Xzl 是 等 价 的 . 

下 述 结 果 告 诉 我 们 雪 均 值 的 Gauss 过 程 有 界 当 且 仅 当 它 的 最 
AAS AEA. 


EL RX HT LARME Gauss HAE, (T,dx) 
RH. 则 


P{sup X; < oo} = 1 <> FE sup X, < oo. 
tET tET | 


证 明 如 通常 一 样 ， 记 IXI 为 supper Xr BR EXI < 
oo = IXI < ow as, 因此 只 要 证 “一 ”， 我 们 将 证 一 个 更 强 
的 结论 ， 即 对 充分 小 的 a> 0 有 Co 


Ee all" < M < oo, (2.1.1) 


其 中 A M 为 一 PE XT Ht BX. | : 
BY MZ AX 的 两 个 独立 的 复制 则 因为 (Y + Z)/V2 

(Y - Z)/V2 也 是 X 的 两 个 独立 的 复制 ， 我 们 有 (IYI, IZI) 和 

GY + Z][/v¥2, IY — ZI v2) 都 是 XI 的 两 对 独立 的 复制 .从 而 ， 
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对 任何 实数 对 (a,b) 有 
PiX] < af PiX] > 2} 
= P{||¥ + Z| < v2a, [Y — ZI] > 026} 
< PHIYI > b- a) V2, |Z] > (b - a) V3} 
< (P{IYI| > (b- a)V2})°. 
Ata > 0 1873 g = P{XI| < a} € (7,1). 3 
b = ba = (V+ — 1)(/2 + 1}a 


BS PARSE, WEA rza 有 


P{IXII > z} < exp(- i log) 
从 而 
EesllXll < eae +f ap{- (5 log nera ja 


取 a < (log 72g)/(24a"} 得 (2.1.1). 


注 2.1.1 在 上 向 的 证 明 中 ,并 没有 用 到 ||- | 为 最 大 范 数 的 事 
实 ， 当 切取 值 于 一 个 可 分 Banach ZA I 为 任意 一 个 可 测 半 
范 数 时 ， 证 明 仍 成 立 ， 另 外 ,， 若 如 为 了 上 的 另 一 个 距 高 ， 且 在 这 
PIRRB EME TAH, WRB SR Gauss J X 相对 于 距离 d 
的 有 界 性 ， 只 要 简单 地 附加 条 件 “dx ET, d 上 有 界 ” 即 可 . 

于 述 定理 将 有 界 性 和 连续 性 紧密 地 联系 在 一 起 . 


定理 2.1.2 RN = {Xut ET} LPR, Sad HT 
上 的 距离 使 得 dx 是 也 一致 连续 的 Mj X VARE 1, d 一致 连续 
5 AIR 3 


lim & sup (Xs — X = 0. 
HO 本 
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为 了 证 明定 理 2.1.2, RA eA) Borel-Cantelli 引 理 ， 这 
一 引 理 在 本 书 中 将 经 常用 到 我 们 给 出 它 的 推 /形式 . 


引 理 2.1.1 i {Ann = 1} 为 一 事件 序列 ,如 条 n PAn) 
< ce， 则 P(An, io.) =Q, 其 中 {An, i.0.} = Mar Uken 4k. ho 
> mi P(A, ) = OO H 

lminf 5, (P(4:Ar) = P(4;) pan /(È ra y = 0, 
| I<jekin 
则 P(An, io.) =1. 

WEAR 证 明 可 在 Petrov(1995) 中 找到 ， 由 于 证 明 较 简单 1 为 

了 完整 起 见 ， 这 里 给 出 其 详细 证 明 . 首先 ， 引 理 的 前 一 部 分 由 下 


Plan io) -ef UZ, 49 < PUZ, 40 


< 2 P(A) >00, n> oo, 


这 里 用 到 了 条 件 V, P(A) < co， 为 证 引 理 的 后 一 部 分 ， 令 
I, = Ia.. W) EL, = P(A n). 从 而 


| unig {| Soa Sor 1 52 P(A} 

2 i 

| , Van, Ik) | 
oa eR (Sige PAY 


a lady = Pan) 


和 二 oo Cea P(A)? © 9. 


由 此 得 : 
lim inf P(B,) = 9, 


数 序 列 {fnm} 使 得 Dna P( Ba.) < 00. 由 已 证 的 引 理 前 一 部 分 


得 ， 以 概率 1, et 2 BEE, PAs) 至 多 对 有 限 个 m 不 成 
立 ， 由 此 和 条 件 OS, Pln) = co 得 POC RB) = 1. 从 
而 P(An, io.) 二 1 得 证 . 


定理 2.1.2 的 证 明 令 a(n) = Fsupgs ycylXs — Xt). 先 证 
PPE 令 UL = {(s,t) e T x Trd(s,f) eeh Yes = Xe — Xe. M 
Ys (T xT, dy) ERUL EAA A SH Gauss 过 程 ， 其 中 


dy ((s,t), (85,0) = II(Xs—Xi)— (Xe -Xv lo < dx (s,t)+dx(s',t’). 


由 于 dy 是 4 一致 连续 的 ， 可 取 e > 0 使 得 (s, this, tO ECU. 一 > 
dy ((s,t) (5,6) <1. 从 而 (Ue, dy) BR. 因此 ， 由 定理 2.1.1 得 


E sup |X, - X,| < co. 
dla tee 


另外 ， 对 几乎 每 个 w 我 们 有 


lim sup |X¢(w) — Xw) = 0， 
979 dis t<n 


Mit EE Fe a Se EA myo faln) = 0. 

反 过 来 ， 可 找到 序列 nn 使 得 alte) < 4°"°. 考察 事件 A, = 
{sup a(eeicn, X-A > 27%}. 因为 >On PlAn) S Se 27" <0, 
所 以 出 Borel-Cantelli 引 理 知 X 几乎 处 处 和 一致 连续 .定理 得 
LE. 


2.1.2 Fernique {> 


现在 考察 了 = [0, 1]* 的 情形 ， 并 假设 X ASB Gauss 过 
程 , 其 方才 函数 为 I. 对 任意 的 {s,t) € TXT EX d(s,t) =|s—t] = 
supilcizk lsi — til 令 ¢ : [0,1] 9 Ry AEH (1.1.8) 定义 的 通 数 ， BP 


p(h) = |X. — Xefle. (2.1.2) 


sup 
(sere Tt 

dis fcr 
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定理 2.1.3 ARMA KK 使 得 
Esup |X| < K{ sup [Xelle + f ee de}, (2.1.3) 
tet tcT 1 


进一步 ， 如 果 [T gle-* jdr < 00, 则 X 几乎 处 处 一 致 连续 ( 这 
里 ， 连 续 是 指 d 连续 )， 


证 阴 下 定理 1.1.3 和 注 1.1.1, 得 
E sup[Xel < | sup llXelle + 2+ v3) f oP) du} 
| 1 + 4k log p+ a} 
<K{ sup {Xll +j ple) du}, 
并 且 对 任何 to CT A 
E sup Xd <{o(h) + (2+ V9) I (hp) du 
ditto) Eh 
{ 1+ 4klogp + me 
<Kf olh) +f Phe °) du}. (2.3.4) 


从 而 定理 的 前 一 部 分 得 证 ， 并 且 我 们 得 到 : HHEN to ET, X Æ 
to 处 几乎 处 处 连续 ， 但 是 ， 我 们 要 证 明 的 是 无 一 致 连续 ， 为 此 ， 
我 们 需要 一 些 引 理 . | 


引 理 2.1.2 1. {X;(#); t € Ti}, i= 1,2,-°°,N WEAR 
Gauss it #2. M 


, , | {2 | 
E ay sup X:(t) < 2max E sup Xj (t)+3(log N) max sup | X(t) ll>. 
特别 地 ， 对 任何 实 值 党 均值 Gauss FH X,,i = 1,2,---,N 我 们 有 


E max X, < S(log N)!/? max(E KE}. 
: JÜ ， 


证 明 ig SUP eT, AG(t) 为 AG, SUP eT, (EXP? AY oA). 
Fe) AN 5 1 EE BY AN eA MRA, EUAS IA EARR. 
M6 > 0, 由 分 部 积分 法 和 Borell 不 等 式 ( 见 定 理 1.1.1) 得 


iv ao 
E max |I|X:l] - +> | PAIX- EI Xill| > u} du 
san] ut d 
sn [we iao“ 


从 而 ， Ay 由 = (2 log JJ MAXi WV a{.X;} 得 


E max || X;]] < 2 max EliXill + 3(log N)? max o( Xi), 
S| ES ue. 
引 理 2.1.3 GY = {Ynte T} 为 距离 空间 (Td) LAH) 
fi Gauss 过 程 ， 仿 四 (8 站 = |Y. 一 Ylz- 则 对 任何 了 >0 有 


E sup |F- Y= K{ sup E sup |¥, -Y| 
dla tjan ET dis tjern 


+ sup dy (s,t) (log N(T, d;n))'”*}, 
d(s,t)<35 


PK > 0 为 常数 . 


证 明 AEn, S N= NT dn) (REAR EBA F 2). 
SU = {un un) AT APBD wi 为 中 心 7 > 0 为 半径 
的 d ERMAT. 显然 


sup |Y -1| = 2 max ( 


Has tjan 


sup IY; — Yul) + max (Ya — Yl. 


dw) en d{u,u}<3y 


由 引 理 2.1.2, 得 
Emax ( Sup IY, 一 Yal) = E max ( sup (¥; 一 ¥.)) 


uel NS ditujcn uel Aalten 
< 2max x sup (¥;- ¥u)} +3 max {ars t)(log N); 
wel! dituen di s,t}< 
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同 理 ， 
— 2\1/2 
E max, IY. — P| < 5 max, dy (s, flog N yen 
diu) <3 
从 而 引 理 得 证 . 
定理 2.1.3 的 证 朋 的 续 由 (2.1.4) 和 3 引 理 2.1.3, 得 


E Sup |X, — X,| 
dis,tj<h 


<K 1 (4) + f p(he—* ) du + p{3h){log aye (2.1.5) 


因为 /> ple) du < 00, 我 们 有 uple h) > 0 (u + 00), 从 而 
p(h)(log h!) + 0( +0). 因此 ， 我 们 得 


lim E sup |X: —X,} = 0. 
h—ü d(s,t}<h . 


由 定理 2.1.2 知 X 几乎 处 处 连续 ， 定 理 得 证 . : 
著 X = {X(t);t € [0,1)} 为 一 个 零 均值 ， 具 有 平稳 增 量 的 
Gauss #2, A p(h) = ||X(¢+h)—X(t)]lo X h 的 单调 非 降 函 数 . 
我 们 以 后 还 将 证 明 Fernique 条 件 大 ple“) du < oo ë X IL 
乎 处 处 有 界 或 连续 的 必要 条 件 . | 


2.1.3 EMER 


如 通常 一 样 , 设 卫 为 一 个 零 均 值 Gauss 过 程 的 参数 空间 ，dx 
为 了 上 的 正规 距离 . 设 m 为 全 上 的 概率 测度 ，g : |0,1] 一 及， 为 
一 个 函数 ， 定 义 为 


g(t) = (logt), oO<t<l. 


令 Bite) 表示 在 距离 dx 意义 下 以 为 中 心 的 8 球 . 
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NM 2.1.1 —AMRERI m 被 称 为 [相对 于 (7, dx) 的 ) 宇 


测度 (majorizing measure), 40% 


sup f g(rm{ B(t,e}}) de < æ. (2.1.6} 
ter #0 


下 述 关 于 Gauss 过 程 的 有 界 性 和 连续 性 的 一 般 性 结果 是 由 
Talagrand (1987) 得 到 的 ， 它 济源 于 Fernique(1978). 由 于 其 证 明 
太 长 ， 这 里 不 再 叙述 ， 读 者 可 参看 Ledoux 和 Talagrand (1991). 


定理 2.1.4 i$ X = {Xut ET 为 一 个 零 均值 Gauss 过 
程 。 则 对 某 个 绝对 常数 天 >0 和 人 fdxr) 上 的 任意 概 这 测度 m 有 


E supX < K sup | g{m(B(t,£))} de, (2.1.7) 
ter teT JO 


并 且 存 在 (T, dx) 上 的 一 个 概率 测度 m eG 


sup f g(m(B(t,e))} de < KE sup Xe- (2.1.8) 
ET Jo IET 
也 就 是 说 ， X A(T dx) 上 几乎 处 处 有 界 当 且 仅 当 (T,dx) 有 一 
个 主 测度 . 

进一步 ，X 在 (T,dx) 上 几乎 处 处 有 界 且 (一致 ) 连续 当 且 仅 
当 (了 Tdx) 完全 有 界 且 存在 一 个 (T,dx) LMAS m 使 得 


lim sup [glnB Ee))) de =0. | (2.1.9) 


70 eT Jo 


YE 2.1.2 HEF, Be > 2D, 其 中 D= DT) A (T,dx) 的 
直径 ， 则 m(B(t,a)) = 1, 因而 (2.1.7) 和 (2.1.8) 中 的 积分 上 限 实 
际 上 是 D/2. Bob, RET LAA PER CATE MEX Pe 
紧 致 的 ， 如 果 考 察 的 是 零 均值 Gauss HX 相对 于 距离 4 的 奸 


续 性 ， 我 们 只 要 简单 地 附加 条 件 : dx 在 {TIT,d) EES, ERIX E 


De 意义 下 (或 依 概率 ) 连续 ， 事实 上 ， 若 (了 T,d) 为 任意 一 个 紧 致 空 
if 则 零 均 值 Gauss WH X = {Xut E T} Æ (T,d) 上 几乎 处 处 连 
4 ARSE (T,dx) 上 几乎 处 处 连续 且 dx 在 (T, d) 上 连续 . 
上 述 论 断 的 充分 性 显然 . 下 设 X 2d 连续 的 ， 则 dx 也 是 d 连续 
H BRAHE, XA dx 都 是 过 一 致 连续 的 ， 由 定理 2.1.2 得 
lim E sup a 一 X,} = 0. 
E—+0 dis sD 
IHARA y > 0, & A, = {(s, NeTxT: dx (9,t) < n). 这 是 
工 xX 了 上 的 团 集 且 门 , 4, = Ao HR {(s,4) € T x T, d(s,s') < 
E d(t, t’) < e,(s’,t’) © Ao} 为 闭 集 并 且 包 售 Ao. 固定 a >.0. HE 
致 性 ， 存 在 n > 0 使 得 : 对 和 任何 (s, E Anp 存在 (s',t') E Ao 满足 
d(s,s'} ce 和 dit, t) < e ER 


IX, — Xel < |X, —Xy| + [Xs — Xel + [Xe — Xal 
RX. AA (s, t) © Ao, 我 们 知 Xe = Xp 以 概率 1 成立， 从 而 


E sup |X, — Xl < 25 sup |X, 一 Xl. 
dyis tEn d(a,t}<<« 


因此 
+ im E- sup |X,- Xl=0. 
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再 次 由 定理 2.1. 2, 我 们 得 无 几乎 处 处 dx 一 致 连续 . 
“下 述 推论 是 Dudley (1973) 的 结果 . 
推论 2.1.1 BX = {Xnt eT) HEME Gauss 讨 程 ， 则 


Eup X, < Kf (log N(T, dxe)” de, @ 1.10) 


ttre K > 0 0 seed ae. 进一步 车 上 A UNG oe, S) 
X 在 T dx) ELFAA RB (一 致 ) 连续. 


易 知 (2.1.10) PRR At ER Soh Ee D. 


证 明 可 设 直径 D = OT) AM, BWR e > 0 有 
Nit,dx;e) = œ, 从 而 没有 什么 要 证 明 的 ， 我 们 将 证 明 存 在 工 上 
的 一 个 概率 测度 m 使 得 

sp f g(m(B(t,e}}) de < kf (log N(T, dxie) de, 

{2.1.11} 
其 中 KK 为 绝对 常数 ， 令 lo ABBR 27° > D 成 立 的 最 大 整数 . 
对 任意 的 ! > bo, 令 n cT ARB Min T 的 个 数 最 小 的 一 区 
球 {B2 ¢ Ty} 的 球 心 组 成 的 集合 ， 由 定义 知 Card Ti = 
NT axi2- 考察 上 的 概率 测度 m: 


m= 2 toN(T, dx; 27! Sb, 
[=n tek; 


其 中 ó 为 在 上 处 的 单 点 测度 (Dirac 测度 ). 显然 , AHER tM > bo 
有 m(B(t,27*)) >2 to dx;27) 从 而 


ip . 
i g(m(B(t,e))) de < > 2-‘g(m(B(t, 27'))) 


Elo 
< $27 (log(2 ?NI(T, dx;27*)})) 
tlo 
< Y 2log 221)? + YO 27 (log N(T, dx;27))) 


lto {>i 


L/2 D 
< git] f (log 了 117? d£ 十 2 / (log N(T,dx:e)) 7 de 
0 


1/2 


12 


1/2 
< aD | (log x71)'/? deta f (log N(T, dx; e))' de 
0 


1/2 
<2(1+2f (log a7!)*/? ax) f (log N(T, dy: e)? de 
0 Q 


(2.1.11) 得 证 . 同 理 ， 对 任何 < D, FG lo AWE 2T >n HR 
,A5 ， 


ABS, 则 得 7 
[ alent BE €))) de <2(1 + :| É (tog =) 2 de) 
0 
So T (log N(T, dxe) de, (2.1.12) 


由 定理 2.1.4, (2.1.10) (YE. MARAR, m 为 满足 (2.1.9) 
的 主 测度 ， 从 而 X 在 (7,ax) 上 几乎 处 处 有 界 且 (一 致 ) E. 


论 得 证 . 


O SFH, ERRE ETER. 7 GRIER, 
我 们 只 考察 工 为 RR4 的 子 集 的 情形 , Hien +I, ={t+s:téeny, 
s € PYD, Ta cR*),M=T4+T, T" =T+T+T,44+T = 
fé+e:8sET} (v¥te RET C RK). 

定理 2.1.5 BX ={Xnte RE} HEHE Gauss itd. W 
RX 具有 平稳 增 若 ， 即 dx 在 下 述 意义 下 是 平移 不 变 的 ，dx {4 十 
su +t) = dx(s,t) (us, te Ri) WT A RL FRAIA 
RFR. WX AT ENP IB [一致 ) BRSBRS dx 
&TxT 上 连续 ， 并 且 


A(T, dx) := [ (log N(T, dx ;e)) ?de < OO. (2.1.13) 
0 


进一步 ， 丫 在 结对 常数 下 >0 使 得 
o K-11{H(T, dx) - (log IPT)? DO} 
< E sup 4; < KHA(T, dx), | (2.1.14) 
te 


其 中 | .| 为 RE 上 的 Lebesgue 测度 . 
证 明 由 推论 2.1.1 即 得 不 等 式 的 右边 ， 由 定理 2.1.4, 只 要 证 
HART TCR 有 
1 D . ITI 172 ` D 
f (tog (NT dxie)) de) < sup f g(m(B(t, £))} de, 
(2.1.15) 
. 46. 


其 中 m 为 了 上 的 概率 测度 ，DD = DT) 为 了 的 dx 直径 . $ M 
为 不 等 式 (2.1.15) 右边 的 值 ， 记 AC) = | . ] 为 RE 上 的 Lebesgue 
测度 ， 由 于 g(x) 为 西 函 数 ， 由 Jensen 不 等 式 得 


D o] 
M > Í iT 上 g(m( Bit, a))) aA(t) de 


D 1/2 
> 上 (1 TOGT, t. 


由 Fubini 定理 和 和 平 称 不 变性 ， 得 
: mi B(t, eh dA(t) = f IT 1 B(t,e)| dm(s) < [T^ B0, £). 


从 而 D 
Ty m 
> 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 . 
“az 人 (spa) © 


设 {tnont AT PRERE (ti + BOO, e}) n (t; + B(0,e)) = 二 9 
Vit 了 了 的 最 大 的 点 集 ， 车 te 了 ,由 最 大 性 ， 存 在 i = 1,:…,p 使 
得 (t+ B(0,e)) V(t; + BOO,e}) 关 0. AT t € {t; + B(0,2e)}. 
由 此 得 T c lt + BO, 22)}, 从 而 N(T,dx;22) < p. 注意 到 
ti + T0 B(0,2) CT RNA 


pIT'NB(0,e)| = 5> t+T'NB(0,e)| = | U [t +T'NB(0,e)}| < IT”. 


1 二 1 


因此 
I 


Nit, dx:;2e) [F'n BO, ef 
(2.1.15) 得 证 .定理 证 毕 . 


通常 情况 下 推论 2.1.2 的 逆 不 成 立 . 下 面 是 一 个 反例 . 令 工 = 
Z, 这 时 的 过 程 实际 上 是 一 个 序列 {Xn;n > 1} HEX, WH 


on = A(X.) = (EXa) 全 < {1+ log n)—*/?. 
AT. 


RFP IY {Xn} 几乎 处 姓 有 界 ， 且 有 绝对 第 数 K, 成 这 


Esup|X,| < K. (2.1.16) 


事实 上 ， 注 意 到 对 任意 的 m>1 和 zz>2 有 


P{X,,| > £} < p T /20n) < e- $m {1+iog n} < Cn, 
从 而 


P{sup IX,| > x} < SP > > x} < cy n- Ba? < geia, 
n=l | n=l] 
对 上 式 进行 积分 即 得 (2.1.16). 
但 是 男 一 方面 ， 序列 Xan > 1} FRA ARS. 事实 
E, a ¢ > 0, Xf n< ne =exp(—1+1/(2e?)) RATS o(X,) > 
ev2, 从 而 
dx{n, m) > 2e, Yn, m C tz, 
RAF n,m < ne, Mn 和 m 不 在 同一 个 e 球 中 ， 由 此 知 
N(T,dx;¢) > n,- 1, 因此 


inf ¢ (log N{T, dx;e)) > 0, 


ATIR f (log N(T, dx;e)} de 不 可 能 有 限 . 


E k= 1 的 特殊 情形 ， 下 述 定理 告诉 我 们 Fernique 条 件 也 是 
具有 平稳 增 硬 的 零 均值 Gauss 过 程 有 界 且 连续 的 必要 条 件 . 


定理 2.1.6 Gh X = {Xi;t € [0,1]} 为 具有 平稳 增 量 的 零 均 
值 Gauss 过 程 ， 假 设 o7(t) = E(X: — Xo)? 是 单调 增加 的 | R) X 
几乎 处 处 有 界 且 [一 致 ) 连续 当 上 且 仪 当 


2 ofu) 
f u(log u- 1)172 du < co. 


而 有 全 ， 春 在 常数 K 使 得 


1/2 glu 1/2 olu) 
K- du < Ne XS K | 一 一 一 一 du. 
| uf log Toe “= foul "= fo u(logun!)l/ 


HEAR EFI 


1/2 ofu) on > 
N du = -2 ) du, 
i u(log u—!)1/2 “ Joen ale s 


由 定理 2.1.3， 只 要 证 明 左 边 的 不 等 式 .. 注意 到 D = sup, t¢(0,1] 
o(jt — s|) = o(1} # N((0, 1],dx;e) = 1 , 由 定理 2.1.5 有 


A giv) ey 


vi} 1 1/2 
/ (iog - ) de <CE sup X; + Co(1) 
0 


invole) te[0,1] 


<CE sup X,4+ CEIAL— Xo) 


+E (0, 1] 


<CE sup X,;+CE|X, 一 Kol 
EE [0,1] 


<CE sup X;+ CE sup |X- Xl 
t<(0,1] ¢,¢€[0,1] 


ICE Sip At. 
té[0,1] 


可 设 E supico Xe < oo, 否则 没有 什么 要 证 明 的 ， 因此 上 述 积 分 
收 人 证 ， 由 分 部 积分 法 得 


ot) | 1 1/2 i 
/ ( oe aval) i 
1 L/2)e(1} ell) i 1/2 
— _ d — 
€ ( log vote) 0 f 7 (Jog mag) 
1 li2 otl) on 2 
> g| log ——~ TH ， 
一 e( 98 aval) 0 + J ole" )du 


由 于 inve(c) TERE, 由 积分 的 收敛 性 易 知 当 = Orf, e( log 


Vv 
invo(¢} 
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- po(t} 1 1/2 oO a? 
f (log g) de> | ge" ) du 


> | a(e~“ } du — (log 2)17 ef1). 
(log 2}1/2 


因此 


1/2 ou) 
e—a du < KE sup X,;+o0(1) = AE sup A;. 
| u(log u-1}1/2 retort (9 rele 


定理 得 证 . 
2.1.4 {si Gauss TR 

设 BB 为 一 个 可 分 的 Banach 空间 ， 其 对 偶 空 间 记 为 B 一 个 
取 值 于 B 的 过 程 X = {X;te T) 是 以 了 为 指标 的 取 值 于 B 的 
一 族 Borel 随机 变量 {Xi;t € T} X 称 为 ( 零 均值 )Gauss 的 ， 者 
每 个 有 限 样本 (Xi Xe), ET A BN 中 的 ( 零 均值 )Gauss 
”元 .下 述 定 理 是 由 Fernique (1990) 得 到 的 


定理 2.1.7 ik (T,d) 3— AER EE, X ={XutEeT}] 为 
取 值 于 B HEKE Gauss 过 程 ， 假设 咎 在 一 个 取 值 于 B 的 零 均 
{i Gauss 变量 使 得 


~ EPIX) < EPO), Vt) EB xT, 
则 存在 绝对 常数 C > 0 使 得 / 


E l | | Oo ape | 
sup [Xli < o{ziiti+ sup, f (log N(T, dy(x);€) de} 
(2.1.18) 
itih, Rit (T,d) 是 紧 距 离 空 间 ， 若 对 任何 f € B, IX) 一 
F(Xs lhe 在 (T, d) 上 连续 ， FL 
lim sup f(r N(T,d .€))'? de =0 (2.1.19) 
router do © A i g 
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my X fe (Td) 上 几乎 处 处 连续. 


证 明 首先 证 明 (2.1.18). + Bi 为 P 中 的 单位 球 ， 我们 把 
X 看 作 是 以 T* = Bi x 了 为 指标 集 的 过 程 ， 由 定理 2.1.5, 以 Bi 
为 指标 集 的 实 值 Gauss WH E = (F(E) S E Bi} BEM, BIF 
fe (By, de) 上 的 概率 测度 p 使 得 


sup f ~ glu(B(fe)) de < CE sup f(€) = CEEI, 

fEB 4a JEE; 
其 中 B(f,e) Ae 球 ， 其 对 应 的 距离 为 其 中 心 了 所 在 空间 上 对 应 
的 正规 距离 ， 即 deif go) = E- gill fg E By. (我 们 还 将 用 
到 这 种 球 的 概念 ). > D = DIT") 为 Bi xT E dx Hiz, KP 


dx (CFt) (gs) = H(X) - aXe, fg eB, stel. 


对 每 个 了 <E Bi, 令 Sifu ARBRE T 的 个 数 最 小 的 一 族 球 
Bsrxytt, 2), tE S{(f u) ERG BEX, Card S(f,u) = NI(T, dytx); 
u 考察 上 的 概率 测度 rp: 

J 和 
el ESI Dfa) N(T, dyex); D/PY 
其 中 6, 为 在 上 处 的 Dirac 测度 .由 和 {rF € Bib 我们 构造 
Bex T EA PRM AA 


= fé: @ wz) duff). 
由 定理 2.1.5 得 


Esup| Xl =E sup fiX) 
tET (hEB! xT 


sup f g (ACBL), e})) de. 


Sook 
. 5] - 


给 定 St) € BY xT A p> 1, 对 任意 的 (9,s)€ Bi xT, 由 三 角 不 
等 式 有 
dx ((f,t}, (8,3) < FX) -Xdi + jo( Xe) -AXA 
< delf, g) + dycxy(t,s), 
dooxy(s,t} < HEX) — F(X dlle + HFX) ~ 9(Xa)ll2 
+X) — gf Xe)ile 
< dsexy(s,t) + 2del f, g). 


从 而 
dax (é, s) < D/2Pt?, 
delg, f} < D/2°+3 => dx ((f,t), (9,5)} < D/2?. 
因此 
A(B((f,t),D/2”)) 


> J re (Bo(xy(t, D/2P*1)) Hg; g € BUF, D/2P+3)} du(g) 


1 e . “4 
站 nae +3 
- / DPHIN(T, dyo; D727) (959 € BL D/2P™)} dulo). 


注意 到 
dy(x)(8,t) S D/2P™, de f,g) < D/2?** => da(s, t) < D/2?*", 
并 且 {Bjy(x)(s, D/P) s © S(f,D/2°*2)} BERT, 我 们 得 ,车 
de(f,9) < D/2°*, 则 {Bycx)(s,D/2°+1); s € S(f,.D/2P*2)} 覆盖 
T. 由 此 得 
de(f,9) < 万 /2P13 

= N(T, dgx); D/2°*") < N(T, djxy; D/2°*?). 
从 而 | 
A(B((f,t),D/2?)) > PANT dob rR M BU, D/2°**)), 
.52 . 


因此 ， 对 每 个 foe Bi x tT. 有 


fs (A( B(G, 0e) }) es g (A(B((f,0), D/2")) } 


<y 2, w( Bf, D23) 
~ A pI FAN (T, djxy; D/2P+?) 


pH 


< D2 (0082+11 4 g (u( BU. D/27"))) 


Ts 
ho 


+ (log N(T, dy¢x); DA2242)) | 


< K foa [rn i 


i 
+f (log N(T, dr w)) au. 


Al 
& sup Xll 
ET 


D 
<K [o+ Bi sup f (log N(T, djxy) au}. 
eB Jo 


注意 到 
Ds sup F(X) — 9X <2 sup FX) Ile 
JoeB; (ft)EB! xT 


u 3 = {an 1/2 u m)! 
S? sup IAEl = (27) pup, EIFE) < (27) P Ellé, 


我 们 知 对 某 个 常数 C 有 
E sup || Xll 
tET 


(27) Ei gl i 
0 ¢ EIE + Sup f { log N(T, ds¢x);%)) ie 7 , 
= 里 


YË 
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jX— PAR SL T (2.1.18). 
现在 ， 假设 (2.1.19) R. FPA BH-TAMATSIE, 
& Tr 为 商 上 映射 Bo B/F, 由 上 述 已 经 证 明 的 不 等 式 得 


E supllTr (Xl 
teT 


rere 


2 
<C | EllTr(é)| + sup (log N(T, dycxy; u) au) 
feBi do 


车 Fn 为 B 的 一 列 有 限 维 子 空间 ， 满 足 Ft B, M 
lim, EliTr, (E) = 0 


因此 我 们 有 

lim sup |(Zr,(X,){|=0 a.s., n> oo. 

Tl 一 个 二 ET . . | 
另外 ， 对 每 个 E Bi, 由 推论 2.1.1 和 MAX) — f(Xi)ll 的 连续 性 
BER (X) 在 (T,d) 上 几乎 处 处 连续 .由 此 得 取 值 于 有 限 维 空 


闻 A, 的 过 程 X — Tp, (X) Æ (T,d) 上 几乎 处 姓 连 续 ， 从 而 X 在 
(Td) 上 几乎 处 处 连续 .定理 得 证 . 


下 述 结论 是 定理 2.1.7 和 定理 2.1.5 的 简单 推论 
推论 2.1.2 HX = {Xt eT} 为 取 值 于 BB 的 零 均值 平 净 


Gauss $42, HPT ARE 中 的 具有 非 空 内 部 的 紧 子 集 ， 那 么 对 
某 个 常数 局 >0 有 


1 
= (EIXol 十 Sup Esup f(X+)) < É sup [Xal 


Ir” 
7 “r ) (ElXoll+ sup Esup f(X; )). (2.1.20) 


进一步 ,外 在 荆 上 几乎 处 处 连续 当 且 仅 当 对 每 个 fe BY, WX- 
FX Al ÆT xT ERR, B 


<c(1 + log 


lum su su X) = 2.1.21 
jim, sup E sup F(X) (2.1.21) 


3.1.5 ”独立 Ornstein-Ublenbeck 过 程 的 无 穷 级 数 


设 {Y(t}; 一 oo < t < co} = {X,(t);-co < t < co}, 为 一 
列 独立 的 Ornstein-Uhlenbeck (O-U) 过 程 ， 其 系数 为 Ye > 0, Ax >O, 
ER XC) 为 平稳 的 零 均 值 Gauss WA EX els) Akt) = (ye / Ag) 
exp{—A,|f ~ sl), k = 1,2,---. 

iS Y(-) 是 由 Dawson (1972) 作为 下 述 随机 微分 方程 无 穷 组 
列 的 平稳 解 引 入 的 : 


d X,(t) = — AXAt) dt + (D9 dWilt) G = 1,2,---}, (2.1.22) 


Herp {Wi(t},-oo < t < co} 为 独立 的 标准 Wiener WH. AM 
Dawson (1972) S[A/a, FX JERALA PRET) RN 
冠 ， 由 于 它们 在 纯 数 学 和 应 用 数学 的 许多 领域 里 频频 出 现 ， 它 们 
显得 非常 重要 . AA, 它们 在 随机 微分 方程 的 研究 中 继续 起 着 重要 
的 作用 (EA Dawson (1975), Ricciardi 和 Sacerdote (1979}, Walsh 
(1981), Antoniadis 和 Carmona (1987) 及 Ité (1984)). 它们 也 出 现 
在 构造 量子 场 理 论 {参见 Carmona (1977) 和 Gross (1977)) 、 无 穷 
粒子 系统 理论 (SM Holley 和 Strook (1978)) 以 及 无 穷 维 扩散 过 
程 等 【参见 It6 (1984), Kuo (1975), Piech {1975), Strook (1981) 和 
Schmuland (1988)) 的 研究 中 . 

Walsh (1981) 利用 随机 过 程 给 出 了 神经 反射 的 数 掌 模 型 并 研 
究 了 他 引入 的 过 程 的 许多 解析 和 性质， 其 中 一 个 有 趣 的 过 程 是 Y{.) 
的 坐标 分 量 过 程 的 无 穷 级 数 (独立 O-U 过 程 的 无 穷 级 数 ), 即 过 程 
X (y: | 


{X(t}; -oo <t < oo} = [5T elt) -0 <t< oo}, (2.1.23) 
k=] 
其 中 XO A YE) O-U op. 
Csáki, Csörgő, Lin 和 Révész (1991) 研究 了 过 程 X(C) 的 样本 
轨道 性 质 如 果 级 数 Oy /Ay WOR, MARERE t XC) 
. 55 . 


是 一 均值 为 零 、 方 差 为 学 > y 的 随机 变量 . 然而， 如果 仅仅 
有 这 一 假设 ， X(.) 还 不 一 定 是 RE as. 连续 的 Gausit F 
面 的 定理 给 出 关于 XC) 的 连续 性 的 结果 ， Y(.) 也 可 以 直接 当做 
IP 值 Gauss 过 程 来 研究 ， 我 们 将 在 下 一 章 讨论 


定理 2.1.8 it X(-) 如 (2.1.23) 所 示 ， 定义 


(X(t, n]; moo < t <n = 1,2,--+} 


= {32X00 < t < on = ,2.7}. (2.1.24) 
k=1 


BRET 6 > 0 有 


S = log(Ax V e)) Mt? a oO, (2.1.25) 
ko: .. a l 


k=] 


ME 1, X(tn) > X(t) 在 任何 有 限 区 间 上 对 于 + 一致 收 全 
即 ， 对 任意 的 <> 0, T > 0 和 几乎 所 有 的 WEN, FARK no = 
nole, T, w) RFR n> no 时 有 | 


sup |X(t,n,w} — X(t,w)| < £. (2.1.26) 
eis 


从 而 ， Gauss ig 42 X(t); -0 < t < of 以 概率 1 连续 . 


证 明 根据 Itd-Nisio 定理 (参见 Ledoux 和 Talagrand 1991 的 
定理 6.1), 为 证 (2.1.26), 只 要 证 明 当 nn -+ 00 时 | 7 


sup |X(t,m) — X(f)| = sup | È Xale) 
依 概率 趋 于 0. 从 而 只 要 证 明 对 任意 的 > 0 有 


lim P Sup | > XO > e} = 0. 


因此 ， 只 要 证 明 在 条 件 (2.1.25) 下 ， 对 任意 的 <>0 和 Ocal 
IE no = nole, n) 使 得 当 m > n> no BT, 


P Í sup | > mo|l>*| <n, 


Ls k=n+1 
令 
Xmn(t) = X(é,m)— X(t,n)= Y Xx, (2), 
k=r +l 


那么 ,对 每 个 m > n, 过 程 {Xm nlt) co < t < co} 为 平稳 的 零 均 
值 Gauss 过 程 满足 


EX nlt) = D Vici Aks 
k=n+1 


EXmalt)Xmn(s)= $ (yr/Ar)expl—àrlt — sl), 


k=n+t 


omn(h): = B(Xmnlt + h) — Xm n(t))? 


=2 $ (me /re) (1 - exp(—Axgh)) 


k=ntl 


MHA tsecRAMAD>ORW. ig 


Ky = {ki Ap < e"), Ko = {ki dy > ev/2). 


则 
a 一 Yh _ ae L/2 
j ( ` x, (l — exp(—Acke “ ))) du 
l k=n+1 f 
kek, 
ou 1/2 
<f ( > 3 a lorcet} du 
k=n+1 
oe f2 2 
[PÈ Beran ca( E 
l k=n+1 °"* k=nt1 Ak 


1/2 


f ( > ae 一 exp(—Axe~“”)}) du 


Tri 


s 人 ( Howser) de 
sf (Be M(H) ) a 


k=n-+]1 


| m 1/2 
< 20 +8)/25-1 ( > 1k (logt di) '*8) f 
k 


一 他 十 二 


从 而 


T Om nle " ‘) du < Cf 和 2 Jk (og ve)) mae 


k=n+I1 


由 定理 2.1.3 得 


E ne Xm nf < I< K{ > 2 Jk (log ve)) ™ = Atmny 
一 k=n+ 41% 

其 中 K 为 常数 ， 由 于 过 程 {TXmn(b; co <t < co} 是 平稳 的 ， 我 

们 有 


E sup [Xm nÐ < 2(T + DE sup |m nÐ] < AT + DKnm n. 
O<t<1 


jt (a7 
由 条 件 (2.1.25) 知 tan > 0 (n > 00). 从而， 对 充分 大 的 no, 当 
m >n > no 时 有 
P( sup [Xmn(t)| > e) < READ cn 
HIT E 


定理 2.1.8 iE, 


62.2 分数 Wiener 过 程 


从 这 一 节 开 始 ， 我 们 研究 Gauss 过 程 的 连续 模 与 大 增 量 的 极 
限 性 质 ， 我 们 首先 考察 一 个 简单 而 又 重要 的 Gauss 过 程 ， 即 分 数 
Wiener 过 程 ， 或 者 叫做 和 分数 Brown 运动 . 

BrA a (0 < ow < 1) 的 分 数 Wiener 过 程 (Zit E R) 是 
-TEE AAAS RISER Gauss J, WE Z0) = 0 
H e*t) = Ez*(t) = [ele (t e R) BR, Soa = 1/2 时， 
{Z(t);t E R} 为 标准 Wiener 过 程 ， 记 之 为 [Wte R}. BM 


{Z(t);t€ RJA 
şi z {lz — tr dW (E) tE R} Al 4} 4p, 


Bp K3 = fy (ja — tard? — ja|2o-10/2)" de, H a = 1/2 时 ， 
Ka {fe — tH TIN? — Ja[Co- 被 视 作 Kog 从 而 ， 这 样 一 个 
分 数 Wiener 过 程 {Z(t);t € R} 存在 且 可 以 写成 


Z(t) =| L fje — t2 _ jejd) awa), LER. 
Ls Ka 


分 数 Wiener 过 程 是 Wiener 过 程 直 接 而 简单 的 推广 ， 它 是 由 
Mandelbrot 和 Van Ness (1968) 引入 的 ， 至 今 它 在 计量 经 济 学 、 金 
融 统 计 和 管理 科学 中 有 着 重要 而 广泛 的 应 用 . 例如， 它 在 粮食 产 
量 超 势 预测 、 新 增 固定 资产 分 析 、 国民 收入 分 析 . 股票 收益 、 长 程 
相关 统计 及 a 指数 计算 、 分 数 阶 ARMA 模型 及 其 在 价格 指数 预 
测 的 应 用 等 等 领域 中 都 起 着 重要 的 作用 . 分 数 Wiener 过 程 保持 了 
Wiener 过 程 的 许多 性 质 ， 例 如 ， 连 续 性 (由 定理 2.1.3), KA 
稳 性 等 等 ， 愉 是 ， 除 非 它 本 身 是 一 个 Wiener WH, Ba = 1/2 的 


情形 ， 它 不 再 具有 独立 增 量 性 ， 在 这 一 节 ， 我 们 感 兴趣 的 是 它 的 
- 59 . 


连续 模 和 大 增 量 的 极限 性 质 ， 由 于 {20t < 0} 与 {Z(t} t > 0} 
同 分 布 ， 我 们 只 要 考察 12(b > 0} 即 可 . 
2.2.1 Z(O) 的 连续 模 

以 下 叙述 Lévy 形式 的 连续 模 ( 洪 圣 岩 1990). 


定理 2.2.2 我 们 有 
on IZE + h) ~ Z¢0) 
kadose- n {202 (R) log R71}1/2 
iZ(t +s) — Z(t}| 
ee == 8. (2.2.1 
ee abe hocetch {2a7(A) log h-1}4/2 L as. (2.2.1) 


iX Ff Payee ToS, RAEHAN, logs Aw logier v e). 


论证 定理 2.2.1 之 前 ， 我 们 要 证 明 一 个 引 理 . 首先 ， 我 们 引入 


S, MEREMERE (EE) KAS. 
EM 2.2.1 一 个 (a,8) 上 的 函数 f(z) 称 为 是 拟 增 ( 拟 降 ) 的 ， 


如 果 和 存在 正常 数 Co 使 得 
f(z) < Cofly)} Ya<r<y<b, 
(f(z) > Cof(y) Ya<r<y<b). 


定义 3.2.2 一 个 函数 f(z) 称 为 在 0 点 (无 穷 处 ) 以 正 指数 a 
正则 变化 ， 如 果 


lim f(@s)/ f(s) 一人 的 V@>O (lim Fsh f(s)=0° Ye >O). 


易 知 一 个 [0,1] (lo, co)) 上 的 函数 f(x) Æ 0 点 (无 穷 处 ) 以 指 
数 a 正则 变化 ， 则 f(s)/s*/? 3 [0,1] ([1,o0)) 上 的 拟 增 函数 


引 理 2.2.1 Bak {Xt > 0} 为 一 个 可 分 的 Gauss AL 
x 
E(X(t) — X(s))? < A(t — |), 
. eo - 


其 中 A(x) AIEE sk, EIIE o > 0 fe hy > 0, Afz)/x° 
在 (0, ho) EQS. Matte e> 0, 存在 正常 数 Ci, Co 使 得 对 
ily er> C 0<h<ho 和 工 > 上 成 主 

P1 sup sup j X(t’) — X(t) > zA(h)} < Cie /te). 


Cota ar iE 
(2.2.2) 


证 明 由 推论 1.1.1, 对 任意 的 = V1 + dhogp FU fE fT 
O< A<hp,t > 0 Rae 


Pt sup |X(t+s) — X(t) > y (A(A) 十 (2 十 /2) 
O<s<d 
[Gor 49) soe [eer 


HF p> 2 为 一 整数 . 
因 Alr r" Æ (0, Ao) EWO, MEFE co = 1 使 得 


Mit) <cpt®A(h), YOZi<10<h< ho. 


从 而 


2 


m- mih, A “ i 2 
Al —p " du < eoA(A) f Tu du € tol A). 


EMEX y > /1+4logp 有 
Sco 
Pi sup |X(t+ 8) — X()| > yA(A) (1+ af 


<Ë ox 
< 5P | e742 du. 


给 定 0 <5< ho, $ N = (200/8) e/h. EEB) ACA) < cols Alh) 
= £A(h), Xt y > VIF dlogp 我 们 有 


P { sup sup, X(t) — X (Ð z (1 + d}yA(h) (1 + — | 


ap log p 
PY sup ae (it) -xG 
z 只 的 人 3) re {ocr snl GW +) 
-x ($) Sn (r+ es) 
< {NT + 1) p? J el? du 
<s((F) +1) ge f eP du 


对 任意 给 定 的 s > 0, 现在 取 6 > 0 充分 小 和 p 充分 大 使 得 (14+ 4) 
(1+ ws) < Ji+e/2. x =y(1 toU + zirh M 


P} sup sup |X{t'})— X(t)| = rA(h)} 


QELE AT fetch 


< ot ev {2 du < Cpe ate) 


Vite 
Rha > ec, =: 2./1+ 4logp 成 立 ， 引 理 得 证 . 


现在 我 们 证 明定 理 2.2.1. 令 


An = sup sup |Z(t+s)— Z(t). 
Otc 1l-AOeoh 


由 引 理 2.2.1, 对 充分 小 的 hb 有 


Ah 
P i TaT tye = Bite} 
c 2(log h11 + €)? 
<É -ADET MITE ) < ch’. 
一 7 exp ( 2+¢ ch 


. 62. 


HY A> fe, hash =n". my 


k Ahn 一 i 
六 < 


n=l n=l 


由 Borel-Cantelli 引 理 得 


Ai 
lim sup ——_————_- < lore as. 
nse {20°(h,)log hat}? ~ 


当 hapi KAKA, A 
Ap Ap, 


lim su —— Z linsu 一 一 一 一 一 
nao, {20%(h) log RT}? T nao {207 (Ping a) log An PA 


Ah, Fihn) 


= msup go ath logh PA on) 全 a.s. 
从 而 / 
lim sup Toph Ge TTA <1 as. (2.2.3) 
下 面 我 们 证 明 
liminf sup Z(t + h) 2) > 1 as. (2.2.4) 


h=>0 o<eci—n {207(h) log h—1} 1/2 ~ 


Sree > OM d >0, + m ARRAY l> m moe 5 (41324 + 
(1-1) - 2Pe) < 62, 易 知 对 任何 1 关上 有 
p(2(**) - 2(™)) (2) -2(*)) 
= 5 (5) (Ql = kim + 1) + (ld klm — 1) = 2((0 = bln)*9) 


se 


EME = (Z(H) - 2B) oS), i = 0n [a] -L + 7, 
nm (i 二 0, [2] -1) 为 独立 的 零 均 值 正 态 变量 是 En? = 1- 82, 
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五 = 8. I} EE = E(n, +7)? = 1, BE é; < 6% = Elm trn +17), 
ix 7. 由 Slepian 引 理 (推论 1.2.1) 我 们 有 


Z(H) ~ z(e) 
Pa i {207(+ Jlog 2} 1/2 S i=} 


he tT 
<P aI = I 
SP {mn Gam Sit) 
<P {ott h <(1- 2e)(2log n)" | + P{r > e(2logn}/?} 
Imll 2] 
= Il P{ we ) < (1 — 2e)( rd 
t=O 


wane > 5 (2log n)¥/?}. 


HLS > 0 充分 小 使 得 ate <1 - Se Af > 2. 由 (1.1.1) 得 对 
充分 大 的 nn 有 


PN 1) < {1- 2) (Poesy 
S P Í NGO,D) < (1 ~ $2) (2log n)? 
一 -x 一 ( —) 

Al P {N(0,1) > $(2logn)'/?} < n. 我 们 得 


wag HEN = 208) <5 ae 
Py cit i<(2)-1 {2¢7(£) logn}? Si se) 


1 
sl EE) be(n) h 
因此 
2 国志) — 2) 
二 | {2a2(+) log n}1/2 Sil -| s% 


由 Borel-Cantelli 4 #29 


mint su Z(t + a) ZU) 
mice ocret-a (20%(2) log al? 


Z( P24) ~ 203) 、 
> A) EG) 一 as 
mn max *j-1 {202(+) logs}? 一 17 3 as. (22.5) 


MER hayi <h S hn, HP hn = fn, 我 们 得 
Z(+ h) - Z(t) 
ee n {207{h} logh}? 


(全 十 Er) 一 Z(t) 


> limit sup woos oe 
n> gerci- {207( 77) log(n + 1P 


{20° (+45 z) log(n + 1)}/2 


{20 (3 log n}i/? 
[Z(t + s) — Z(t) 


—hmsup sup sup -rra 
1 H 
n= Orai- ay Odeda {207(=) logn} 


其 中 ， 由 (2.2.3), 后 一 个 随机 变量 = oll), 由 (2.2.5), R — ABEN 
变量 > 1 3e as. 从 而 (2.2.4) 得 证 . 


2.2.2 Z) 的 增 量 有 多 大 ? 


在 定理 2.2.1 中 我 们 看 到 ， 当 疡 完 分 少时， 分 数 Wiener 过 程 
2) #11 PO RRA ATR ESA. TEER 
2.2.2 研究 当 了 一 oo 时， 分数 Wiener WHE [0,7] 中 以 ar AK 
度 的 子 区 间 上 的 增 量 有 和 多大， 其 中 ar AT Ree. 


定理 2.2.2 (Ortega 1984) 1% ar (O< ar ST) A THH 
满足 
(i) ar SER, 
Gi) TYfar 非 降 ， 
Ry 
_ limsup sup sup Sriz(t+s) ~— Z0 


Poa Oi 人 TA Of sclay 


= limsup @7|2(P+aer)- ZiT)}=1 as, (2.2.6) 
T= oo 
，65 . 


其 中 
r = {2o*(ar)(log T jar + log log Ty} Oe. 


若 还 有 
(ii) limr ;ollog T/ar)(log log T)™ = oo， 
则 


lim sup sup (r|Z(t+s) — Z(t) 
Po 9<2<T—ay Oster 


= lim sup A7|Z(tter)-—Z(T)=1 as. (2.2.7) 
T> 9<t<¢ Tar 
证 明 见 Ortega(1984) AKEJ., Pte (1992). 
还 有 另 一 类 增 量 ， 即 滞后 增 量 .Wiener 过 程 W(.) Hae 
量 是 由 Hanson 和 Russo (1983a, b) 引入 并 研究 的 ， 其 推广 的 绩 傈 
让 参看 Chen, Kong 和 Lin (1986). 下 述 定 理 是 关于 分 数 Wiener 
TE Z) 滞后 增 量 的 结果 . 


定理 2.2.3 ”我们 有 
lim sup _ Sup |2(T)} — 2(T — t}|/d(7, t) 
= ‘im sup sup sup \Z({s) — Z(s ~ t}|/d(T, t) 


Too O<cteTt<a 


=limsup sup sup Zs) — Z(T — s)|{d(7F,t} = las. (2.2.8) 
Toco Oci<cTo< 


其 中 d(T) = (20%(t)(logT/t + loglog t)}"? 


定理 2.2.3 由 陆 传 荣 (1986) ABE (1990) 得 到 ， 其 证 明 与 
Wiener 过 程 的 类 似 , 这 里 从 略 , 读者 可 参看 林 正 炎 和 陆 传 荣 (1992, 
p 10}. 


注 221 对 分 数 Wiener WH {2 的 ;t > 0}, 我 们 也 有 与 
Wiener 过 程 一 样 的 增 量 一 般 形 式 , EAE (1997) 证 明了 ; 设 1Z(#); 
t>0} 是 阶 为 at0<ea<J) 的 分 数 Wiener 过 程 ， ar, br, er 是 
“了 的 非 负 函数 ， 满 足 
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(ijarp+bp > T HJATA T, cr > T, 
(i) 疗 在 常数 A 使 得 对 任 一 了 >1 有 


bp 一 pbT-1 < Aar, ap + br < Alay. +br_y). 
HKA, 


lim sup supsup sup ltt + r) ~ 29] = 


- l a.s., 
Tso O<t0csocr<es At+sVer,s) 


lim sup S(ar + bp, ar)|Z (ar + br) 和 Z{by )| =1 a.5., 


其 中 B(M, m) = {207 (m)(log( M/m) + loglog M) 2. 进一步 ， 
者 对 任意 的 0<ce< lA 


> exp { 一 bn/ (af (lan + by }log(ay + bn) “) < 00, 
N=1 


fim, br fb = fim a fagry = 1 


那么 6) 
| Z(t +r) ~ Z(t) 
hm supsup sup 一 -一 一 一 一 -一 一 1 as., 
Poo oct dee ders dit 二 $Y er, s) 
im sup #(t+by,er)lZ(t+er)— 2{t)|=1 as. 
fon O<e<by 


2.2.3 Z0) 大 增 量 的 下 极限 性 质 


在 定理 2.2.2 中 ， 我 们 看 到 ， 当 条 件 {iii) 满足 时 ， ZO 在 
0,7] 中 长 度 为 ar 的 子 区 间 上 的 增 量 的 上 极限 与 其 对 应 的 下 极限 
相等 ， 但 是 ， 当 条 件 (iii) 不 满足 时 ， 上 极限 不 再 与 其 对 应 的 下 极 
限 相等 ， 那 么 下 极限 如 何 呢 ? 回 管 这 个 问题 的 下 述 一 般 性 结果 是 
由 Zhang (1996a) 得 到 的 , 


FEHB 2.2.4 Rar (O<ar<sT) AT HLM, 满足 条 件 (i)， 
(ii) to 
{iv} limri(T/ar)/ log log T = ov. 
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Ry 


lim inf YT) sup sup lë +s)}— Z(t)| 
= 


<t<T—ar O<s< 


= lim f(T) sup “(ale +er)-—Z(t}|=1 as. (2.2.9) 
Too O<i<T-—ar 


其 中 (T) = {207(ar)(log T/ar — log log log T}}~*/?. 
EA G) DPR 
(iv’) lim; ..(T /ar)/log log T = 0, 
WERAS ARM a 的 常数 cl = cla), c2 = e(a) RF 


& < liminf y (P) < Sup sup IZit+s)—Z(t}} ce a.s. 
Poo £T -ar Of es 
(2.2.10) 
其 中 
f — m 
¥ (2) = {or log (1 t TT) 


由 定理 2.2.4, 我 们 可 以 得 到 下 面 两 个 简单 的 推论 . 


推论 2.2.1 har O<ar ST) AT HRRAARE (i), 
_ (ii) Fo / 
(v) limr yw (log(T/ar))/ log loglogT = oo. 
对 


Wminf (7) sup sup |Z(t+s) — Z(¢t)| 
<t<.T-—ar O<a*iar 


= lim inf y3(7") | sup |Z(t+ar)— Z(t)| =1 as. (2.2.11) 
tT —eay 


HP (T) = {20 (ar)log(T/ar)} 2, 


推论 2.2.2 oar (0 < ar <T)T 的 函数 满足 条 件 (i), (ii) 
和 

(iii) = Lim y-_,,. {log(T/ar))/ log log T =r. 
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liminf Br sup sup [Z(t +s) — Z(2)] 


Qtr Of star 


lim inf Z(t + ar) - 2(¢)| = (—~) 
= IF Mi SU tt 一 一 
To Octet ay r r+i 
(2.2.12) 


RPS r=, SL 

注 2.2.2 推论 2.2.1 首先 是 由 Csáki fe Révész (1979) 对 
Wiener 过 程 得 到 的 .推论 2.2.2 BHR (1990) HF]. He 
2.2.4， 我 们 看 到 {Z(t)} AT FIRMA (T/ar)/loglogT 的 
极限 不 同 而 和 不同， 但 是 ， 定理 2.2.2 告诉 我 们 ， 它 对 应 的 上 板 限 
是 一 致 的 . 

为 证 定理 2.2.4, ERS. 在 本 节 的 余下 部 分 中 ， 
Co 表示 只 依赖 于 a HRM, HAE RANMA aL ial. 

首先 , 假设 {X(t € T} 为 一 个 零 均 值 Gauss TH, x(t) > 0 
AT EAS. 如果 存 在 一 个 Gauss 过 程 {Ute Te} 和 
ze ERS u(t) > 0, 其 中 T. 为 可 数 集 ， 使 得 

(> {ae Ca sth e 


tieT (É ef. u(t) 
则 由 Kahatri-Sidék 不 等 式 (定理 1.2.4) 得 


P { sup ZO Al she TS < 1} = px. 


ET zt ) tet. 


如 果 这 样 的 {U(t € To} 和 ul) 存在 ， 并 且 进 一 步 假设 对 每 个 
tE T., U(t) 为 某 个 Sl) Al Sm) Sl Bm E T) 的 线性 组 
会, WER px 称 为 Psupser ZOL < 1) 的 一 个 KS 下 界 (KSLB)， 


记 作 
P {sup Xs i} > px. 


ieT x(t). 


: Oo . 


另外 ， 如 果 {Y(s);5 € S} 为 另 一 个 零 均 值 Gauss wtf, y(s) > 0 
为 S 上 的 实 值 函数 ， 则 不 等 式 
| |X (E) RAOIR 

P {sup ; < TE P {sup ) <1] 


teT x(t nes ys) 


意味 看 P {supses oe < 1} 的 一 个 KS FAH py 也 是 P {super 
RHA <1} 的 一 个 KS FR. OS 
下 述 引 理 是 Khatri-Sidék 不 等 式 (定理 1.2.4’) 的 直接 推论 . 


引 理 2.2.2 iT, i= 1,2,…, 为 参数 集 ，{Yi();t E Tai = 
1,2,…] 为 联合 零 均值 Gauss 过 程 ， 假 设 


At KS 
P { sup BAU] < i} > p i=1,2,--- 
tET; rilt 


到 (站 | KS -> 
P fsa sup ZOI < 1} > 
P tET; x(t) H r- 


7=1 


其 中 x(t) > 0,tET;,, 7=1,2,-- 


下 述 引 理 是 Révész (1982) 的 引 理 2.3 的 一 个 类 比 . 但 Révész 
的 证 明 似 乎 有 误 ， 因 为 其 引 理 2.3 的 下 界 不 能 像 证 明 其 引 理 2.2 那 
样 由 Slepian 引 理 得 到 |. 


引 理 2.2.3 BR (T(t); -o < t < co} 为 一 个 几乎 处 处 连续 
HF Hib Gauss 过 程 . 假设 存在 一 个 [0, co) 上 的 非 降 的 于 数 u(A) 
使 得 
ETCt+R) -THEN <u lh) VW>0,h>0. 


MIT z > 0.68, T>0,a>0fek >i A 


- T0 : 


PÍ sup sup [Pl +8) -P| < (ula) + ula, k) + ufa k 


GLAT Pasin 


> exp (- zG +1)2?42-! exp ( 7 5 ) 
其 中 ula, k) = u(=) + 25> uaz), 
j=0 


ck 
u*(a,k) = 250 y jula? °T?) 
z= 


证 明 对 任意 的 正 数 t 和 正 整数 R=, ty = at]. 
则 我 们 有 
[Tt + s) — P(e) 
<|T((t + s)e) — P(te)| + We + s) — T(E + + IPC) 一 工作 人 


<|P((t Ja) — Pte) + A IEE + sheti) — TUE + sata) 
=0 


+ > IP(te+ ji} — Pléety)]. 
=0 


显然 有 
sup sup (t +s) —t,| Sa, 
GELT O< sa{1—-1/ R} 
sup sup (t+ ak — (£ ta(l —1/R)),| £ 2a2~*, 


OLET a(1—1/A}<aca 


sup sup | 十 3)k+ jil 一 (t + 3SjRAHil < a274i Tl 
oat T 0s<aca 
sup sup [P((t+s)x) —T(¢x)| 
GL1nT Oise 
< sup sup P(t + en) — Pte 
O<t<T O<s<a(1—1/R) 
+ sup sup T(t + se) -T(t + afl — 1/R) ad 


Dt af(1—-1/R}<sca 


. FL - 


Card{T{((t+ s)}- T(t): O< t <7, 
O0<s<a(t—1/R)} < 2R?( = + 1), 

Card{T'((é + s}x) — T(t +atl— 1/R)): Ot <7, 
a(1— 1/R) < s <a} <2R(— +1), 

Card{T((t + sheip) — T(t+ srrs): OS EST, OS s <a} 
< tiri + 1}, 


au? 
Card{T (thy ja1)—P(terjar): OS t ST} < 24497 (— 4+ 1). 


由 引 理 2.2.2, 我 们 有 


J =P{ sup sup |P(t+s) —P(t)| < rula) + rul2a/R) 
OLET O<s<a 


+ ` 22; u(a2-*-9-1) } 
7=0 


KS 
>PÍ sup sup [I'((¢ + ak) —T(te)| < zu(a)} 
O<t<T O<s<a{1-1/R) 


， pt sup sup I(t + ei) - T+ all — 1/F))x)| 


Ont. T a(1—-1/K)Lena 


< cu(2e/ R)} ‘||? { jue suP IT (Ct + s)e4541) 
j=0 


三 


-T{{t + s)e+y)| < zju(a2-*-3-*) b 


= m, 
' II Pt sup [P(te+341) — P(tsa;)| S zyu(a2-*-I-1) | 
5g | OStST 


> (PED y(r) pE Toa” (+ 
j=0 
T+ = 
j=0 
. 79. 


(w(x) P FRSA Tv) s+ 


7=0 
其 中 p(x) = Ee fle Pat > 1/2 (zx 2 0.68). 因为 当 0 <y < 1/2 
时 ， (L—y)e™ > 1, Xf x > 0.68 我 们 有 


pla) > exp(—2(1 - (x) > expl- -=e 
取 pay = 50° +j, 则 


J exp (— (Farr? +E) (> +1)z -le- 专 


+ ae +1) Date #~)) 


> ep(-- 志 (5 十 Late? (2R? +2R + nye) 
- exp(-——(~ + 1)21e-#*/? (2R + 2R + RZ) 
sep( geet tat (E n3)) 
注意 到 
xu(2a/R) +2 Drie2 +) 
< a(u(2a/R) +2 5^ u(a2-#-F-4)) 93 v ju(a2—*-F77) 


了 ?一 人 =0 
= gufa, k) +u’ (a, k}, 


引 理 得 证 . 
引 理 2.2.4 7 {F(t);—0o < t < oof, ufh) 如 引 理 2.2.3 所 


T, RAY a > 0, ule)/e° HE. MAAR T a 的 常数 
. 73. 


Ca > 0, 以 > 1 Rata r >d 有 


P{ sup sup |[(t-+s)—[(t)| < vu(h}} 


Of) Onasch 


> exp(—ca(T + I)at/*te-#*/2), 


WEAR HF ul) HB, FETE co > 0 使 得 
u(ht}) < ceoth) VO<t<1,A > 0. 
从 而 


u(h, k) < cou(h) ( (sz) +2 > 2 
j=0 


jlta 
_ -wk i oa 
= cou(h}2 (2 + Ja] } 


u*(h,k) < 2( > vjetit) cou(h) 
j=0 


< 2cou(h)2 7 (2a log 2) -3/2, 


令 Ka = co(2° + 25) + 2co(2alog2)-3/2, 则 对 任何 > 二 1 有 


P{ sup sup [P(¢+s)—L(t)| < eu(h)(1+2-*Ka)} 


DET DEASh 


> exp 


(了 Ti +) 8), 


id y = a(l + 2-**K,), J 


J =P{ sup sup |[(¢+s)—T(t}| < yu(h)} 
O<tST OS ssh 


KS 76 T 一 】 —y" /2 2k —ak 
> exp(-T— (5 +1) ev /222k(] 4 2-okK, ) 


22- 2°, + 2 ) 


-exp(y (1 + 2-°*K.) 


76 O/T _ _ 
> exp (l + 1)y ‘ey /222*(] + Ka)exp(3Ka2 ty) : 
. 74. 


ME, My > 1l+A,, Ra eR 


ok < yar“ ra T Qh 


则 
2h exp(3K22 ory?) < dy*/* exp(3K2). 
从 而 
4x7 
J> exp(— = (= + L)yt/omte 0201 + Ka}exp(3K2)). 


引 理 2.2.4 得 证 . 


引 理 2.2.5 Gk {Z(t);t > 0} 为 一 个 阶 为 al0 < a < 1/2) 
的 分 数 Wiener 过 程 ， 则 对 任意 的 6 > 0 RA u = ule) > O, 
To = Tole) > 0 #4FIHEf u > uo Fe T > To KIA 


Pt soup (ett + 1)— Z(t)) < u} 


“ae I tfa-1,-v?/2 
< exp ( (1 — a) Hag Tag € } 
其 中 Ho, = UMT a5 E | (supo- -7 Y(t) ei s}ds, {Y(t}; 0 < 
t< oo} 为 一 非 平 稳 Gauss 过 程 HA Y(O} = Oas., EY(t) = 


—|#?*, Cov(Y (t1), ¥(t2)) = [ta PA + ltal?" — |ti ~ t2|?*. 


WEAR 对 任何 整数 上 < 了 我们 有 


sup (Z(t+1)— Z(t)}) > max sup (Z(t +1) -— Z(t} 
DEET OSt8! (heist 41i(k+1) 
> max sup (Z(t +1) — Z(t)), 


O OSS epi pceci(atl) +e 


E l=max{z,G@+1)(A+1})-1< T}. 注意 到 a 之 1/2,  Slepian 
7 .75 . 


引 悍 我 们 有 
P{ sup (Z(t + 1) ~ Z(0)) < u} 
< P| max ance” (¢+1)—Z(¢t)) < u} 
< (P{ Sup (ZE + 1) — Z(t)) < wy 
由 定理 1.1.2, 得 


in P{supoceca(Z(t + 1) —- Z(t) > 2} _ 


foo 


Haa- 
gl/a—le-z?/2 
2 


从 而 


P{ sup (Z(t +1)- Z(t) <u}. 
it a 


< (1 (1 roA 


7 20 


kul/o le /2) EHI 


kil + Ha 1a ,2 
< exp(-01 + o(1)) te eu le (2) 


T 
< exp(~(1 — e) Hza ule te WP \ WT > Tole),u > vole)), 


引 理 2.2.5 证 毕 ， 


2.2.6 i {Z(t)t > 0} 为 阶 为 a 的 分 数 Wiener 过 程 


Hl/2<a<l. 则 对 和 任何 $55>0, FA co = ela, d) > 0, 使 得 对 充 
BRAT, k (k <T) Ftit u> 0 Å 


| P| sup |Z(t+1) — Z(t)| < u} 
O<t<T 


a exp(~ca5— exp ( 一 Gyo). 


2 
. 7. 


MERA it Y(t) =Z +1) — Z(t), w 


EY (t+ hY (t) = B(Z(t+A+1)—Z(tt+h)(Zt4+ 1) - Ze) 
= (lA + 12% + [h — 1]? — 2?) =: p(h). 


易 知 eh) Æ (0,00) EFREM, 在 [1L 20) FAC eas, H. (0) = 1, 
pih) = h? (h > 0). 
Xk > 1 (FEA), 令 t; = tk, i = 0,1,2,---, Y(t} = 0, 


aij = EY (ti) - YG) -Y ja), bjo 
则 


diz = 2p( — jk) — elli- j + 1k) - e(lt-g—Uk), 2.7 > 1; 

au = 2(1- p(k), @€21, aoo = 1; 

aio = ag, = plik) — pili — 1)k), +> 1. 
Mi, 424721, /@-3) 220, H elh) £ (1,00) 的 凸 性 ， 我 们 有 
aij <0; 当 宙 7 1 此 一 站 = 1 时， 因为 pt(h) 3 0 (k oo), 我们 
对 元 分 大 的 天 有 ay = 2Ze(k) 一 p28) 一 1 之 0; 当 i>1 时， 由 elh) 
WEIHE, ATA an < 0. 

FARE n> 2 FT 1 <icn, > 


n ri 

SP = S Jti; | = y 一 Sais. 
j=0 j=0 
jet 

则 对 i 之 1 有 


SP =2(1 ~ p(k) — E((¥ ti) — Y(t 1)Y (te) 
=2(1 — p(k)) — p(n 一 站 有 十 PR — i + DE) < 2(1 — p{k)) 
Chis; 
5; =1 - p(k) = gtii 
， mr ， 


i= 0 F, 


So = > leoil = DAA ~ 1)k) — p(gk)) = 1 — p(nk) < 1 = aw: 


TE eB) A= (a4; ) 为 (¥ (to) - -Y (T—1), -Y (tn )- Y (tn_1)) H] 
协 方差 矩阵 ， 与 推论 1.2.6 的 证 明 类 似 ， 我 们 有 


P{ s sup [Y(t)| < u} = P{ s sup [Y (t) 一 了 (| <u} 
DE o- a E E. -2*/24, 
“Ty? [a 

® Jo 


i=1 


hoi 
se 全 过 ie pa )) 


二 — m + F} 一 T 
2a ie 
从 而 
Ps sup (Z(t+1)—Z(t)< ub <P Y(t < 
A (+1) -Zol <u} < (eap | ( Nu) 


Jl— pk) T 2 
< ep(- -Ae Telo) 


因此 引 理 2.2.6 得 证 . 
5| 理 2.2.7 È co > 0 RBH Ore 1T>o Re 


PL sup sup [Z(¢+s) — Z(t}| < 2° } <exp(-ca—). 
OLET 0<9<1 T 
， 7R. 


BO<a<1/2 KH, 可 选取 Ca = — log ġ(1) < 0.18; 4 1/2<a< 1 
时 ， 可 选取 ca = —5 log d(1/v1 — 411). 


WAR OS £: = Z{(i + lx) — Zw), m = fa: — -1 M 


P| sup sup {Z(#+s)— Z(t)| < ze | 
0.1. Pf Oss 1 


< 了 | sup sup |\Z(iz + 3) — Z(iz)| < r“ } 


Di Pfr Ones 


sup [Z((i + lx) — Z(iz)| < e°} 


< Pt 
TESE Taif ir 


< 了 | sup é <a" }. 


Oca Dx 
当 0 < a < 1/2 时 ， RANA Est; < 0,7 Aj. 由 Slepian 引 理 (HE 
论 1.2.1) 得 


Pt sup sup |X({t+s)— X(t}| < z”) 
DHT OZEL 


< (6(1))"/* = exp (= log $(1)) 
41/2 <a <1 时 ， 我 们 有 By? = (4 - 4°)", 
Enin =5 (429 — il — 1)? + 42l = il + 1)? — (214 - | - 2) 
- 21; — il + 2)?* — 6(2]j — #7} <0 
对 j AT 成 立 ， 从 而 由 Slepian 引 理 得 
PÍ sup sup |Z + s)- Z(0)l < ze 


Ont Ocal 


<P{ sup lol<2z <P{ sup ni < 20%} 
Ocicat Sick Z 


= (o( Ss ) “= exp(5 log ¢(———=5) =). 


引 理 2.2.7 得 证 ， 
。 rt 。 


令 I, 一 en (p > 1), dn = ne”, An = (S, 2), 
Yp (t) = f L fje tD _ he f(20-1)/2, gw (x). (2.2.13) 
[slg4n fa 


下 述 引 理 给 出 了 如 (9 AZRA. 


引 理 2.2.8 证 0<a<ly>0p> 1 WKHARRAT 
a,y,p 的 常数 ce (0,00) HBR n> 2,0<t<n/2QFe0<h <1 
一 致 地 有 ， 


otit, h) = B(Y,(¢ +h) YEY < ch flogh tn’, 
HYP § = min((2 — 2a), (p — 1)/2, y(p — 1)/2). 
证 明 BO<a<la#~1/2,4 


l — | — 
P) = sally 12 -012 — ly + 1/2/2%-0/3)2, -co < y < oo 


划 Ír f” (y)dy =1 HÆ [0,c0) 上 有 fy) 1/ K2. 交换 积分 变量 
得 
On (tyh) =R" f f’ (y)dy. 
[y+t/h+1i/ 2 Anh 
E ly t+t/h+1/2| ¢ An/h 得 
ly t+ t/h + 1/2|-> nfh Bk ly + t/h + 1/2] < c=! 


Fi 


fh. 
当 ly +t/h+1/2| > n/h ht, ER O < t< on 我 们 有 

y + 1/2 > n/{(2h) 或 y+ 1/2 < —n/h. 
从 而 对 n>2 有 


_ T x 
f f2(y)dy < / fPly)dy + f Py)dy 
lett /f/At+ i /2)onfh n/(2h) nf(4h) 


<2 | FP(y)dy < ¢ J yr dy < ch ?en 2-20) | 
nf (4h) n/(4h) 


. R0. 


现 设 1 
n=] fh. 
in 


ly + t/h + 1/2| < 


因为 fly) < 1K, 我 们 有 


—1/24{ at —t)/h do. 
f , f (y)dy < 2 / (AKG). 
-1/2~(2g22 44)/h r 


从 而 对 n> 2, 有 


da- 
2 Qa fp 2-2a,, —(2~2er)} nal 
oft, hy ca (ch n +2 RRI) 


i 


MRL Sheet, WA 
a7 (t,k) < ch®*(log hP ((log h71) -hn 20 


-aza (n — Le? 
十 en? ve ( ue ) 
< ch?* (log h1} (n 2a) + n(2-2a)) 


< ch?" (logh H nT 24), 


meock<e "WA 


nip- 1/2} \-7 


o2(t,h) < h?* < eh (logh!) (loge 


= ch {log h!) n TTP 


如 果 o = 1/2, 注意 到 此 时 积分 核 为 ogle) MEET A > 0Min > 2 


有 ， 
0, 若 t > a, 
a7(t,h) = me -4 FO<t< ie <tth, 
h, 着 0 < t<t+h< a 
<ha Seok 


. £1 o 


从 而 当 h< dn-i/Th 时 ， 


o2(t,h) < h < h(logh™tyY (og An ) 


n=l 


< ch(log h1) nI P-12, 


4 h > dn-1/Tn 时 , 则 对 0 < y < 1A hllg hY > f (log 2Y, 
因此 


dn—i —1 Ln -Y 
< Y 一 ” 
E= < hllogh™!) (log i) 


a2 (i, h) < 


< chi(log hl) nre- 1/2. 


My > 1 RIIA A(logh-)7 > hlogh! > Ging, 所 以 


) 


dn- T, 
2 < m-l —ly7 fi 
galt A) < TE < Alog h!) (Jog 7 


< ch(log h!) In PIN? 


因此 , 在 任何 情形 下 都 奔 在 一 个 只 依赖 于 a, y p 的 常数 Ce (0, 00) 
GH n> 2,0<t<nf2 和 0<h<1 一致 地 有 


aalt, h) < Ch’*(log h i n? 
其 中 4 如 题 设 所 示 . 


定理 2.2.4 的 证 明 
证 骨 分 四 步 进 行 ， 
第 一 步 ”假设 条 件 (iv) 满足 ， 则 


liminf y(T) sup sup [2Z{t+s)— Z{t)|< 1 as. (2.2.14) 
Poo 0<¢<T a7 O<acar 


WEAR 如 果 


lim sup{log(T/ar})/(log log log T) = on, (2.2.15) 
+30 
: 82 >- 


则 存在 {Tv} BETS 


Jim (log(T x {ary ))/ {log log log Ty) = o0. (2.2.16} 
由 引 理 2.2.4 得 
t/2 
P { (207(ary )log 二 IN =) sup sup 


Volts 一 下 村 DESAT y 


[Z(t +8) — Z > (+ e)™2} 


<1- exp(- -e 2 (21g Ju) exp (= (1 + e)log Z2 )) 


< ca ( log ay (By +0 (N > oo). 
从 而 
lim | inf (20? (ary ) log 一 iN —) ve 


sup sup |Z(t+s)—Z{é}| <1 as., 
OctaT wh -aT DESET y 
由 此 和 (2.2.16) 即 得 证 (2.2.14). 
现 设 


limsup(log(T/ar }}/(log log log T) < œ. 
tooo 
ABA FEE HE ro > 0 TER 
Tiar < (loglogT)”*. (2.2.17) 


令 Zn, dns Yn (t)} (7 = 1,2,-- ‘) 如 引 理 2.2.8 所 示 . 对 性 他 E > Q, 
由 引 理 2.2.4 WMR iv), 对 充分 大 的 有 


Ont Tha —aT,, he 


"1 sup sup [Z(t-+8) — Z(t)| < (+ ey-1T,) 


4/a—-1 
T aA l +E) (2log ar oeer) z 
Beef eaz Te ——(loglog Ta)! +) 


>n 33, (2.2.18) 
. 83. 


& 
Xn(t) = | so lle — 2-9/2 ~ [al ,aW (a), 
jxzlE(d,, - li da} 


%,(t) = =f oa a g lle dD — (afed (x), 
(2.2.19) 
则 {Aath n=1,2,---, 相互 独立 ， Z(t) = X(t) + X,(t), B 
{X,(¢+ 8) —X,(t)}0<t<T,-ar,0<s < ar, } 
= {Te (Y(t + s) — ¥a(t)); OLESIA O<s< Th 


从 而 由 引 理 2.2.8, 引 理 2.2.4 和 (2.2.17), 对 充分 大 的 n 成 立 


Jn =r Í sup sup Batto- Ezeri) 


由 过 [全 了 一 在 了 Oates, 


=P | sup sup [Ynlt + 8} ~ Y(t) 


ostal- Fa oessa TF 
a 2 log i 1/ 
> ((F*)" (tos =) Yrs) en oe mT) 
Tn (log Tajar)? 


log aT, log log a teeta ) 


<c 各 exp (- <a Cae 
ar. "~ (log Tajar, Y 


lo g aTa ioe log Thn *) 
oF (ro log log log Ta)? 
站 


<eallog log 了 ro exp (- ca 


ro n 
<Callog n)™ exp (- Cee Toslog ny?) ， (2.2.20) 
因此 
$ Jn < 00. (2.2.21) 


n=l 


由 Borel-Cantelli 3] #79 


üm sup y(Th) sup sup |X,(t+s)— Žale a.s. 
hoo DEt Ta — aTa O<ster, 
(2.2.22) 


_ 4. 


由 (2.2.18) 和 (2.2.21) 得 
l Pi sup sup |X,(t+s}- Xn{t)| 


站 全 上 了 nm aTn VESSAT 


< (hte)? +e) (Ta) | 


> P | sup sup zr) ZOS (ro 


Dt 一 


— p] sup sup |Xn(t + 8) — Xn(t)| > on] 


O<t<T,—or, OSsSer,, 


ens — Jn. (2.2.23) 


注意 到 (X,(t)}, n= 1,2,---, 独立 ， 由 (2.2.21), (2.2.23) 和 Borel- 
Cantelli 引 理 得 
lim inf ~y{ 7,) sup sup |Xnlt+ 8) — Xn(t)| 
RO DT aTa O<stay, 
< (1+8) +e as. (2.2.24) 
综合 {2.2.20} 和 (2.2.24) 得 证 (2.2.14). 
第 二 步 igs (i), Gi) 和 (iv we. M 


lim inf y( T} sup |Z(t+ap)— Zit) > 1 as. (2.2.25) 


0<f'<T -ar 
WEAR 如 果 0 < 三 a < 1/2, S| 2.2.5 (其 中 := 1/2) 对 充分 
AH TA 
pd sup [Z{t+ ap) — Z(t)| < ca), 
O<t< Taz 


| I T T 1/a—l ar log log T 
< — — Hy, — Í 2 log ———_—_ 一 一 二 一 一 一 
一 exp( 2 ary 2R ( °6 ar log log r) T ) 
< (log T)~*. (2.2.26) 
令 Ty, = hve (k = 1,2,---}. 由 Borel-Cantelli 引 理 得 
lim infy(%%) sup |Zít+an}—- Z(t) > 1 as. (2.2.27) 
— OM 


OctaT, aT, 
+ 5 n 


对 Tk S T < Tha, 我 们 有 


Y(T) sup |Z2(t+ ar) — Z(t)| 
0<éi<T-—ar 


k+l yr" 
一 一 一 一 su Z{t+ar,} — Z) 
an., log log Ty octet an, |Z{ w} — Z(E) 


— sup sup |Z(t+ s}— z(e)i) 


Of, ay, O<s SOT, 4) — aTh 


=:Auy(Ti)I(Te) - Ja(Th), (2.2.28) 


> (2032 log 


Th+1 


其 中 


en. )° (lea((Te/an)/ oglog Ts) y1 


Ar. = 
s ( log((Zi41/ar,., df log log Th) 


OT, 13 


YER EY k/k > 1 (k > 00), RAG anlan, 4 1 {k > oo). 
从 而 | 


Ay 1 (k 4 00). | (2.2.29) 


男 一 方面 ， 由 定理 2.2.2 得 


limsup sup sup PT Z+- Zj <1 as. 
kKoon Of T, aT, dacan ry 一 生字 
(2.2.30) 
其 中 
S(T.) 


Tk + 他 了 x+ 


-172 
+ log log(Tk + ar,,1))) 
QT — IT, 


一 (2(cr — aT, yee ( log 


易 证 


aT,4, — GT, < Tht (1 _ Ee /Te41) < OaT,,, [RMS 


由 此 得 


= Deel -i 
Ë (Th) (203 ar, ， lo oS oy cele TL) 
k+l 
2T) aT 
< (atn) 2a 108 3m, glog Tr + log sr az, +2108 log(274)} 
T 
OT 44 log aT ha coe T, 
Tki “Tk pe i OT eI 
< ch?!3 Jog k + ¢——— +t! Te sti TE yo (k 一 oo). 
log aT; log log Th 
从 而 我 们 有 
lim sup J (Ik) =O as. (2.2.31) 
ko 


综合 (2.2.27) 一 {2.2.31) 得 证 (2.2.25). 
当 1/2 < a <1 时 , 用 引 理 2.2.6 代替 引 理 2.2.5 日 12.2.26) 中 
yD 用 Ga-ee HT) RE, AXI. 
FIF RAE (i), Gi) 和 Gv’) 满足 ， 则 对 其 个 c。> 0 我 
A 
liminf y (T) sup sup |Z{t+s})—-— Z| > ca a.s. (2.2.32) 
Ps O<t<T az astar 
证 明 由 条 件 iv’) 知 yT) igr) > 1 (T > 00). 由 引 理 
2.2.7 对 充分 大 的 工 有 


p | (PERET). sup sup 2(t+ 9) — ZO < a} 


T 0<t<T-ap 0<a<aT - 
1 ar log log T 


Ss Ca) = (og TyF. 


< exp (~ 


A Te = kYF (k= 1,2,---), 由 Borel-Cantelli 引 理 得 


， log log Ty, \ 2 
lim int (EDE) sup Sup [Z(t 十 S) — Z(t}! = (=) + 
一 2 T DLEE k- ar, Esar, “ 


(2.2.33) 
. 8&7. 


此 外 


(Ta) ee 
— 2( -2 — üT; j” (Tu log log Tk ) {log Le + Typi 


OT, k+l dT — Th 


+ log log(T, + ar,,,)} 


OTe 41 全) (Stats i ( 2i k+1 


< 2( 一 At 
了 二 1 QT Ll log log Ti 


aT; 
+ log ———=— + 2 log loge (27, 
6 oan g log( w) } 
< ek t (log kt! + ek? log k 0 (k >00), 


其 中 用 到 了 条 件 Gv), 其 余 证 明 与 (2.2.25) 的 类 似 . 
第 四 步 BER (iv) 满足 ， 则 对 某 个 > 0 有 


liminf y {T} sup sup |Z(é+s)— Z(t)] < ca a.s. (2.2.34) 
Too O<t<T—az OSs ar 


CTL 


WERA 由 Chung 型 重 对 数 律 (MEM 4.2.2) 和 下 述 不 等 式 则 
有 


liminfy (T) sup sup |Z(t+ 3s} — Z{t)| 


Poo O<t<T ay O<s<ar 


. 。， floglogT e 
na 一 一 一 一 一 。 
< 2min (575) p, ZO 


注 2.2.3 定理 2.2.4 中 的 条 件 (i) 和 (ii) 可 以 去 掉 ， 但 证 明 更 


加 复杂 (参见 Zhang 1997b). 
TE 2.2.4 Zhang (1997a) 还 讨论 了 Z(-) 的 Hanson-Russo 型 


增 量 的 下 极限 性 质 . 
2.2.4 ”更 一 般 的 Gauss 过 程 
te {P(t}; ¢ > 0} ASH Gauss 0H, A 
o*(h) = E(t + h) —T(t))?, 


其 中 o(s) ASEM. MAMA, > Gauss 过 程 有 与 分 
数 Wiener 过 程 类 似 的 连续 模 和 大 增 量 性 质 . 


定理 2.2.5 i ol-) 在 0 点 以 指数 a> 0 正则 变化 . 假设 对 
$ ho > OF 


Ed —P(e))(T(b) —TPfa}) <0 YOsa< bse cd < ho, 
(2.2.35) 
则 
Ti+ s) — T(t) 
no ocech {207(h) log k71}? 


| T(t +h) rt 
M =] 5, 2.2.30b 
HS, T2020) ogn ipa T) aS 2.900) 


= 1 a.s.[(2.2,30a} 


注 2.2.5 ”由 (2.1.22) 定义 的 独立 O-U 过 程 的 无 穷 级 数 XC} 
满足 (2.2.35). 

注 2.2.6 若 对 某 个 a > 0, o(s)/s* A (0, 1) 上 的 氢 增 函数 且 
(2.2.35) 满足 ， 则 (2.2.36) 仍 成 立 ( 见 定 理 3.3.3). 


定理 2.2.6 设 of-) 在 无 穷 处 以 一 个 正 指数 a 正则 变化 R 
设 
ETid — Tie} (TS) Flaa) <0 VO<cacbcecd< om. 
(2.2.37) 
it ar (0 <ar ST) 为 下 的 函数 ， 满 足 定理 222 中 的 条 件 (i) 和 
(ii). M 
lirn sup sup sup @7|(f{t+s)—T(t)| 


和 
= lim sup rI {T +ar}— Tut})=1 as. 
Doe: 


. RO. 


—Y, BRIE 2.2.2 中 的 条 件 (id) 满 是 ， 则 


lim sup sup 67{F(t+ s) - TO) 


P+ petar O<s<ap 


= hm sup @r[[(t+ar)—-Tijj=1 as. 
T+ 和 ET 


定理 2.2.5 和 2.2.6 的 证 明 分 别 与 定理 2.2.1 和 2.2.2 中 的 a < 
1/2 HEXEL 
对 于 下 极限 ， 我 们 也 有 一 个 类 似 于 定理 2.2.4 的 结果 ， 


定理 2.2.7 Gk (2.2.37) RA, E ol) 在 无 穷 处 以 一 个 正 指 
数 正 则 变化 far Oar 万} 为 T khit, 满足 定理 2.2.4 中 
BY 4 (3), (ii) 和 (iv). 出 


liminf sup sup WEEE + 8) - — F(t) 


P00 Octo Pap ocase 


= lim inf sup uD) (Tit +ar)- T (t}) 


Poo Oct<T- : | 
=I as. (2.2.38) 


注 2.2.7 值得 指出 的 是 ， (2.2.38) 是 关于 增 量 的 单 边 值 的 结 
Ae, 我 们 不 ` 知 间 单 边 值 用 绝对 值 代 赫 后 ， (2.2.38) 是 否 仍 然 成 立 . 


WER 我 们 首先 证 明 
liminf sup sup TYEE + 8) ~ ~F(t}) <1 as. (2.2.39) 


P3090 OSt<T -ar Glata 
者 (2.2.15) 满足 ， 则 (2.2.39) 的 证 明 与 (2.2.14) 的 类 似 、 若 (2.2.17) 
满足 ， 我 们 令 T = e™ (p> 2), 


A, = { Sup sup _W(t+s)-T)) < (14e) TR )}. 
Tn att, or, QES . 


则 Fn—1/Tn > O {n — 00), (2.2.18) 类 似 对 充分 大 的 nn 我 们 有 


P(A,,) > n?e., 
. 9- 


从 而 °°, P(An) = cc. 另 一 方面 ， 由 Slepian 5182, JA (2.2.37) 
可 得 
P(AsAn) < P(A P(A) j £R. 


因此 由 Borel-Cantelli 引 理 得 Pln 1-0) = 1, JH BA GEAR T 


lim inf (Ta) sup sup ((t+s)-t)) <1 as. 
roe Tai HES Hor, Osler, 
(2.2.40) 
显然 
sup sup {C(t+s) — I(t)) 
O<t< 7, aT, OF sSar,, 
< sup sup (P(é+s)—T(t)) 
Ta- eteh aTh Oisiary, 
+ sup 并 (ay 一 2 (2.2.41) 
tT 
由 定理 2.2.6 我 们 有 


lim supf2c2(T i) log log Ty-1) 7" Sup Tu) -—y(v)} < las. 
TL OD Ol wc te ad 
(2.2.42) 
由 于 o (x) 在 无 穷 处 以 一 个 正 指数 a TEBE, 所 以 o (a) /29/? FE [L 00) 
上 拟 增 ， 由 (2.2.17) 得 


a( T, _1) < ao(T,1) 
o(ar,_.)~ o{Tn/(log log Tn) ) 
Tanı xÈ p-1 
< (IATE) < cexpl-en” ), 
由 此 和 (iv) 得 
(Ta 20" (Ta-1)loglog Tph-1) > 0, n — œ. (2.2.43) 


综合 (2.2.40)} 一 (2.2.43) 得 证 (2.2.39). 
剩 下 我 们 只 要 证 明 


liminf sup +(PT)(Titt+er)—T)) 21 as. 
Poo gce<T—ar 


. gl . 


注意 到 下 述 引 理 ， 上 式 的 证 明 与 定理 2.24 的 第 二 步 证 明 类 似 . 


引 理 2.2.9 j {[(t};t > 0} 为 如 定理 2.2.7 所 示 的 Gauss 过 
43. M 


Pi sp TO +a) -= T(t))< ua(a)} 


1 T1 1 
< exp ( 一 —===(1 一 一 e ”3 


/2n au u? 
tHEiT T > a> 0 mE 


证 明 由 Slepian 引 理 ， 我 们 有 
P{ sup (I(t +a) -TO)< uo(a)} 
O<t<T 


<P{ sup (T(ka+a)- T(ka)) < uo(a) } 
O<k<[T/a] 


TT 1 T1 1 42, 
< H P{N(0,1) < u} < exp( - ===-(1- Se“), 


这 就 是 我 们 要 证 的 . 


§ 2.3 ”两 参数 Wiener 过 程 的 大 增 量 


症 本 节 和 本 章 的 余下 的 章节 中 ， 我 们 研究 比 单 参 数 情 形 复杂 
得 多 的 名 参数 随机 过 程 的 样本 轨道 性 质 ， 最 简单 的 多 参 数 随 机 过 
程 就 是 两 参数 Wiener WH {W (x, y); (x,y) E R} 

一 个 随机 过 程 {W (x,y); (x,y) € R?) 称 为 是 两 参数 Wiener 过 
E, toe | 

(1) SEI R = (21,22) x 的 的 W(R) € N(O,ACR)), 
其 中 ACR) = (z3 一 TI — 91), WOR) = W (22, 92) — W (21,92) — 
Wizz y1) + W(21, 91), 
(2) W(0, y) = Wi{z, 0 = 0 (z,y € RË), 
. 92. 


(3) {Wiz,y)} BU vige cde, Be RR, 为 互 不 相 
TAE, M WAR), ++, WOR) (nm = 2,3.---) 为 相互 独立 的 随 
机 变量 ， 

(4) 以 概率 1, 样本 函数 Wo, yw) 关于 (zy) 连续 . 

WE.) 的 连续 模 由 Pruitt 和 Orey (1973) 得 到 (参见 第 2.5 节 ). 这 
里 我 们 只 考 宗 尝 工 一 oo 时 W(.,-) EBEA ar HI EREN E 
AeA. 

i 0 <ar <TH br > TY? AT HAP, Dr = 
Dribr) = {(z,y) zy 27,0 < x,y < br}, Lr = Lriar, br) OY 
地 Li = Lilar br) 表示 满足 ACR) < ar (对 应 地 AR} = ar} 的 
FOIE: R= [r 22) x fyi, y2) C Dr(br) 组 成 的 集合 。 定义 


r ={2ar{log Tax! + log(log brar? + 1) + loglogT) $72”, 
yr ={2ar(log Taz’ + log(log brar”? + 1) — log log log T) 712, 
Ar ={2ar(log Taz? + log(log brar? + 1)}- 12. 


我 们 称 一 全 了 的 函数 f(T) > 0 是 正则 非 增 的 ， 如 果 存 在 一 个 非 
增 的 函数 g(T) > 0 使 得 

(a) limp soo f(T) 9(T) = 1, 

(b) HET £ > 0, EE O = Ole) > 1 HEME 1 < 6 < % 
ALR > 1 A, 


g(0*) 
lim sup “petty (OFF) < 十 <. 


Csorgo 和 Révész (1978) 研究 了 两 参数 Wiener Tass 
大 的 问题 . 他 们 证 明了 


定理 2.3.1 Gk Tan Æ T MaReK, E ór 是 了 的 正则 
APIS eae. M 


limsup sup é7/W(R)| = limsup sup år|W(Rẹì|=1 as. (2.3.1) 
Pooo RELS Toe Rebs 


: OS > 


若 我 们 还 有 


lie logTar! +log(1 + log bran?) 
了 一 oo log log T 


则 在 (2.3.1) 中 limsupr o 可 用 limps. AH. 


= 00, (2.3.2) 


详细 证 明 可 在 Csörgő 和 Révész (1981) PHP, RAER 
述 ， 我 们 更 为 感 兴趣 的 是 当 条 件 (2.3.2) 不 满足 时 WC, -) 的 下 极 
限 性 质 ， 下 述 结果 是 由 张立新 (1997c) 得 到 的 . 


定理 2. $. 2 A 

(i) Tap’ 是 了 的 非 降 函 数 ， 

(ii) yr 为 了 工 的 正则 非 增 函数 ， 

sey ee log Taz’ + log(log brar" + 1} 
(i) in Te ED > 
虽 


liminf sup yrIW(R)| = liminf sup yrW(R)=1 as. (2.3.3) 
Poo ReLr 了 一 oo ReL: | 


在 证 明定 理 2.3.2 之 前 ， 我 们 先 给 出 一 个 直接 的 推论 : 


推论 3.3.1 设 定理 2.3.2 中 的 条 件 DBA, 2 
(i) Ar 为 了 的 正则 非 增 函数 ， 


—1 ~1/2 
(ii imron ET + esllegbrar +I), ere 
log log log T 
a0). 


则 
lim inf sup Ar|W(R)| 


一 1/2 
= liminf sup Ar W(R)} = (- -) a.s., (2.3.4) 
Po RELI 


HP’ r= th, (r—1)/r=1. 


. Of . 


FE 2.3.1 推论 2.3.1 首先 由 林 正 炎 (1984) 对 r = co 的 情形 得 
到 . 


TE PAR WEAR KP PEDIR, 它 是 引 理 2.2.4 的 一 个 类 比 . 

定理 2.3.3 ”对 任何 上 > 0, 存在 常数 CC = Cle) > 0, up = 
uo(e) > 0 Fe To = Tole) > 0 使 得 

P{ sup {W(R)| < uaz} 

ReLr 
> exp(-—CTaz'(1 + log Tar (U + log braz!’ ?eu /2+e)) 
(2.3.5) 

对 任何 u > up £ = fo AX, SE, 

为 证 明 这 个 不 等 式 , 我 们 首先 引入 一 些 记 号 并 给 出 两 个 引 理 . 

令 u= pT) 为 使 得 下 式 成 立 的 最 小 整数 : 


p 2 iogBrar 7 


对 任何 正 整数 g, 令 8 = Q(9) = 24. 定义 
zi = 2:(g) = zil T) = a e2 (i = 0,41,---,£Qu), 


zili) = zli T) = ja (7 =0,1,---), 
wli) =y (iT) = jera Q (j =0,1,--), 
R; = Rilq) = Ri{9,0,0) = (0, 2] x f0, arz; `), 
AiG.) = Riig j = Ri + (æli) yli) 
= {(z,y} : (z ~ z; (i) y — wli) E Ri}. 


令 Lola) 表示 包含 在 区 域 Dr(87) 中 的 矩形 Riig j, i) 组 成 的 
集合 . SEBS R= [x1, x2] x [yny] E Lr 按 如 下 的 方式 定义 一 个 
HU Rig) E Lilga: & io = io R) 为 使 得 z;, > zz 一 zl 成 立 的 最 小 

05 . 


整数 ， 加 一 fol R), lo = lbi R) 分 别 为 使 得 rjiolio) <= 1, Yio (to) < Yy 
成 立 的 最 大 整数 ， 并 令 


R(q) = Rig(4, jo, lo) = (zj (i0), olio)) + 10, zi} x [0, 7254] 
下 述 引 理 可 在 Csörgő 和 Révész (1981) 中 找到 
引 理 2.3.1 AATA 

Card Li(q) < 8Q°Taz"(1 + log Taz )(1 +logbrap *), (2-3.6) 


对 每 个 Re Ly，A(Ro R(g)) < 6arQ-}, (2.3.7) 
对 每 个 Re Lla), ACR) = ar, (2.3.8) 
其 中 入 为 Lebesgue 测度 ， 符 号 o 表示 集合 的 对 称 差 . 


在 定理 2.3.3 的 证 明 中 我 们 还 要 用 到 下 述 结 果 : 


引 理 2.3.2 ”对 任何 上 > 0, 存在 常数 C = Cle) > 0, wo = 
unls) > 1 使 得 


Pl sup sup |W([z,a+ 4] x [yy +t] < ea) 


fg) tro Oey 


YoSSTotyo OStche: 
KS Ti Ta 2 
> 一 四 | 二 22 -u (are) 
> exp{ cL 7. + 1) + I)e (2.3.9) 


对 任何 20,40 > 0, 0 < hi < Ti, 0 <h < T fe u > uo RE 
特别 地 Ru > uo, Ti, To > 0 Fe zo, y > 0 MANA 


P sup |W(R)| < uD TD) 
] RCIro,rot+ Tu) [yo vet To] 


Fs 
> exp{—ce—* /(2+5)), (2.3.10) 


其 中 R= [x1, 22] x fy, yzl. 
. Of . 


证 明 不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 zo = yo = 0. 对 正 实数 s MES 
Hier, & s, = hfi]. i R=2. 显然 ， 对 固定 的 由 <Q Me, 
Y, 3, T, t HA JÄ 


W([z,2 + s] x {yy + t) 
S|W {len (x + )e] x [y, y+ t) 
+ > (W {iE + Sra {E+ s)rtjtal x [yey + E) 


peti 
Cat 


+ SOW (ferti tr 4541] x [yy + t])/. (2.3.11) 
j=0 


由 引 理 2.2.4, 对 任何 固定 的 2, s 有 
Pt sup sup W((z,2 +s} x [yy + é)| < ush) 
n oeeie DLEA 


> exp -¢( 2 +1)u 7 eh (u>ujy>1). (23.12) 


从 而 ， 由 (2.3.11) 和 引 理 2.2.2 SERA u > uo, r; > uy, 0< hy < 
Ty 和 整数 vr, 了 我 们 有 
PÍ sup sup |W([x,,(e+s)e|x{y,y +t) Suht yi + I/R} \ 


Oat Ty Ush 
EVE OZt=hy 


> -exp{— cr (2 +1) (2 +1)u7e—* I, (2.3.13) 


P{ sup sup [W([( + shj (十 sr 十 让 
te ace T] Dasht 
Duda USES ha 


. pile 
= rho! } 


forta+1 
KS T z* 
> exp] —C2"+it! (= + 1) (2 十 1jzye 于 上 (2.3.14) 
Ay hho 3 
. 97. 


和 


1/2 
P: sup sup |W (2-45, ¢r4541)xf pif? fa 
rtj+Ur4j4i)X(y, ytt Erha 
O<2<T, Tag y 
EELEE ertt 


KS . 2 
> exp{ 一 C2rf5+1 (如 十 1) (过 十 1)zJe-¥ $. (2.3.15) 
由 (2.3.13), (2.3.14) 和 (2.3.15), 再 次 运用 引 理 2.22 得 


P+ sup sup |W([z 
EA Dash W (lz, x + s] x |y, y + t})| 
ULET: Uat Ehr 


< (hiha)! (uV I FIR 4-2 > is) 
> exp{ -CR (TL 十 1) (3 + Ljute- * 
- BCR (> +1) (让 +1) Dziale H, (2.3.16) 
j=0 
Ay rj = y2 +u it R 充分 大 得 
1 oo 2 
uf 1+ = + p> a 
f oo 了 
selit (a) ) 42g) LG 
< u(1 + Gy + 2( 
suaa) ) safi G) 
其 中 A=14+2 5o /29/%, 


oO 2? 2 © R 
d Vaje T <e Y D (4ju2)712(2/ejy = ute FB, 


.Og . 


ao | = 
一 

ry 
NE 
rr 


BB = (49)? (2/e)?. ATIR z = ull +e /2)'/? A uo = 2u1 
BN 4 (2.3.9). 

定理 2.3.3 的 证 骨 

对 任意 的 Re Lr, WRE Rig) o R(9 +1) 至 多 是 四 个 起 形 的 
和 , 记 Rig)o Rig +1) = RY (q) + RO(g) + ROG) + ROA). 这 类 
矩形 RO (g) (i = 1,2.3,4) Hehe Lela). 因为 对 任何 LEB 
WR, 4 g= 00 时 Rig) RF Raa 


sup [WOR)| < sup sup MSH +4 J sup sup WES), 
REeELT REL» {qg Ë {=i RELH aC R 
(2.3.17) 


其 中 5 为 边 平 行 于 坐标 轴 的 矩形 ， 
由 引 理 2.2.4, 2.3.1 和 2.3.2, 对 任何 5 > 0, 存在 常数 Cs > 0, 
zi > 1 使 得 对 任何 T > zs, yi > rs MUL 


pl sup sup |W{S)| < rak? 
re SCA 


> exp{ —CsCardLir{g)e ” + (2.3.18) 


p] sup sup WS) < y {barg lo- ya) 
retrati SCR 


> exp{—CsCardLi(g + eV BHD, (2.3.19) 


注意 到 Cardin(g + i) < 4Card£z(g + i), H (2.3.17), (2.3.18), 
(2.3.19) 并 再 次 应 用 引 理 2.2.2 得 


P} sup (W(R)| < 2a}? +42 u(6arQ 25} 
REELT j= 


KS 
> exp{ -Cs (CardL (ge /+0 


+4) CardLi(g+ ije¥ /2+5) ) b, (2.3.20) 
t=} 


Ry yi = (3i(2 十 5) + nye (3 = Q, l, 1 小 对 充分 大 的 Q 和 性 意 的 
T 之 1 我们 有 


zak” +4 > yi(GarQ 12}? 
j=0 


<z firenza) 


i=0 


i=} 


ra +A) + al ?20-12B 
<U + \xal!?, l (2.3.21) 


其 中 A = 4/6 b2, B= 325° (12-4); 进一步 ， 由 引 理 
2.3.1 得 


CardLt(qje7* /2+4) + 4 > Cardi z{(g + ie (2+5) 
=D 


< CTar (1 + log Taz")(1 + log bra?/2)e-2"/(2+8), (2.3.22) 
E u > (1+ 8)rs, > (1+8)e = u, H (2.3.10), (2.3.21) 和 (2.3.22) 
得 


P| s sup |W(R)| < u ay”) 
> exp (~CsTaz (1 + log Taz X1 + log bran? je" TF oF ). 


从 而 定理 2.3.3 得 证 . 
定理 2.3.2 的 证 明 
我 们 分 两 步 进行 ， 
第 一 步 ”车 


1 -ił —1/3 
(iv) Ar = Ta; Cees Toz +g brag } 00(T — 00), 


liminf sup ôp|W(R <1 a.s. (2.3.23) 
Poo 只 ET 


则 


，100 . 


其 中 bp = {2ar log Ary. 
证 明 OH 7 
log Taz + log(log Tay +1) + log(log brar 十 1) _ 00, 


lim sup log log log T 


Too 


(2.3.24) 


则 存在 序列 {Tw} 满足 Tu + oo 使 得 “ip 
log Taz, + log(log Thay, + 1) + log(log bry ar, + 1) 


msup log log log TĒ 
= 00. (2.3.25)} 
由 定理 2.3.3, 有 
P{ sup $7r,IW(R)| 21+ = 
ReLry 


< eT warp, (1 + log Ty az, Klog bry az” +1) 


a(l+e} 
' EXP ( 一 Tare log Ary) 
-172 —< 
< c{Tyarz,, ‘(1 + log Tray, log br apy + 1)} 
(log log Ty} tE 
+0 (N > co), 
其 中 ef = tT -1> 0 从 而 


lim inf Sup år Wi R| < lim inf uP bp, |W {R} <1+e as. 


Ty 


现 设 i “ay 
log Taz + jog(log Tap + 1) + log(log brar “+ 1) Z o 
lim sup 一 一 or ， 
Poo OE log logt 
不 妨 设 对 某 个 O < ro < 00 有 
Tazll + log Taz*)(1 + log bray”) 
<(loglogT)"® (T > 0). (2.3.26) 


全 in = en (p > 1}, Dr,,, — Drs a Dr D7,,,, 人 (下 
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O< zy S b7,,,,cy < Tanh 1, Ade TR ry = Tn A zy = 
2T, 之 间 的 一 条 折线 ， 其 边 平 行 于 坐标 轴 ， 项 点 在 ey = Ty Miry = 
2T, 上 ， 其 中 一 个 顶点 为 (V27n, VIn): 这 条 折线 i, 把 整个 平面 分 
成 上 上、 下 两 部 分 记 上 部 为 Un, 下 部 为 WV. 对 任意 的 R = [z1, £2) x 
fy y] < Drno 我 们 有 ROU, CD, ROVA C Dp, HE 
存在 内 部 互 不 相安 的 炬 形 Ri -e Re C ar fi Rg CDF, 
使 得 ROU, = UR, RA Va = Ur, 我 们 定义 W(RN Un) 
= 3, WR) i W(RA Va) = yan wie) = me 

Ey, = {R0 Ur: R = je, 22} x fy, y2] C Dr, A(R) < on... 


we, {W(S) Se £7 jet 相互 独立 . 

现 对 任意 的 R= [rr] x [pny] C Dr. & Mal) 为 
RAV, 的 顶点 数 . $RC D4， 或 RC DM MR) <6. # 
(t1,41) € Dr, BE (ty, u) e (te, te) 为 in PERE zy = Ta 
LABEA RPRMAB A, Fou <--> <u. Mo = Tayu, 
up. = uy 2*-), Up = T,, /uy2-&—-2), 因为 (uk 一 “aor 一 UR) S = A(R), 
Bp 2k-2(1~2-*+1 PT, < ACR), 所 以 我 们 有 & < os pty log = +2 
(E k> 3). 从 而 Ma( R) < 2(k +4) < 4log(1 + A(R)/T,) +12. A 
此 在 在 何 情形 我 们 都 有 Ma(R) < 4log(1+ ABR + 12. ERB 
W(R) = W(RNU,) + W(RN Va), 我们 有 

sup |W(R)| 
ELT, LL - 
< sp |W(S)I+ f 4log (“EH + 1) + 12} 
sup |W{z, y)l, 
(HEDT ,| 
sup JW(S) 
< Re [W(t] + { 410g (2 + 1) + 12} 
sup  |W(z,y)l. (2.3.27) 


{z, VIEDS mtd 
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由 定理 2.3.3, 对 充分 大 的 ”有 
Ji = Pt {log (- Fs +1) +12} 


sup SrliV (el > e} 


<P sup Wie, y} > 2(2T,) /207 (PTY?) 
(eer 


<e(1 + log(br,,, (2Tn)7*/7)} exp{—ar, ,,/(n°?T,) } 
<c(1 + log br ap + logar (2T,)~"?} 
Ln r 
exp{ - = / (log log Tası)" | 


<e((log log Th41) t + log Tn4i) exp{ -et -nm Ap 人 + 1)"°) 
所 Ce ™. (2.3.28) 


从 而 由 Borel-Cantelli 引 理 得 


lim sup { 4 log (2 fn th 十 1) + 12} sup Ôr, |W (z, y) 
Th — o> In (zjEDT a 


TE as. (2.3.29) 


由 定理 2.3.3 并 注意 到 (iv), 对 充分 大 的 n 有 


Jn+l =r] sup ér,,,{W(R)| <1+ e} 


RELTa+ 
2(1 +£)" 
> exp] —cAr,,, log log T,,41 + exp { 一 eee log Oy... | } 
=exp{—cAz* ， log log Tait} > (n + 1)'/%, (2.3.30) 


其 中 ef = H _ 1 > 0 由 (2.3.28), (2.3.30) 和 (2.3.27), 对 充分 
A RY n A 


ntl = Pf sup br, |W(S)} < 14+ 2e} 


SELT, | 


>Ingi J 2 (n +1)? — enPe™. (2.3.31) 
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从 而 Donet Jayi =. 由 Borel-Cantelli {#84 {W(S),S EL, JS, 
的 独立 性 得 


liminf sup d7,,,]W(S)| <1+2 as. (2.3.32) 
H ca} 5 Leas 


由 (2.3.27), (2.3.29) 和 (2.3.32), 得 


lim inf sup $7{W(R)| <liminf sup br |[W(R)i<1+3e as. 
T- ReLy + D0 Rely. 


(2.3.23) 得 证 . 


第 二 步 ” 设 条 件 全 满足， 县 
(ii) Fg := {2ar (log Tap! Hog(1+log b2.T~1}~log log log T)}~1/? 
fe T 的 正则 非 增 的 少数 . 
令 p = limp +00 ap/T, 车 
(iv) Ar = C bet th) =æ (T > co), 
gi 
liminf sup frW(R)> 1 as. (2.3.33) 
+o ReLy 
进一步 ， $ p<1 ak (ii) 成 立 ， 则 


lim inf sup é-W(RY > l as. (2.3.34) 
T REL: 


+ on 


WEAR 令 工 = LT) 为 使 得 下 式 成 立 的 最 大 整数 ， 


TLEH 
marier e A PSL 


af MEY =TM <br 著 p=1 (M>1). 
定义 第 形 


S: = ST} = [21 (4), r0] x fyi @), y) 
` 104. 


T — ar ‘+1 T— ar t Tt 
(£522) (2522) fee] we 


TM TA gt) x 0, TY? MTY, 若 p =], 


i= 0,1,---,£. WS; C Dr A AS) = ar (p < 1), MAS: = 
ar(l — 47} = TO - 47} (P= 1), = 0,1,---, L. 

$ p <1, WL = LT) > (logb}T)/log Ti > KTa;' 
logò T~. 从 而 


P{ sup 4FrW'(R) <= 1 -el < Pl ag sup W(5,(T)} <1- e} 
RELS O<GSL 


< {1 —exp(—(1—e)log Ar} t! < exp{—cA§ log log T}. 
(2.3.35) 


# e=1, W L > (log hyT 71") / log M. 4 LP (M)={R C Dr: A(R) 
= (1— g)T}, LM) = {RC Dp: A(R) < fT}. 对 充分 大 的 M 
A 


Pt sup Fr W( RJ <1 - e} < Pi Hr sup WST) st - e} 
REL (M) 0<i<L 


TOE sa) 


< {1 ~ exp(—(1 - £) log Ar }**? 


l AE 
< exp { — Cog MOT log log T}. (2.3.36) 


By To 一 0, tk 一 (1 + 大 一 (k = L, 2, _ A Ml Lk T x, K HHA 
大 的 大 我 们 有 log T, = klog(l + k7?) > k3, 注意 到 Ar 一 o, 
由 (2.3.35), (2.3.36) 和 Borel-Cantelli 引 理 得 


liminf sup 747,W(R)>1-e as. (p<1), {2.3.37) 
Koc RELS, 
liminf sup 77,W(R)>1l—e as. (p= 1). (2.3.38) 


R09 RELy (MM) 
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令 
Lr (k) = 1R:RC Dry, ACR) < Om 一 ar, }. 


对 任意 的 了 > 0, AE k E Te <T < Test, M 


sup ¥rW(R)> sup FrW(R)-4 sup FriW (ADI. 
REL», REL, TAE w) 


注意 到 r 是 正则 非 增 的 且 Tk/Thy > 1, 我 们 有 


liminf sup rW (R) 
P00 REL} 


> limihf sup An, WR} 
k—r ata Rely. 


-Alimsup sup fna WRL = (2.3.39) 
ktoo REL, (k) | 


注意 到 若 k 充分 大 ， 则 有 any/(er —on) > Vk, 我 们 得 


Lett 了 +1 
一 + log (1 + log a) 


IT% + — IT; { og — — 
( +t p) OT, ， ar, OT, ， 


GT; — AT, 
< c k+ł k 


We ( + a ) }/ Tasi log Ans. $ OT, 41 


log An, 44 十 log = = + log log 7.41 . 
m0 (k > o0). 


log A7,,, 
由 定理 2.3.3, 对 充分 大 的 上 有 
P{ Sup Yr W (E) > 3 
RéLr, (k) 
, T; br 
< ct (1 + log —H—) (1 + log 4 ) 
OT 44 _ GT, OT, 44 ~ OT, Dees aT, 
Qe? OTe ri 
exp { = “Tiss _ og An, } 
exp { 2+€a7,,, — 47, OE Tet 
3e“ aT, Hi 
— -一 + tow A .} <exp(—Vk). (2.3.40) 
< exp { 2+eOn,,-9n O nt | 


从 而 由 Borel-Cantelii 引 理 得 


lmsup sup TrlW(RY =0 as. (2.3.41) 
Roo Rela ik) 


综合 (2.3.37), (2.3.39) 和 (2.3.41) 得 


lim inf oP, a7 W (A) > lim in inf sup ¥7,W(R) >l-e as. (p€ 1). 
en REL 
Th 


(2.3.42) 
类 似 地 ， 


lminf sup srl¥(R) 
Poo REL iM) 


> liminf sup T WOR} L-E as. =}. (2.3.43 
R09 ELS iM) T, WCE) (p= ( ) 


Ñ p< 1, H (2.3.42) 得 


mint sup 474(R) > liminf sup ẸrW(R) > 1 as. (2.3.44) 
Ly To RELL 


= fol, H (2.3.43) 得 
hm int s sup Ag’ R) > lim inf ae. VW (Rp > l-e as. 
(2.3.45) 
Mili (2.3.34) (p < 1) 和 (2.3.33) 得 证 . 
fa, (RU p= 1 H iii) 成 立 ， 易 知 
jr W (BR) > 5 
PA yr (A) > neta WR) - 4 neta Fr |W (BY. 
(2.3.46) 
在 (2.3.36) 中 ， 取 M = Mp = exp{A%/*}, M 


P sup yy WR SC l-e} <e cA * tog log T). (2.3.47 
oe rW(R) } xp{— og log T}. (2.3.47) 


由 Gil), FE r > 工 使 得 对 充分 大 的 了 有 


log 62.7") + 1 > (log log T). 
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由 定理 2.3.3 对 充分 大 的 全 有 


PÍ sup ¥r|W(R)| >} 
RELI (Mr) 


< eMr(log Mr + 1)(logbyT~!/? + log M}? +1) 


Qe? ~ 
Fi -Mr log Ar} 


exp { - 
< cMr(log My + 1)(Az? + log Mr} exp { 一 Z -mr log Ar} 
< exp(—Mr) < exp{—exp((loglog T)2-"}} | 
< exp{—(log log T}*}. (2.3.48) 
综合 (2.3.46)—(2.3.48) 得 
Pt sup, FW (Rh) <1 - 5e} 
< exp{ 一 ec 和 2 * log log T} + exp{—(log log T)*}. (2.3.49) 


注意 到 År 一 oo 和 log T, > k?, 由 (2.3.49) 和 Borel-Cantelli 3} 


理 得 
lim inf Sup in, W(R) 2 1 ~ 5e a.S, (2.3.50) 
Tk 


由 (2.3.42) 和 (2.3.50) 得 证 当 (iii) PEE, (2.3.34) 对 p=1 也 成 
¥. 


TER SRF (iii) 满足 ， 则 
| log(1 + log Taz") 


\ 172 >0 (T > œ), 
log Taz’ + log(log brar 


+ 1) — log log log T 
: (2.3.51) 


并 且 
log(1 十 log braz?) < log{1 + log bAT!) + log(1 + log Taz‘), 


RA ver > l, we /Sr => 1, 且 条 件 Gv) 和 fiv) 满足 从 而 由 


第 一 步 和 第 二 步 即 得 证 定理 2.3.2. 
* LOR + 


推论 2.3.1 的 证 明 设 条 件 Gi) 成 立 , Aer > 1, W (2.3.4) 由 
(2.3.3) BNA. Æ r= 1, 则 用 loglog7 代替 Ar, (2.3.4) 的 证 明 与 定 
理 2.3.2. 的 第 一 步 证 明 类 似 ， 其 中 只 有 (2.3.30) SEM PCE. 


P| sup {2ar,,, log log log Tnr1} ?IW (RI < €} 
ReLr, ,i 


> exp | —c-exp ( — € log log log T,, 41 


log( AT, +1 log log Tat 1 } 
log log log Tr +] 


> exp { — c- exp ((1 — =) log log log Tası) } 
> exp ( — cllog log Tn41)7* /2 log log Tn +1} 
> (n +1), (2.3.30’) 
其 中 =:' = 2e | 
FE HE 2.3.2 的 证 明 我 们 得 下 述 推 论 . 


推论 2.3.2 JÆ 2.3.2 中 的 条 件 们 和 (ii) 满足 . 车 (2.3.51) 
成 立 ， 则 


log log log Th41 ) \ 


liminf sup yr|W(R)|] =1 as. 
Fou ReLr 
进一步 ， limn7 ar <1 &, (iii) 成立， 则 


lim inf sup, ~7W(R)=1 as. 
P00 REL 


eM AUR, SRO REMAP MSH, (i), Gi”) 和 Civ’) 
满足 ， 则 

liminf sup 47{W(A)| = iminf sup ẸriW(R}|=1 as. 

了 一 em ReLy T — RELJ 


定理 2.3.1 和 2.3.2 可 以 推广 到 阶 为 a (0 < a < 1) 的 两 参数 
分 数 Wiener 过 程 ， 并 且 “ar 和 7 了 Tj/ar 是 了 的 非 降 函 数 ” 和 “ 好 


Ba yr 是 工 的 正则 非 增 函 数 ” 这 两 个 条 忻 可 以 去 掉 . 
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- 8 {Zz yir y > 0} BBA a O <a < 1) 的 两 参数 分 数 
Wiener 过 程 ， 即 它 是 一 零 均 值 的 Gauss TH, 2(0,0) =Oas. H 
PATE RAA 7 


EZ(21,%1)2(z2, Y2) | 
={ |x|?" 十 ES ii 一 加? 一 ay |?*} { [ys |? + lyol" 一 Jys 一 yi |°*} /4. 


BR, 4a 1/2, 23) 即 为 两 参数 Wiener TH. MEME 
M ÖT, YT 如 下 - . | 


ÛT ={2a4 (log Taz’ + log(log bran +1) + log log T)}} 12, 
yr ={2a7" (log Tar! + log(log braz.'/*-+ 1) — loglog log T)}-!/?. 


陆 传 荣 ， 张 立新 ， 王 营 弘 (2001) 得 到 了 如 下 大 增 量 结果 . 


定理 2.3.4 RO<ap <T fab > VT PAT OBR. E 
设 br HR. WY : 


limsup sup §7Z(f) = limsup sup br|Z(R)| =] as, 
P00 REL foo Heir 
若 还 有 定理 23.1 中 的 条 件 (2.3.2) Ra, W 
jim nap, rZ(R} = jim, sup ôr|Z(R)| =] as. 
定理 2.3.5 ih O<arp <T fe br > VT RAT HBR. 假 
设 br 拟 增 ， 若 定理 2.3.2 中 的 条 件 (üi) RE ow 
paint sup. Yr2( ) lim inf SUP y7|Z(R}| = 1 as. 


”定理 2.3.4 和 2.3.5 AERA Ha RE ERA ee EM 2.3.1, 
2.3.2 和 2.2.4 HAA, BARE. | 
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62.4 两 参数 分 数 Lévy-Wiener We 


令 {X(z,y)j 0 < ry < co} 为 一 个 阶 为 a (0 < a <1) 的 两 参 
数 分 数 Lévy- Wiener 过 程 ， 即 {X(z,y);0 < zy < cof 为 几乎 处 处 
连续 的 、 零 均值 平稳 实 值 Gauss Fe, X(0,0) =0 Axi RAEN 
的 ti, Yi T2, Y2 成 并 


E{X (zn y) — X (t2, yh = į{{t1 一 x2)" + (ti 一 yo)" }. (2.4.1) 


4a=1/2N, {X(z,y}:0<2,y < co} 是 两 参数 Lévy-Wiener 过 
程 ， 即 此 时 它 是 满足 下 述 条 忻 的 Gauss 过 程 : 

(al X(0,0) =0 a.s., 

(b) 对 任何 z 和 y, X(a,y) 是 零 均值 的 正 态 变量 ， 

(c) E{X(x1,y1) — Xan yo} }* = {21 — #2)? + (ym — ye)? 2, 

(d) 样本 轨道 (x,y) X (wey) KF (a, y) as. ER, 

PIPE R := Ris, tu, v) = |s, s+t| x [yu, uty] € Re (s,u > 0, 
tu>d), 定 巡 两 参数 分 数 Lévy-Wiener THRE R EHNE X(R) 
为 


X (FR) =X (Ris, t,u,v)) 
=A(sti,utvu)—X{s,utv) -—-X(s+t,u)+ Xis u). 
由 (2.4.1) BA ACR) EAA AAT s 和 站 的 平移 不 变性 . 记 
S(t,v) = {E(X(R(s,t,u, vp)? y. 


对 O<T <0, 4 Ap 和 Br 为 非 降 连 续 函 数 ，ar Mor 为 
连续 函数 ， 满 足 0<ar< Ap A O< br < By. 定义 
Gr = (TE v1) (A vi), 


ay 
: 111 ， 


fr = { 2(log Gr + log log Ar + log log Br)”, 


和 


Di Ar, Br, aT, br) 
. sup [X(R(s, t, u,v) 
— su Sil u a 
Osa ZA ar O< tear DEus mA —by Of <r S(ar, br ðT 


D2(Ar,Br,ar,br) = sup sup Sesani SrH 


O<3<, Arar Our br 
Lin 和 Choi(1998) 证 明了 下 述 结果 ， 


定理 2.4.1 设 {X(z,y);0 <2,y < co} MHA a (O<a <1) 
的 两 参数 分 数 Lévy- Wiener it 42, I$ 0< T < 00, S Ap fo Br 
为 非 降 连 续 函 数 ， ar 和 br 为 连续 函数 ， 满 足 

(i) 0 < ar < Ar, 0 < br < Br, 

(ii) 当 Ar AM, er BTR, GAM, liminfy.. ar > 0; 
Br 4 br 也 是 如 此 ， | 

(ii) IÆ 0 < ey < ce < o0 成 主 


C < liminf Z < limsu oT ce 
l br Tce bro 2 


则 我 们 有 
lim sup Di {Ar, Br, ar, or) <1 as. {2.4.2} 


如 果 进 一 步 还 满足 下 述 条 件 : 
(iv) imr- log Gr/(log log Ar + loglog Br) = co, 
则 我 们 有 


lim inf Dol Ar, Br, ar, br} = 1 as. {2.4.3} 
因此 ， 在 条 件 (i (iv) 下 我 们 有 


lim 2)( Ar, Br, ay, bor) = lim Dl Ar, Br,ar,br) =1 as. 
Too too 
中 112 * 


注 2.4.1 WEEE, 4 Ar, Br, er, br AOSTA H, 我 
HAA TAH Xr, y)) HAMPER, 4 Ar, Br AHR 
ay, br ATER, ANE T CX (2, y)} 的 连续 模 ， 


fi) 2.4.1 证 {X(z,y),0 < m,y < cf} AHMAR Lévy-Wiener 
过 程 ， 这 时 a = 1/2, 当 Ar = T, Br = T°”, ar = VT, br = 
VT /2 时 ， it (ij—-Gv} 满足 ， FL pr ind (3 log TI? Star, br) 一 
V3- VST {参见 下 文 的 (2.4.15) ) 从 而 我 们 有 大 增 量 结果 ; 
|X(R(s, t, u,v))| 


lim sup sup sup sup 
TH geet VT OCIS VF 06 uc TH? _VF/20<0eVF/2 TU * (log ry? 
= hm sup sup Me ve VT/2)) 
T> Ge gcT_ VT OsusT?—-vVT/2 TA (log T)? 


= 4313 一 V5) as. 


当 Ar = Br = l, ar = 1/T, br = 1/27 W, AH [一 fiy) 也 满 
AX, E Br ~ 2(logT)'?, Slav, br) = V3 — VETOM*, 从 而 我 们 有 
i 2H FE SE | 
| (X(R(s,t, u,v))| 
lim sup sup su Su i 
T> 9c ac1-1/T OSE 1/T OS uci =1/2T OS ve L/2T P-M2 (log T)™? 


|A (Rís, T-t, u, T1/2)})| 
= lim sup su I 
T> ggss1i-1/Tosusi-i/2r Tl?2(logT)!/ 


= 2/3 - /5 as. 


下 述 引 理 2.4.1 一 2.4.4 是 证 明定 理 2.4.1 eR. SD = {t;t = 
人 2 为 实 值 的 4 维 时 间 参 数 空 
间 ， 川 :上 为 其 上 通常 意义 下 的 Euclidean 范 数 ， 设 {X(t);t € D} 
为 零 均 值 的 实 值 可 分 Gauss oe. 假设 

0 < sup E{X(t)}* =T? < mw, (2.4.4) 
tet 


: I3 > 


和 
E{X(t) — X(s)}* < p(t — sll), (2.4.5) 


其 中 e) 为 非 降 连 续 函 数 ， 满 足 Lele ) dy < oo 
下 述 引 理 是 Fernique 不 等 式 {定理 1.1.3) 的 一 个 类 比 (参见 
Choi 和 Lin 1998). 


引 理 2.4.1 证 {X(t); t €e D} 为 上 述 所 示 ， 则 对 入 >0,z>1 
和 A> V2dIlog2, 有 
Pi sup X(t) > a(r + (2v2+2)4 f o(Vadd27¥ ) dy) } 
d 
b; — ili rr 
< (2% 十 »)(TI CDu Vv 1) )e /2 
其 中 B= Vr exp { — 27-1 (4? — A? _ 2dlog 2)) < 00, 


EAR MHP n = 0,1,2,---, Be, =A, A> 0. HH k= 
(krse ka) FEP ki =0,1,-++, kin := [(0;- 4) fen], i= 1,---,d, HF 
M ty? = (P,Q) E D, 其 中 


> = a; + kien, i=l, od. 


& 
Sn = k 一 O,---,k, "一 (Kis: -- Kan)}, 


EUST Nn := I 和 kin PAH Na < PAJE, (6; aA. 
MA, 集合 UNS. ED PREA Sa C Sa. We >i mM 
A> /2dlog2, + 


lm = t Aye v dem- 22, m > 1. 
O Hml, $ bn = 2012, W 


22 = V2 + 1)(bm — m1). 
: lil4 . 


从 而 


S Bm FIA > piv da2?" )2m/2 


m=i m=] 


=zA 3» pIaN 8) (2V2 + 2)(6m — m1) 
m=] 


<evi+2}ea yf” pfvdX2-Y ] dy 


ml 


<(2v2 + ara f pvda) dy. (2.4.6) 
0 


因此 ， 由 (2.4.4) 得 
Pt sup X(t} > x(T + (2V2+ paf piv da2") dy} 
teP 


< P{ st sup X(t) >ar + > zm } 


= P| max sup A(t} > «P+ > zm 


teS,, = 
< lim P{ sup X(t) > oP + 人 Em V (2.4.7) 
tEn m=] 
对 n>0, 令 


A, = | sup X(t) > 并 + È en} 


tes, 


由 归纳 法 得 


P(A,} =P(A, O An-1) + P(A, O AFLI) 
<P(An-1) + P(A, NAS) 


<P(An—2) + P(An-1 N ARa) + P(An NO An 1) 
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<P(Ap) + 和 Pd NAR) 


<P(Bo)+ $ P(B, N Bg), (2.4.8) 
n=] 
其 中 
Bo = X(t) > <I}, Bp = X(t) > mi nel. 
o= {gp XO > aT, Bo = { sap XW) 2 Yam}. 21 


现在 对 n > 1, 我 们 有 
P(Ba N BE) 


=P ff sup x0 > 5 Y Xm he È sup x < Xm \ 


m=] m=! 


of y xoz Exa f [x < Sa} 
<P{ U U {X(t)- X) > =} } 


tE nm nl ac S47 
[t-s Evden- | 
< 2 >,  P{X(t)-X(8) > an}. (2.4.9) 
teS,, BC Sal 
Ital] vden -1 


然而 由 假设 (2.4.5), 我 们 得 
E{X(t) — X(s)}? < pt — sll) < e?(Vden_1), n> 1. (2.4.10) 
从 而 ， 注 意 到 A > v2dlog2, x > 1, 并且 对 任何 te Sn- Sn- A 
有 一 个 点 se {sE Sa: lt-sl < Va}, 由 (2.4.10) 知 (2.4.9) 
aT | 
PUB, ON Be _ i) < N 
DS 2 P| 01) 2 T) 


tes, #6 5,,_1 
lt —all viden 1 
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(EEY PANO. l} > re 7) 一 全 一 
-zw(] <=) PA N(0, 1) > Ax2"/? | 
a 
n b; — _ gig 2g) 
<9? (I 5 ) 5 Atz?2 
d 


t ( Tl bo, 一 a; ) 22de —1/2)x* p1" /2 


2/n\it A 
< l a bi 一 at eR eg 
~ 2 yr kth A 


Jd 
ce rae) T] = 一 ai vi} jens, 
-l 


其 中 N(0,1) 表示 标准 正 态 变量， 特别 地 ， 如 果 A> ORE 


则 


At 
> — dlog? > 0, 


5O P(B, 1 Bi) < (M 一 v1))e -2 (2.4.11) 


B= S exp { — 2h! Ae — 2d log 2) } < 00, 


n=! 


A— N M, 


PBs) =P] sup X(t) > oT} 


SE Sa 
- IIF > 


| I (HH 4 v1) PINO D > 2) 


at 
b; 一 i pË; 

<”(II (== V 1) Je /2. (2.4.12) 

由 (2.4.8), (2.4.11) 和 (2.4.12) @: HHE n > 0, 

d 

pi 一 a; 2 

P(A,) < (27+ B — vijjen? /?. 2.4.13} 
(An) < ( (TT ( v1))e í 


从 而 由 (2.4.13} 和 (2.4.7) 得 
P{ sup X(t) > z(T + 2V242)A i i o(Var2-* ) dy) \ 
tE? 村 


< (24 es 了 (= V 1) Jen"? 
t-=1 


引 理 2.4.1 得 证 . 
引 理 2.4.2 设 p>0 Nim Fe a 为 非 零 实数 . 则 存在 常数 
co > 0 使 得 
人 ee q d(x") — | annie d(x?) 
(fat NA mip (fattinm— Dp? . 


fa? + (|Nm] + 1)?p? Y p? 
So a+ [Nim] Dp 


WEAR id b= (|Nm|—-lp,c = |N mp Ml d = ([Nml+1)p. i 


wa 十 于 
J diz?) _ d(z**) 
a*+e forte 
VA ar — Vala 
=j d({z + va? +e- Va? + 
a? +52 


atte 
-j diz’) 
Vary 
-六 Zjef (Aet fat + e? _ fa? + b 27) 


fat +b dx 
ey wb ae Tey 
E e) int | HLT) ay 
dx VE dz 
wad ya? +b —4/a2 pect eta? tety at d*(y°*) 
| [oO ei 
Saree z dy 
VALTA AT AT yr Qe 
f dirt} 
4 dz 
Jara dz 
= f+, 


我 们 首先 估计 了 的 上 界 . 事实 上 ， 存 在 常数 cl > 0 使 得 


J 


I} = (2a(2a 


— Dz + ay) dz 


ee (æ + Yat +e — Ja? bh) 
VATI r? 
(y a? +c? - ya? t b) dz 
d’) LY 
Key eee (Vor PVR FAR TA V+) 
-e (a? + d°) (d? _ ce? _ b7) 
' (a? + b7)( va? + d? + Va? + €7)(Va? +e? + va? + 62} 


a? + 7)" at + (Nal + 1)? p7)%e" 
( J (d—e)(e—b) =e! at | Vp) p 
a? +8 at + (Nm) —1)*p 


对 J, ETE Cz > 0 使 得 
ot td?+ Jerse —Ya tee 
J= / 


“Cy 


—yr 


(2a) dz 


a- +e 
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so Ve te 二 (METRE Jere Vat Vat) 


co CEN Ë — ¢? E -b ) 

Sea TV VET VOTE 

en (a + d*)* ( 2|Nm|+1 E 2|Nm|— 1 )p? 
VÆ tE a tHE valtc+vait+y 
oe ty + d*} 1 


1 
AFA aE AFE JAFE VET 


(INM H y+ 
Ve@+d+J/er+2 vealtct+vat+B 
wa +E)" 2p op nt tp" 
2 VT Va a? +e? 
(a? 二 2p 
十 Nm 25 7 
me TAS 的 上 界 ， 得 证 引 理 2.4.2. 
下 述 引 理 可 在 Leadbetter 等 (1983) 中 找到 . 
5| 2.4.3 ae {éii = 1,2, ues ,于 为 多 元 标准 正太 本 机 变 
重 ， 其 协 方差 Cov(é,;, Erp) = Ai? RA 


JAZ | <1. 
T EAE) 


则 对 性 何 实数 u fo RIS eche <i snitch 
<b on, figin, ® 


P Í max max &. “ux ul 
ieee li sig 
+ 


, 2 
S {WF te ST A lep (- rp), (2414) 
(8,340 9) ( 1+ Az ) 


Lal’, 


其 中 AY = Aly’, Bc = cf8) 为 不 依赖 于 nu f fo 9 的 党 
K. 
为 了 估计 (2.4.14) 右边 第 二 项 的 上 界 ， 我 们 需要 下 述 引 


FE. 
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引 理 2.4.4 设 {6}, dO f.g Fe XL) 如 引 理 243 a aR 
AIL (l-i iA eS 


HS u= /(2-n)log(fg), HP v fon JERK, 满足 0<n < 
-w/a +r +i. 则 有 
3 
:二 MP E -一 ——|< — $9 
> epee N; | xp{ - rep :) < col fg) 
HEP dy = {el — 5} — (1 + 6 + vy) /{(1 +} + do) > 0, co 为 不 
RAAT nf fe g 的 正常 数 . 


证 明 令 a 使 得 0 <a = (1+ 96 {a + v}(L+4)} < 1. 
我 们 把 和 式 L 分 成 下 述 四 个 部 分 : 
= 
= NF Texp ( -一 ~ 
2 >, > et pe) 


li 19,7 Sg 
O<fi—a" |< [fo] Dai- lelg] 


+ » 2 aif lew (~ ha) 


LEi <f ISi £g 
li— [F] i-a a] 


as 2 

+ D AY lee (- —-} 
lt 195" cg L+|A;; | 
Bs] igs" [> [9] 


+ S ` vi? ‘lexp ( - aa) 
ij 


IERS LEJ cy 
ji—a"|>[F™] J3-3"|<[97] 


(1} (2) (3) (4) 
DDES DES DES D 
WERKA Iai EER PA EF: 


(2) — 
> <e( fg)'** exp ( “Tr í log( fa) ) = of fg} teil- m+) 
=ef fg) PO titrer- +e (1 +8)} = effo", 


: Tel - 


y <el fg)? exp ( ~(1— IAL u?) 
<e( fg)?” exp (— (2 — n) log( fg) ~ (f9) °"(2 — n) log Fa) 
<e( fg)" = e(fg)-®, 
5e cef! +g- exp ( _ Gaal tenes!) 
ij 
Sef )+* exp ( _ — log fg 
‘exp (— (1 — 97°” )(2 — n} log g) 
Ko fiteU2-m/Ut5} gray — of fg) 
ys Kc f2—-20" git exp ( B — logg) | 
-exp (~ (2 — n)(1 — J77) log f) 
<eglto- t-n) 0+8) pow ~ el foy. 


? 


由 此 ， 引 理 得 证 . 
现在 我 们 来 证 明定 理 2.4.1.. 
定理 2.4.1 的 证 明 由 关系 式 Zab = a? +b ~ (a — b)?, 对 任 
Ate > 0 我 们 有 


S*(t,v) = HE o> O. (2.4.15) 
WES k hir 和 任何 固定 的 上 > 1, > 
人 
gl < br < 0}. 


我 们 总 是 考察 那些 使 得 Arar SES k jt Mr 由 条 件 (iii), HE 
O< cg < c4 < 00 fil cg Seg < oo 我 们 有 
630" < P 之 ca07 等 价 地 cs <j- rE eg. (2.4.16) 


通过 考察 函数 f(e) = (4 + 1)/(x? +1) 并 利用 (2.4.16), 对 革 
0<er<sce<cee 和 0<co<cno<oo 我 们 有 
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gerð +1) < 93231027 0) < eget) 


cogit) < S20 , 0°) < cop tL, 


进一步 ， 对 充分 大 的 点 A 有 


(2.4.17) 


inf BT 

TEAk;ir | 

> {eC (GP va) (AE vn) 
+ log log #*—! + log log gf) ae 


> e (a(r (PS va) (AF) 


1/2 
+ log log 6* + log log o") } - 
=: 0" Bk ste. (2.4.18) 


由 条 和 件 Gi) 和 Gi), dr 和 Br RSRAARAMRAH. EAA H 
情形 ， or 和 好 MATS, Mit (注意 到 条 件 (i) ) 对 某 正 整数 d 
Al ds 有 

jSk+1 Sd, rr<itl<gd. (2.4.19) 
在 无 界 的 情形 ， ar 和 br 的 下 极限 都 大 于 零 ， 从 而 (也 注意 到 条 
件 (i) ) 对 某 正 整数 d。 和 ds 有 

dg<7<k+1, dg<ir<i+l. (2.4.20) 


下 面 我 们 只 考察 无 界 的 情形 ， 有 界 的 情形 可 以 同样 考虑 .注意 到 
S(t,v) 关于 上 和 9 单调 增加 ， 利 用 (2.4.18), 可 写 


lim Sup 了 AT， Br, aT, br) 
Too 
|X(R(s,t, u, v))| 


<hmsup sup sup sup sup 
ko0n dy pk+l PEAxjtr asd Ap-apr Out By -br S(ar, by ) Gr 
I dg Sr<t+l O<t<ar O<vsbr 
cy 人 一 了 一 上 
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JX (Rs, t, u, vette 


<limsup sup sup sup GORIA 
k— oo dagat k+i1 O<ece*—gin! O<u<e! 一 站 7 一 1 3 kate 
io da Sr Siti petegi Eye" 
cs £g rice 一 一 7 一 
(2.4.21) 


令 Ckir = {(s,t, u,v) : 0 < s < -plost HO < 

O-O-,0< so} 为 一 个 四 维 集合 ， 为 了 应 用 引 理 2.4.1, 记 

X (Ais, t u,v)) 
S(O 


_ a(z) 
piz) 一 SIY 


Y,-(s,t,u,v) = (t, $,t, U) © Cyst, 


z >Ù, 


PIR, LY;,(s, t u,v} = 0, T? := SUP s tuv} Cy yre EXY;,(s,t,u, v) = 
1, 进而 
E{X(R(s1,¢1, ux, v1)) — X(R(s9, ta, ua, 02) F 
< 2B {({X (91 + t,t + 01) — X (s2 + te, te + v2)] 
— [X(s1,%1 + v1) — X(s2, u2 + v2)])? 
+ (|X (sz + ta, u2) 一 天 (st +41, 4)] 
~ [X(s2, u2) — X(s1,%1)])*} 
< 4E{([X(s1 十 和 at + v1) — X (82 + te, ug + v9)? 
+ [X(s1, u + 01} — X (s2, ug + va)])* 
+ ([X(s2 + tz, uz) — X(s1 +t), wu1)]? 
+ [X(s2, uz} — X (s1, u1)]*} 
< 16{(81 + ti — s2 — t2)? + (uy + yy — ug — v2)*}* 


六 16 - 2° {yy (81 一 $2)? + (ti 一 ta)? + (tt 一 ua}? + (vi — vys, 
从 而 我 们 得 


ELY;,(81, ti, tl, vi) 一 Yjr(82, to, ua, vg) } 


< of (sy 一 $2}? + (ti 一 ta)* + (t — ug)? + {vy 一 v2)?). 
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男 一 方面 ， 由 (2.4.17), 对 鱼 意 给 定 的 = > 0, et Pare a) ae 
数 6 = d(c’) > 0 使 得 


(2V2 + 2)A f ~ y(26092-¥ dy 
E 


= 8( V2 + DAJ BVa) dy 


(2/2404 )* 7 g' 
< 二 LA a Z 
S4{v2+1) WEG V alog? Sg 


其 中 A 为 引 理 2.4.1 中 所 定义 . 对 性 意 给 定 的 a 二 0, 取 0 eee. 
则 由 引 理 2.4.1 得 


A(A(s,tu,v! 
"| sup sup | (Rs bv ~ 
hs i l o<y<e’ er} IC , On jt 
Ot BELEC 
< 2p{ sup sup Yells, t, u,v) 
Os 一 由 一】 ocucet-ert 
Oise? Eyka” 
f 
万 一 一 £ 
= V¥1l+ eBisir (1 + =) } 
<2P{ sup sup Yoel s,t,242) 
O<e<e* 一 人 一 O<ucet ero! 
DOE! Du 


、 ViTspur[l+Gv5+24 人 vi02-5)d | 
E 


k _ gj- l ov- r 
<c(- ae -vih SF nS v1) 


l+eée 
cexp{ ep] 


< ch tgh- tiitt (g-i tir gjy Ute) 


< cd te, g kiter) 
由 此 得 
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om oo k+l 十] 
>> > > sup sup |X (R(s, t, u,v) / 


k=1 l=1 j=d3 r=ds “Dac l O<u<et-ar-t 
gico Darca 


Fag. 


(S(H ,0 ) Bx str) > 1+ | < oOo. 


从 而 ， 注 意 到 O 的 任意 性 ， 由 Borel-Cantelli 引 理 和 (2.4.21) 得 
(2.4.2). 

下 证 (2.4.3)， 我 们 也 只 考察 Ar 和 Br 都 无 界 的 情形 .与 
(2.4.21) FEAL, 写 


lim inf Do(Ar, Br, ary, br) 
Too 


， ， , A(R(s, ua, 0” 
>liminf inf sup sup IX (Res, OL 
kco ds <jck+l O<ec@*—-l—oF O<u<e'-1—ér 5(8,¢ Jf Bkjtr 

leo dagrgi+i ~T l 
Cs 一 Ce ` 
—limsup sup sup sup |X (Ft(s, 0, t, 
k-+00  dg<jck+1 OSs<@*—1-0F O<u<el-l—pr 
f—+oo dgir<i+l 
coi 7 P Rog 


0PH /(S(0?, O°) Bkt) 
=; fy — Jo. (2.4.22) 


模仿 (2.4.2) 的 证 明 并 比较 (2.4.21) 的 右边 和 2 P to 的 范围 ， 我 
们 得 对 任意 的 > 0, 当 充分 接近 1 时 ， 


h <E as. (2.4.23) 
考察 n. 对 任意 给 定 的 充分 大 的 入 , PAE EY fri 和 gir: 
gk-l _ gi gi-1 — gr 
f= [pa] 和 ge = |g VY: 


对 p= 0,1,---, fey 和 q = 0,1,.… ,qr, 定义 随机 变量 


X jr({ Rog) := X(R(Np O67, Ng", 8")). 
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由 (iv) 得 ， 对 任意 的 0<s <e<1, 当 kA! 充分 大 时 ， 
Pt sup sup IX (RG, ,tw 川 P u < ver 


Dal TAE SET a S, 07 )Brjir 


|X(R(s, 67, u, O"))| 
<P sup DA 
{ o<ecoh 1_@) Daude- 一 上 -一 和 地 S(O, er) 


< {2(1- €')log( frj} } 


Xjr( Rpg) i 1/2 
< pi om om 5(63,67) < {2(1 £ ) log{ 大 ;gr 外 \. 
(2.4.24) 


定义 Xjr(Rpq) 和 站 jr (Rprqr) HARAR: 
Airp, qP, q) 一 Correlation( X;r (Rpg), X jel Ryg ))， P = Ps Æ q’. 
A h=p—-p m=q-¢_. 由 关系 式 Jab = a? +b? —(a- bY 得 
ICov(Xj7{ Rpg), X i jr( Ap ra) 
<|{[(NAEY + (Nm + 9)°] - (NRO)? + (N m0)“ 
— {NAO + (Nm P] — [CNAO)Y + (Nme 一 pr 六 二 | 
十 HICNRhe; ~ pF)? + (N mO" + OH) — NRE — 079° 
+ {NmO YE} ~ {NA — 67)? + (Nme — (NRO — 0°)? 
+ (Ne — 6") + SHINAO + 09)? + (Nme + 0")7]° 
-NAG + 67)? + (Nme IS} 一 {{(N Ae? + 07)? + (Nme) Te 
— NRO + Oi) + (NmO" 一 多 六? 


VUNG + UN m8r +0" CRO TN mo 
-| f d(x**)— a(2?*)| 
VREK me (NROFJ2+{(N m0r —0")? 
+3l/ aa?) 
a VE OPENT 
-f d(x**} 
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4/ (NAGI +03 )2+( Nimo" +6")? +63 HN mo" ior 
+ 5 5| a d(z**} 


xf (NAGS 4-07 YIAN mO)? 
4/ (NAG +03 )24(Nmdry? 
p | 
不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 hm > 0. 分 别 应 用 引 理 2.4.2 F a = NAO, 
Nhe? — 67, NhO? + O Fl p = O°, 我们 得 


[Cov( Xj Rpg), Xjr (Rpg })! 
< {NR + 1)*647 十 (Nm 十 1)202"}°02+ 
= Nh 120 + (Nm — 1)26" 
ATO, FA (2.4.16) 和 (2.4.17) 对 充分 大 的 上 AL 和 六 我 们 有 
{(NA + 1)*07) + (Nm + 1)7677} 92" 
Air PP) S TR 10n F (Nm — OF YS 0 ) 
< ef (NAG? )* + (Nm)? }9— 107" /S? (@ 0") 
< ccg 0 H (ea Nhy) + (Nm ye! 
< (R? + mË! < (Qhm) ll < (hm)7”, 


d x“) 


其 中 v= 1 一 a > 0. XT (24.24) 式 右 边 的 上 界 ， 我 们 应 用 
引 理 2.4.3 和 2.4.4 于 
Ltt, 一 Xir( Rpg) /SH , 8"), p=0,1,--- > faz; g = O,1,---, Gir, 
JAB iT | = Apap < m)”, 
h=p-—p' 0,m := q-¢ Æ 0, 
u = uajir = {(2 — n) log( fi), 19 = 2e’ < 
Í = fj, 9 = Jir- 
Am, SEP do > 0 ALFERD AR k AL, (2.4.24) 的 右边 不 超过 


{B (upsen) ye +21) (gi-+1) + ef fag Gtr). 


(1 — ôr 
1 十 zz 十 本 
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因而 ， 由 (2.4.24) 得 


A (Ris, P, u, 0) 
P Sit /le 
LV 


< exp{-co((fr; + Dg + 1))7 } + elfrjgir) ® 
< e( fapgtr) °° < cA Pha tor) (2.4.25) 


由 条 件 (iv) 知 下 述 条 件 之 一 满足 ， 

(a} 对 任意 给 定 的 M > 0, 4 RAL FESPA ARI k-i > Milogk 
Al- r> M liogi, 

(b) 对 任意 给 定 的 好 > 0, 4 kA FESPA RW k-i > Milogk 
F k > ML 

(c) 对 任意 给 定 的 好 > 0, 4 RAL ZAKTE l-r > M logi 
AD i> Mk. 
BR (a) WE, BM 充分 大 ， 有 


[kK-AMf log k] [f-—Af log tj 


> 5 S g—Soik-j+i-r} 


k=] f=1 2 rod, 


da 
0 n a 

< c$ S67 80M (log k+ tog!) < OO. 
k=1 i=} 


ERF (b) WL, RM 充分 大 ， 有 


co [EAM] [k-M log &] 141 co 大 
| g- Žolk-j+i-r} < c) g log & < OO. 
k=] ł=1 J=da rod, k=] 


当 条 件 (c) MAR, RANA ROOM. A, h (2.4.25) 和 和 
Borel-Cantelli 引 理 得 


Fy < yl—€ as, (2.4.26) 
综合 (2.4.22), (2.4.23) 和 (2.4.26) 即 得 证 (2.4.3). 定理 2.4.1 证 毕 . 
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§2.5 ”两 参数 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 


设 XO 是 具有 系数 ?>0 和 A>0 的 OU 过 程 . 在 2.1.5 小 
节 ， 我 们 已 指出 它 是 下 述 随 机 微分 方程 的 平稳 解 ， 


d X(t) = -AX (H) + (27) a W(t), 


其 中 {W(t}; 一 00 < t < oo} 是 Wiener 过 程 ， 一 - 般 地 ， 具 有 边界 条 
性 

X(0) = Xo 
的 上 述 随 机 微分 方程 上 唯一 的 解 ; 


A(t) = el Xo + (27) f Od w(s), 


其 中 Xo 是 与 WO 独立 的 随机 变量 .这 是 一 个 从 Xo 出 发 的 具有 
系数 和 入 的 O-U 过 程 . 两 参数 0-U 过 程 (OUP2) 是 上 述 单 参 


数 过 程 的 推广 . 
两 参数 O-U 过 程 (OUP2) {X(t v); t> 0,v 20) ERA | 


$ v 
Xu) sea {roto f f entos aw(ay)\, £20,020, 
(2.5.1) 
其 中 a > OA S>0 ARBRE, We) 为 一 个 两 参数 Wiener 
we, Xo 为 一 个 与 Wa) 独立 的 随机 变量 .这 一 定义 是 由 王 梓 
Hh (1983) 引入 的 ， 若 Xo 是 Gauss 变量 ， 则 X(-,-) 是 一 个 Gauss 


É a 
Jit, v) = emate | f ettthy dW (x, y), 
0 JÜ 


则 易 知 


ES (ty, v1 JJ (te, va) =e okt +t2)~A(v1 +3) 
; (e2alti Ata} _ 1} (e?P lv Ava) _ 1) /(408). 
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可 以 证 明 OUP, PRAISE, BAPE. 7 
一 方面 ， 对 固定 的 c > 0, {X(t c); t > 0) 是 一 个 从 X(0,c) 出 发 的 
单 参 数 O-U 过 程 . 事实 上 ， 


X(t,c) =e ™* X(0,c} + oJ (t,c), 
H EJ(t,c} = 0, 


BF {ti cdit 0c) = ElI (t1) {tz}, 


— pe-e f 
J(t) = V 1 7 emt f ed W{s). 


因此 ， {X(t,c);¢ > 0} 与 下 述 单 参数 O-U 过 程 同 分 布 ; 


~ 1 — e248 i 
fzo :一 e X(O,c) + ol 28 ew | etd Wis); t> | . 
T 


同样 ， 对 固定 的 c > 0, {Xt{c,s);s > O} 是 一 个 从 X(c,0) 出 发 的 单 
By O-U 过 程 . 

EHEH (1983) 研究 了 OUP 2 的 一 些 Markov 性 质 . GRRE (1989) 
通过 给 出 这 一 过 程 的 像 集 和 图 集 的 Hausdorff 维 数 研究 了 它 的 样 
本 轨道 性 质 ， Lin (1995a, b) 通过 建立 它 的 连续 模 和 大 增 量 的 极 
限定 理 给 出 了 其 样本 轨道 性 质 的 直接 描述 . 

为 了 简单 起 见 ,我 们 设 r = 1, EXo = 0, EX? = 1, Eexp(tXZ) < 
oo 对 任何 0< 上 < i 成 立 . 考察 增 量 : 


其 中 


X(t+s,v) — X(t v} = ett 94 (1 — es) Xo 
i+s pv 
+ e+e Bury 一 ec) | f ett thy dW (zx, y) 
D E 


上 十 过 t 
+ eaten f f etttiy dW (x,y) 
t 0 


=: (t, s, v) + Ealt, 3,v) + &3(t, 3, v) (2.5.2) 
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和 


X(R{t,s,v,u)):= X(t+3,u + u) —X(t+s,v) 
—X(tv+u) + A(t, v) 
me Hits) Aletu) (7 _ e**)(1 _ ef”) Xo 


t vu 
te ene) f fO eet aw (x,y) 
Ü vu 
t v 
十 exits) — flute) (1 _ e**)(1 _ yf f earthy dW (x, y) 
0 vo 
t+ a v+u 
+ ezatta | J exert fy dW (T, y) 
t Y 
t+a a 
+ ealtts)—Blutu) (1 _ e) f f entry dW (x, Yh, (2.5.3) 
t 0 


其 中 Rit,s,v,u) = t,t +a] x [ev tul. 从 而 我 们 有 


E(X(t+s,v) — X(t,0)) 
一 eat zhu] e728) + a _ e— 2h) 


{1 -er-2et)(1 -eee)j2 十 1 一 er-3as (2.5.4) 


EX?(R(t, s,v,u)) = e72 289 人 1 一 eas)2(1 — eP} 


tl 一 CBE _ aat _ „2u 
+ Jag ec) 人 一 e (le 


十 rat — eT% (1 — eP") (1 — e798} — e287) 


l _ a ias _ „tfu 
+ ap" e “Hl—e ) 
1 — fu — Žars —žfv 
+ Jag! — eu — eT (1 — 2 28¥)_ (2.5.5) 


易 知 
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E(X(t + 8,v) — X(t, v))° 


a2 gte 2attts)—28U 十 vie 一 e228v) 十 O(s*), s > 0, 
( 4 +a _ e 78?}(2 一 上 一 2 全 十 Ofe 1i), $4 00 
40 
E o*(t,s,v} + 07(s,v) + O(s*}, 5-0, (2.5.6) 
Filt, v) + Ole °°*), 3 — 00, 
EX*( R(t, s,v, u}) 


1 Zea -23 

le —1}(1 — e74) + ofsu}, s — 0, u — Ù, 

一 4af \ N S (2.5.7) 
F(t, v} 十 Dec 十 ee s — o0, u > 0, 

其 中 Fil v) = ge #at—2u 十 Taz (2 — e 20th(2 — ee 28"). 


另外 ， 由 (2.5.4), 对 充分 小 的 s 有 
E(X(t+ s,v) — X(t,v)P < (a? 4 *.)s? 4 “ae 


4p 
由 X(t,v) 关于 +t 和 w PORE, ESP DN u A 
B(X(t,v +u) = X(t,v))?? < (0? + a ye+ z5“ 


从 而 
B(X(¢+s,v+u)-— X(t, v)) 
< 2E(X(t + s,v +u) — X(t +,v)P + 2E(X(t + 8,0} — X(t, v0)) 
< 2{ (a? 十 a) +u} + wast}: 
由 此 和 定理 2.1.3 知 X(t, v) 关于 (tv) 几 乎 处 处 连续 . 
2.5.1 OUP, 的 连续 模 


in glt, s, v) = o(t, s, ve) +o(s,v), aalt, 3s,0) = off, s v)Ao(s, v). 
对 任意 固定 的 上 >0 和 <s>0 有 


gis, v) = o{a{t, 5, v)}, uy 30. 
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考察 X(t,v) 对 每 个 参数 变量 的 连续 模 ， 我 们 有 


定理 2.5.1 Ra, hik, BAGO, a, = oA) 
对 任何 5>0 成 立 且 liminfh oanh > 0. 则 
[X(t +s, v) — XG, v) 


lim sup sup sup -一 -一 一 一 一 一 一 一 全 
A+0 y>0 O<tSen OS 85h g(t, h,o }{ 2(log = = + log log oy it h, p 
=1 as. (2.5.8) 


BITE RH v > 0 RS 
[X(t +A,v) Xt v) 
lim sup 
hostian g(t, h, v){2(log = + log log ay k vh} 
=1 as. (2.5.9) 


注 2.5.1 h Xito) 关于 上 和 9” 的 对 称 性 ， 我 们 也 有 


lim sup sup sup X(t v + u) -Xv 
h— ü i> Oi iaa 电站 过 所 r(t, v, h) 


1/2 


a. 
IXft,u +h) 一 X(t, e}| 
Hoosea — weap AB. 

其 中 vitu, h) 5 (2.5.8) 和 (2.5.9) 中 的 正则 化 因子 类 似 ， 
考察 Xto) 同时 关于 两 参数 变量 的 连续 模 ， 我 们 有 下 述 定 
理 . 


定理 2.5,2 i a, fob, AA ha, HA liminfh yo anbs > 0, 
且 ch Hh MESA HS, Bh — OR, ch — 0, arbh = 
of(hen) $) 对 任何 1> 0 成 立 ， 则 
[|X (R(t, S.v, u))] 


lim su sup sup sup ——— y 7 l a.s. 
h—Ù O<t<a, Udah raba O<ece, (2RER log(hca} 1} 


(2.5.10) 
im sup sup LGA MO -1 as o (2511) 


k0 petan Oviban (2hep, log(hen) -1)’ 
- 1 > 


C = 


f 


Uy 


为 了 证 明定 理 2.5.1 和 2.5.2, 我 们 需要 一 些 指数 不 等 去. 


引 理 2.5.1 “对 任意 的 0<< 1/2, Bee h= hle) > 0 和 
Cfey>0 使 得 对 任何 固定 的 t>0 和 0<s<h 有 


X(t+ + —X t,v 
p fap eten Xho), 1 2h 
vO oy (t, $,v}{ 2? + 2 log log Os ít, Sy v)} 
E+E » 
二  — 2.5.12 
< Cexp { 9 zz | ( z ) 


证 明 S0<0<1,6>0 HE. BATRA vx 和 


a (s, up) =O, k = ko, ko + lyte, 


其 中 ko = [log(8s/25)/ log 9), 和 


a? so) = 0", k= kokit loors 


其 中 ky = [log o*(t, $, vro )/ log]. 由 定义 易 知 


v.70 Hu >œ (k> oo}, (2.5.13) 
Uk, S Uko» (2.5.14) 

1 — 6 Wot! < § < 1 — e Ho (2.5.15) 
Ol — @ Sw) = 1 e ees, (2.5.16) 


由 (2.5.15) # (2.5.16), SEPT k > ko 有 


p 28 (te tk) 1] (1 9}(1 _ e 2B ee jet vert 
1-8@ @-4 
ee -一 -二 2.5.17 
zl- oor ck wae (2.5.17} 
此 外 ， 显 然 有 
eT Mea Me} — 8, (2.5.17") 
由 于 


1 — e7?fvky > 1 — e7? Yk > 1 — e77 > 8, 


只 要 充分 接近 于 1, X k> ki 我 们 有 
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| 一 e—28u 一 二 一 562 


= 50 — e7 2% 41) 一 (5 - 1) 2 i — e™?PYk+), (2.5.16') 
由 (2.5.2) 得 


X(t+5,v) — X(t, 
P faur Attn XE > 1+2 
v>0 a(t, s,v) {22 + 2log log oz {t,s,v)} 


léft, s, v)| 
< P ~ 2 -kħ $ 
< f ap Sesal “a(t, a,b) (1+ 2¢)(z + 2 log log @-*} 


lé1(4, 5, v)| vy 、 
tP 1+2 2log log 0—* 
= È: cue, O o(t, s, olis, v) = > c)(x? + 2log log )3 | 
+P) sp Ehn a + 2loglog9-*)? 
hohe Ue cue, olsy) v) 9 
j lit, sol. e ， 
十 P sip > - gt + 2] lo 一 
2 人 Svcs, osv) v) = ( Og 10E ) 
J klt s o f, 3 
+ P 3 3e\ > _ 
2 EA Ee v} 一 > (1+ 了 }(z +2loglog0™") | 
‘ t, 3, v)| 、 | A 
+> P Iés(t, s, v)| “ind 
总 sven. +1 ra _ v) 一 > (1 十 =) (2 x* + 2log log é ) | 
-2 (2.5.18) 


Bat pr. 由 关于 Xo 的 假设 ， 对 充分 小 的 s RATA 


cx 
Pi = > Pf (e% ~ 1) Xo] > (1 + 2e)os(x? + 2 log log 9-*)# | 
=ko 


ea 


< P {Xo > (1 + e)(x* 十 2 log log 9-*}4 | 
k=ko 
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< > E exp (=E ZE? y Xj) exp f -30 + e)(e? +2loglog0-*) | 


koko 


om 
1 
<cexp { -30 +e?) D kite) < eexp 1-3 + e)e? | 


k=ko 
(2.5.19) 
对 po 我 们 有 同样 的 估计 . 
现 考 察 ps. > 


二 路 站 和 
Y (v) = f J e480 AW (x,y), 
0 i} 


HOR TAR ESOS Gauss WEA 
EY? {v} — AG 2a(?+s) 1) (ee _ 1}. 
注意 到 (2.5.16) Al (2.5.17), 对 充分 小 的 s 我 们 有 
= © alt+s Vea, (08 一 
Ps S 之 Pt IY Cv) 2 2° rete te g 1) 


Crfsy Vk+1) (x? + 2 log log o—*} $ 


<2 JO P{|¥(vx)|/(EY?(ve))? > = (EY? (vp)) Feat) tAv 
(et 一 1) a(s, vier) (E? + 2 log log g-*)? | 


<e > exp {-=* á e7 2Plor— +g? + 2log log 6- E) :| 


k—=ko as 
一 e20(0 — 8) 
<e J exp { - re je + 2log log @~*)? | < cox z’). 


(2.5.20) 


用 (2.5.16) 和 (2.5.17) 代替 (2.5.16) 和 (2.5.17), 对 ma 我 们 有 同 
FE ATA IT. 
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现在 来 估计 P5- 令 
i+s 时 
— ar+ Fy dw Y), 
Z(v) f j e (x,y) 
这 也 是 一 个 具有 独立 增 量 的 Gauss THA 
EZ*(v) = age ~ 1)(e2p+ — 1), 
与 (2.5.20) 类 和 似 ， 对 充分 接近 于 1 的 8 和 充分 小 的 了 有 


Ps < 3 P| sup  |Z{v}| > (1 + je 


k=ko MVk+tl 人 CVEUg 


-a(s, Une) Ea + 2log log g—*) ‘| 


太一 


eri 2/1~—8 
<cexp |- l = Ea? N . (2.5.21) 
对 ps 我 们 有 同样 的 估计 . 


把 这 些 不 等 式 代 入 (2.5.18) 即 得 证 (2.5.12), 引 理 2.5.1 得 证 . 
引 理 2.5.2 设 ea>00<e<1lr2. DAR hk =hle) > 0 和 
Ci = Cile) > 0 iets 


Poup sup sup —— HEt XGL zira] 
v>O O<t<adescta dilt, h, vH 2? +2 log log os *(t, h,v)} 


< fia exp {- l . <2? (2.5.22) 
证 明 不 妨 设 2? > 2. 令 上 为 一 待定 正 整 数 ， 对 任意 的 > 0， 


令 
ti = [127 /h]h/2?, jor k+1,--. 


由 于 X(t,v) KF (tv) 几乎 处 处 连续 ， 我 们 可 写 
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IX(t + ,v) ~ XG v) 
SIX((t +t op 0) —X(te, vt DIX (CE + sletiti) 


j=0 


— X((t+ s)epy.v)} + > JX (trti) 


7=0 
一 X {trp V) (2.5.23) 


由 定义 ， 对 充分 小 的 和 充分 大 的 下 及 0<s< 上 有 
a’ (ty (tt s)k — ths?) S x? (1 + 2)2 he Pat 2) 28 


<{1 + ef/2)o“(t,h,v), 
a ((t +s), — tev) SA- 2) (1 一 e *P¥) 


<(1 + €/2)o°(h, v), 


Fa ((t 十 yeaa higktiti v) < ye 2 hts +1) pe, 20 
< TEH Datt, hye), 


o2(hf2kteth a) < gid 0 _ e 28) < atktit th, v). 


hite AN Et AS 251 FEARS k RIA 
Pi LX ({t+8)k v} 一 X (te, v) >ra) 


sup sup sup 
v>0 O< tka 0< s<hgy (t, h, vH 2742 log log oz Lit hv) } 


l 
< cS exp { — sah, 


h 
ae) 
Xfli+s up X(t + i 
Pl sup sup sup IAEE Darjan XNE t Sees OT > 
v>0 0<tSa0<ash omalt, A, uv) {2242 log log øz (t, 4,2) } 


| 1 + eje* 
< o2(k+j+1) & ( jk titis 2 
< >» p EXP ~ 81 + es 


I 
it 加 4 ， . . . F) _ F 
< ere S tt) exp(—e72*t7+4) < cre 2 
FEU 
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其 中 用 到 了 初等 不 等 式 bd > b+ d (Vb > 2, d > 2). X} (2.5.23) 中 
的 第 二 个 级 数 我 们 有 同样 的 合计 ， 综 合 这 些 不 等 式 和 (2.5.23) BD 
得 证 (2.5.22). 


引 理 2.5.3 设 a>0,8>0,0<e<1/2. PARA h=A(e) > 0, 
d= d(silon) > 0, Cz = Co{e) > 0 使 得 


A t, 了 ”省 
PI sup sup sup sup ACRE, sv | > (1+ 2e)z) 
Dataa O0<ath Oth 0cucd (su) 
<0, = exp {-7 $52" (2.5.24) 


Hey z > 0 成 主 . 
证 明 PMR z > v2. 令 上 为 待定 正 整 数 ， 对 任意 的 +> 0， 
v>0 + 


ty = [t2? /h]h/2’, v; = [v2 /djd/2?, jak, k+1,---. 
5 (2.5.23) 类 似 我 们 有 

[X(R(t, s,v,u))| £ |X (R(t, (t + 8)k — tks Uks (v 十 ut) 一 vk} 
+ |X ÈR(@ + 9)g, (t + 8) — (t+ she, vh (ut ut — v) 
+ LX (Rt, t— Èk, Ups (u + tt) i T vp) 
+IX(R(t,s, vg v — vk) )l 
+ |X( Rit, s, (v + u)r (u + u) — (v + u) 

<|X (Rte, (t + sy — te, vh, (v + u), — vh) )| 

+S IX(RUE + seas, (t+ s)etje1 


了 一 吃 
一 (t + 8)a4;, Vha (U + u)k — uk) 
+$ IX (R{tktj tiriti — tetis Vh (v + wh — v4) 
j=0 | 
+ (X( R(t, s, up, 一 vh) 
+IX(R(t, s, (v + uly, (v + u) — (v + u)i,))]- (2.5.25) 
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进一步 ， 注 意 到 (25.7) 当 = 一 0 和 Ya 一 0 时 有 


EX? (R(t, (t+ sate, vh (U + u,v) < (1 +27*} su + o(su), 
EX?” (R(t + spas (t+ S)etjta — (EH Shiti Vk (V 十 ti), 一 v,)) 


一 g- Aktit L) go + 0(2- 2k +94 D sy), 
EX’ (R(t, s, vi, v — v)) = 2-*su + o(su). 
从 而 ， 对 充分 大 的 上 ADO s Mu A 


Pt sup sup sup sup |X (Rite, (E+ s)i — ths Yp (v + ug- 
Ota Dash Gapi p tcu 


vi) /sw > at eje} 


a 2th exp {eee}, 


P sup sup sup sup 
Dj 


SS LX RF ert | 
D0(2 G+1) su) /2 


> 全 -ea} 


om 
Le ab 
<5 gkcr+l)"” sup sup sup sup 
: Ad o<tcadcsth O<usbocucd 
Pf 


x (R(t + Sgt (E+ Seager — (t+ stir Vr (V + UE 一 799) 


> vr erate tl/ a 2 li} so) | 


ab ‘thet g? ab _ 3» 
< 2 J exp { 5 gerd zt < cre” 


j=0 


对 (2.5.25) HAAR MRITA RERET. H X (R, svt, uvh, 
我 们 有 
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sup sup sup sup 一 > 
O<t<a Oech O<uSb0<udd (su)i/2 4 


| X (R(t s vk -A 、 ‘| 


F- 


b 
< gtk 一 “exp { -22e >} < coe . 


hd 
对 (2.5.25) 右边 的 最 后 一 项 我 们 也 有 同样 的 估计， 综合 这 些 不 等 
式 和 (2.5.25) 即 得 (2.5.24). 


定理 2.5.1 MEA 首先 ， 我 们 证 明 


lim sup sup sup sup [X(t+<s,v) — X{t,v)|/ 
h0 v>O0<t<a, OLIER 


‘oi (t, h,v){2(log h7} + log log ez (t, h, v))} <1 as. (2.5.26) 


不 妨 设 an KF O SR <1 EWR, AMAA a, = supyce<i ts 


代替 ay. 
R O<e<1/2,0=1-¢. Fh; = 0. 对 充分 大 的 户 由 引 理 


2.5.2 得 


“ts sup sup X(t + 3,u) 一 X(t, v)}|/ 


vol On fSen 41 Ocah 
(t, kj v){2(log h7" + loglogaz (t, hj ¥))} 1/2 >1 +e} 
Ghj+1 — 二 一 

GQ h, on woes '} 


j 


由 此 和 Borel-Cantelli 34 


msupsup sup sup [X(t+ 8,9) ~ X(i,v)|/ 


j> wrlOSt<an Oh 
- o1(t, hj, vH 2(log hi” + log log o> (t, h;,v))} 
S1l+é as. 


1/2 
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进击 


limsupsup sup sup |X(t+s,v) — X(t,v}|/ 
AD) w>U Otte, DESER 


-o1(t,h,v){2(log ht + log log az (t, h, v)}} 1/2 


<limsupsup sup sup |X (i+ s5,v) — X(t, v)|/ 
joao vü OntSeh sy Mesthi 


: Pay (t, hj,v){2(Log h; ! + log log cz *(t, hj;, +))} 
<(l-e}'(lt+e) as. 
Hie 的 任意 性 ， {2.5.26) 得 证 . 
下 面 证 明 对 固定 的 w > 0 我 们 有 有 
A(t +h, uv) — X(t v) 


mint sup ——— a 
OstSan o1(t, h,v){2(log h7! + loglog a7 (t, h, v))} 


>1 as. (2.5.27) 
注意 到 对 固定 的 >D 和 + 上 >9 有 
o(t,h,v) = o(a(h,v)}, hk +0, 
并 回 题 引 理 2.5.1 的 证 明 ， 我 们 看 到 (2.5.27) 等 价 于 


+ 4 E(t, fi, v} 
liminf sup 一 一 一 一 一 一 一 一 一 > 1 as. 2.5.28 
h—=0 O<tean o(h,v)(2 log h-1)l/2 一 ans ( ) 


L/2 


ÌE t: = ih i = Ml, in i= [an /A]. FH talta h v), i = 0,1,---, Eh, 
相互 独立 ， 对 任意 的 = > 0 A 


FE (ti, h, v )| 
P 一 一 一 一 <] 一 
E a(h,v)(2 log h-1}A/2 一 be 


F E(ti, h v) 
-IT > 1-5} 


th 
< TI {1 —exp{-(1 — £) logh? ht 
?一心 
< exp (- i,h'*) < exp(—A7*/?), (2.5.29) 
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AY hy = kt. H (2.5.29) 得 


iéa(t, A, v)| 
SP a(h,v)(2log nh- 


ésa(ts, Bk, v)| 
>lminf sup ————~ >] 
K-00 osiin, o(hy,v)(Zlog hy 1/2 一 


一 去 A, 
从 而 (2.5.27) 得 证 ， 综 合 (2.5.26) 和 (2.5.27) 即 得 定理 2.5.1 的 结 
it. 


定理 2.5.2 的 证 了 明 首先 ， 我 们 证 明 


R 
lim sup sup sup Sup sup AE nDl <1 a.s. 


(2.5.30) 
不 妨 设 an Al bn 非 增 ， 将 则 可 考察 a, = SUPA <s<1 Gs Al oF = 
SUPacac1 Os. HOKE < 1/2,0=1l—e. EM h; EA hich; = OF , 
j=0,1,---. 由 引 理 2.5.3 得 


P{ sup sup sup sup [X(R(t,s,v, u)}|/ 
DELEGA. i+1 O<esh; Oy by. jeu O<USCA 
- (2hjeh, log(hycn,)—2)? >1+ 2e } 
ak, ba, 1 _ 
< ar exp { —{1+e) log(hjcn,;) *} 


h. ye f2 | 
< Co ( s 3} (hich yite 一 CAs D2 
7h; 


Haw FF 


ene |X (A(t, s, v, u))| 
P sup sup sup a 
jroo OStSa,,,, Mechy OSUSbn,, | O<ucen, (2h cn, logt h jes, }-1) 3 


<I+2e as. 
~ Ilda : 


进而 


|X (Rit, s, v, u))| 
limsup sup sup sup sup 一 一 一 一 一 
h30 O<tlan O<sch OSvSb, Ocucch (Zhe, log{ her) 1)? 


|X CAE, 3, v, u}}| 
<limsup sup sup sup sup -一 一 一- 一 一 
joo OftSan,,, 0<s Ehi Sv ibay ulea (02h jen, logl hich ) 一 1)? 


<(1—e)"2(142e) as. 


由 e 的 任意 性 即 得 (2.5.30). 
下 面 证 明 
[XC(R(t h, v, cn))| 


liminf sup sup 7 2 a.s. (2.5.31) 
hd O<tda, OS eS, (2he;, log(he;,)- 1}? 


wt =tht =O, 1, :一 [an fh] vi = 9a =, I := lbp /cr]- 
则 对 任意 给 定 的 = > 0 
P] max max Reken sie) 


Eitin ON 7 Sh (hcp log(he,)— 7 一 


he OF XR hy vs, 
< 


ZAC, log( hep, )7 


i=) }=0 
ih th 
< ]] I] {1 - exp ( 一 (1 — e}log(he,)~ *) } 
t=0 j=0 
< exp{—injhlher)! =} < exp { — anbn(hen) /2} 
< exp { — c(he,)~* } (2.5.32) 


对 充分 小 的 成立 EM he 使 得 hrec = 大 则 由 (2.5.32) 得 
LX (A(t, hy vcp))| 
liminf sup sup ———— Zz 
ha0 Qaran OS vcby (2he, log (hes }- 1} 2 


A (AGL, hE, Uj, C 
>liminf max [X (R(t, he, Vj, Chap) 


i =~l—eEe às, 
k— re Dt i “hy, (Qhaca, logi hkh) 1}? 
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即 (2.5.31) ARSE. A (2.5.30) 和 (2.5.31) 得 证 定理 2.5.2 的 结论 . 


2.5.2 OUP. 的 大 增 量 

在 上 一 节 中 我 们 看 到 ， 当 一 个 或 两 个 参数 变量 具有 小 的 增 量 
时 ， 过 程 OUP. 的 增 荔 有 多 大 . 现在 我 们 变 研 究 当 一 个 或 两 个 参 
数 变量 具有 大 的 增 量 时 ， 过 程 OUP, 的 增 量 有 和 多大. 


定理 2.5.3 har 为 工 的 函 教 ， 满 足 0< ar 过 了 af 一 o 
(T => œo). Ri 
Xa+ s,v)-XE, v) 


limsupsup sup sup 一 一 一 一 一 
Too v>00St<T-ar 0Ss<arG,(t,v){2[log ((T — ar)ar) +logô]} 


<1 as., (2.5.33) 


KP FG =vViogu!, log ((T—ar)ar) "Æ log(T —ar)+logar. 
H— F, tRilLRHO<Kb< 1 使 得 


ar =0(T°*!), To (2.5.34) 


- 对 任何 <>0 Rs, MRE C47 v > A 


linn inf sup _ itar v) XG (tate a.S., 
T> o<t<T-or G(t,v){2log ((T-ar)ar)}}/? 1+ 
(2.5.35) 
X(T, v) — X(T — ap,v 1—é,1/2 
lim sup EE) AT mort > (EÈ as 
Too F(T, v} 2log ((T — ar)ar) } 
(2.5.36) 


在 (2.5.34) PS b = 0, 得 到 定理 2.5.3 的 一 个 直接 推论 


推论 2.5.1 i4} T — oot}, ar = o(T*) 对 任何 上 > 人 0 成 
主 ， 则 
. JA (t + 3,0) —X{t,v}] 
lim su Sir $ OO = 1 “5 
P00 wd o<teT ar Disan Tilt, v){2(log T + log 6)}1/? as 
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且 对 任何 国定 的 ww>0D 有 
[X(t + ar, v) 一 Xit, v) o 


hi 一 1 as, 
Hoc ni vlog Th? as 
— WIT 
lim sup |X (Tv) X(T = or, 0) =i as. 


Too F(T, v){2log T}? 
注 2.5.2 由 X(t,v) 关于 t 和 wv 的 对 称 性 , 我 们 可 以 像 注 2.5.1 
一 样 给 出 关于 X(t v + u) X(t v) 对 应 的 结果 . 
下 述 定 理 讨论 的 是 基 {t,v) 同时 对 两 个 参数 变量 的 大 增 量 的 
极限 性 质 ， 


定理 2.5.4 kar, or fe Vr AT Hb, 满足 0<ar < $, 
0 < bp < Vp I ar — œ, br — œ (T > œ). it 
| |X (Rit, 3, v, w))| 


limsup sup sup sup sup =a pI 
Too O<tST O<ster Garai byr Ofucér Oz (t, v}{2 log(Tar T )}1/? 


<1 as. (2.5.37) 
如 果 ， 进 一 步 还 存在 0<5< 1 使 得 对 任意 的 < > OME 
arbr = o((PVr)?**}, Tow, . (2.5.38) 
则 
. X(R(t,a7,v br 有 1-—by 1/2 
liminf su su CA > | 一 -一 a.S., 
To oerocveve Flt, v}{2log(TarVror)}"? ~ (TF5) 
(2.5.39) 
: JA (ACT, QT, Vr, br}}| 1-6 1/2 
li oe 一 一 一 „5. 
Ta F(T Vr {2log(TarVrbor)}/? ~ 0 十 5) a5 
(2.5.40) 


与 推论 2.5.1 类 似 ， 我 们 有 


推论 2.5.2 fe (2.5.38) PRR b= 0, HA 


lim Sup sup sup Si ACRE, 8, v,u))| 


了 一 一 一 一 一 一 一 一 一 l a.s. 
T 20 Q<teT 0< scar OC Ue Vr OSucbrFalt, V2 logi T Vrh? : 
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lim sup sup ARE ar, vbr) =] 
T> pcrcT 0cu<Vr Falt, v){2 log(T Vp) }t/? 
sn eup X(R(T, ar, Vr, èr) 
Taro T2 (T, VrH 2 log(T Vy) }1/2 


a.S., 


一 人 as. 


为 证 明定 理 2.5.3 和 2.5.4, 我 们 还 需要 下 述 有 关连 续 模 的 络 
果 ， 其 证 明 可 沿 着 (2.5.26) 和 {2.5.30) 的 证 明 路 线 得 到 | 


引 理 2.5.4 对 任何 满足 Vr > wr, hr> 0 fe wr 0 
(T > 00) HERK hr, wr 和 Ve 我 们 有 
， [X(t +s, v) — X(t, v)| 
limsupsup sup sup 一 一 一 一 一 一 下 一 一 一 一 一 一 一 
Poo ty>00StETOcs<hz O1(t, hr, v} 2log = + log log zeza} 
<1 as, | (2.5.41) 


limsup sup sud sup su X (R(t, s, v, u))| 
Tso" oster o<achp Ov osason {2hrwr log(TVr/hrwr}p/? 
Sl as. (2.5.42) 


下 述 引 理 与 引 理 2.5.1 类 似 . 


引 理 2.5.5 ”对 任意 的 0 < e< 1/2, 站 在 b= He)>0 和 和 
C = Cle) > 0 EJER 289 t> 0 fas rb A, 


X(t + 8,0) — X(t, v)| 1 十 e o 
P 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 > < — 
f sup Filt, viz? + 2 logov}? 一 L+2e} S Cexp { 2 F } 


WEAR ERB T(t v) A (2.5.6) PEX, 24 (2-67 °**)/2a > 
2pe ot ((2 — e779") /2a < 28e) NY, CXF v 单调 增加 ( 单 
调 减 少 ). 不 妨 设 51(t,v) 关于 o 单调 增加 ， 对 和 任意 的 。 > 0, > 
0 = 0e) > 1. 由 
Tl (t, Uk) — 0* 
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EY m AAH ve MO FES] oo 时， Filt) 从 e74 Bia ag 
加 到 (2 - 77t) /deG, 所 以 uy 的 个 数 肥 限 【比如 说 上 是 从 ko 到 
ki). $E—2e, H e728 = 0 定义 vi (kK = 0,1,---) 我 们 把 
logik = koes ki} AI {el & = 0.1,---} 放 在 一 起 形成 一 个 新 的 
单调 增加 的 序列 {vk = 0,1,---} He, vf < Hoge. 4 
K = [28/log é) +1, 


Yi e{v) t= eTel) (] — e™ Xo + e trate] __ e*) 


t + fle T 
, f f ett FPv dW (x, y) + e alt+s) f | ect dW (x, y). 
Oo vü i Q 


对 固定 的 上 和 s, 这 是 一 个 有 具有 独立 增 量 的 Gauss 过 程 ， 显 然 
ev BY? (ull) < OBF(t, ug) < 02512(4, uf). 

从 而 ， 注 意 到 log rz = log(a v e), 对 充分 接近 1 的 9> 1 成立 
|X (é + 3,v) X(t v) | 

P {sup Fit, viz? + 2 log yjife eit 

sp sup | 


Slee eug Filt ele? + 2log uj? ~ 
J TE Ye e (0) 
€ LEG 
sn" SUP Fine? at Lale A = bt 
2 | fd TURNE Filt, vp x + 9 log pil /2 


1 一】 


ox 1 
< y exp { 一 了 (1 + 22)67-*(a* -+ 2log o 


< exp | 一 (1 + e)z?} (s + Lew | — {l+ sot 5 6} ) 


l 
< cexp { 一 Ea, 


定理 2.5.3 的 证 明 首先 ， 我 们 证 明 (2.5.33). 对 任意 给 定 的 
充分 小 的 hh>0 有 
sup sup ailh hv) < ah + (Zah)? < ehl? 


eo octa Th Tit, v) 
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w oF 
姓 一 好 


oi(t,h,v) {log È + loglog rrn) 
sup su ailé, h v){log 5 + log los Ras” pie (2.5.43) 


ie octer F1(t,v}{log((T — arjar) + loga}l/? 一 
从 而 ， 由 引 理 2.5.4 的 (2.5.41) 得 


[X(t + s,u} — X(t, vii 
m supsup sup sup 1/2 
Too vPOOstsT O<e<h F(t, uv) {2(log((T ~ ar)ar) + log é) 
< ch? as. (2.5.44) 


因此 ， 为 证 (2.5.33), 只 要 证 明 对 任意 的 s>0 有 


j; X(+ ih v) — XGA, v) 
imsupsup max max VIA 
Toe v>0 0S3Si7 UStSir F (jh, v {2(log({T —ar)ar) + log d) } 
<1lte a.s., (2.5.45) 


其 中 jr = [(T — ar)/h], ir = far fh]. HF O > 1, i As 
= {T : 0" < ar < 0h, A= {k: AED. ET. AHS Te — 
ar, = max{T — ar : T € Ar} 成 立 的 工 . 则 


limsup sup max max KU they Suen 
T> v>O0SiSir sisir F (jh, v){2(log((T—ar)ar) +log v) } 
< limsu max max |¥((j+é)h,v) 一 X(jh,v 
SHRP SUP OP, oe oR, UG + Oho) = XOR) 
kEA 
se 1/2 
(gh, v){2(log((T — arar) + log v) }/ 


< limsups ax max | 二 hu- AAU 
一 hop >00S7 Ši, ocido typ ALG FHR o) = X Gh, v) / 
č 


Fih, v){ Alog((j + 1)AO*) + logu) } (2.5.46) 


由 引 理 2.5.5, 并 注意 到 E(X + s,v) — Xt < F(t,v), 对 充 
分 大 的 卡 有 


Pt sup max max = |X ((7 + ihv) X (ih vy 


v> DSJ Sir, OCICOR+1 sh 


(gh, v) {2(log((y + 1)hO*) + loge), > 14 2s) 


iv, PGE [XC + ihv) 一 XGA, v) 
v>0 F (7h, v){ Mlog((j + LAG*) + loge) ) 
> 1+ def < cart+lp—1 Soxcp{-( + ¢)log((7 + 1jRe*)} 
j=0 


Sh 0D (+l) (2.5.47) 
J=0 
由 此 和 (2.5.46) 即 得 (2.5.45). (2.5.43) 得 证 . 
下 面 证 明 (2.5.35). 由 条 件 (2.5.34) 得 


i rt 一 b 
lim sup 8 = arden) -itb 
T— a log(T /ar) I~ 6 


因此 ， 为 证 (2.5.35), 只 要 证 明 对 任意 的 0<e < 1/4 


A {t+ ar vì 一 É y) | 
lim inf Sti IX U + ar, v) -X(t »)| ~~“ 1—e As. 7.5.49 
T= 0ct<T ur Fill ,v}(2log(T/ar)}il? ~ \ ) 


(2.5.48) 


& Bak ={Tikh sare (Hih n- S T <n}, af = infiar :n—-1 
=f <n},a, =supfep:n-1<Te<nl. M 


i, [A(t + ar, v} XE, vN 
liminf su 
T= o<izT-ar Fi (t, v)(2log(T /ar)) 
> liminf min inf sup X(t +ar, v) — X(t, v)| 
pope an fh—-Usk<an fh TeBnk o<ecT—ar Filé, v)(2 log(T/ap))i/? 
> liminf min JAC + kh, v) 一 Xit v) 
n= ar /h—l£kgat/h 0<tin/2 O2(t,v}(2 log(n/kh)) 1/2 
X(t +s, v) - X(t, v)| 
- | 
noo O&ten ocak G1 (t,v)(2log((n — 1)/at))1/2 
= dh =h, (2.5.50) 
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由 (2.5.44) 和 条 件 (2.5.34), 我 们 得 

hach’ as. (2.5.51) 
进一步 ， 
I > liminf X(G + kh, v) 一 X(jkh, v) 


R00 a! ee cas ih O<jen/zkh O1(jkh, v}(Zlog(n/kh))b/? 
(2.5.52) 


SF SULA RT Fat AB k, 
E{X((j + 1)kh,v) 一 X(jkh, v) HX (G + 1)kA, v) 一 X(tkk,v)} <0 
| (2.5.53) 


由 Slepian 引 理 得 
p X((j + kh v) 一 XOKRR, v} < je 
af fk MD s/h O<jcn/2kh F(jkh, v)(2 log(n/kh)})1/2 


[an /#] ny 1/2 
< G; < (1—e)(2log Z} | 


< P{ max 
k={at /hl DEJEN Zoh 


lan A) in/2kh]+1 


~ D (PIG <{l-e) (2 log 2y) 


k=[a' fh]—t 


3 fh] 


n/2ka 
< > a7 (3 -exp { —{1-¢}log 一 T — \) 


< noth; —1 exp { _ =(=)'} < netsp—1 exp{—n(t—b-d)ey 
Tt 


(2.5.54) 


WMo<é<1-bH hi, WEF (2.5.52) R h 21-2. # LA 
fo 的 估计 代入 (2.5.50), 并 注意 到 疡 的 任意 性 ， 我 们 得 (2.5.49), A 
此 (2.5.35) 得 证 . 

最 后 ， 我 们 证 明 (2.5.36), 令吉 =1. HH tk = tk-1 + ani Æ 
X ik, k=1,2,----i Di afkign<t Snl) BR, BRE 
(2.5.34), Mk ED, 和 任何 0 < 8< 1-b, 我 们 有 an = o(n’t*), 进 
而 有 
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on 1 
》 a, 之 Nl- max a, > =n 
FED, 


对 元 分 大 的 成 立 . 此 外 , 我 们 有 一 个 与 (2.5.53) 类 似 的 关系 式 . 
At, 59r =v) 为 方程 {一 ar =t OR, Wn -1<T<n 


A 
X(t + av v) ~ X(t, v) 1/2 
p oni SS 一 — 
EA Tit olog T 2 一 (1 — e}(1 — b) 


Atty + ay ,v} 一 A (tk, v} 
<P ata 了 一 
7 E Tı (tr, v)(2 log(n/az, ))1/? 一 /2 


< I] (a -exp { — {1 ~ ¢/2)log =~} ) 


keep, 


= exp { E >, (ae, /n) =) 


ke D,, 
sep {~e(n/ max on)" } 
< exp(-—ent!—?-%e/2)_.9 no o0. (2.5.55) 
从 而 ， 注 意 到 
T(t, v) + (1 — e774") /208 =: Fiv), t— 00, 


我 们 得 


; A(t, v) — X(t- a, v)| fi oy\e 
É p, Filt, v){2log((t — ajar) p? za a6 +6 


AX {E + arv) — X(t, v)| E 1 
>r] Re AOG 2 (173)0 -8 ?| 


TEET 
+1, T — œ. 


(2.5.36) 得 证 . 


定理 2.5.4 的 证 明 证 明 与 定理 2.5.3 的 类 似 ,我们 只 给 出 不 
同 之 处 ， | 
由 引 理 2.5.4 的 (2.5.42) 并 注意 到 inky, Fo(t, v) > 0, 我 们 得 
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ii |X (RE, 5, vb, 4))| 
imsup sup su stl sup —— 
Tra ot ocech ocueVs ocuch Fo{t, vH2log(TarVrir p 


<ch? as. (2.5.56) 


从 而 (2.5.37) 可 由 于 式 得 到 


lan su nax |X(R( jh, th, rh, th})| 
ero max octet cre rp OL! O<i<ly Falih, rh){2 log(Tar rèr) p7 
<ite as. (2.5.57} 


对 任意 的 = > 0 成 立 ， 其 中 jr = (T/A, ir = [ar /h], rr = [Vr/h], 
lp = (br fh]. WH S > LA Ay = {T : 0 < arp < UH < 
br < OF, ja A= f(k,l): An Æ Mp, Tee = sup{T : T € Age}, 
Vr, = supį{ Vr : T € Agr}. 则 (2.5.57) 的 左边 不 超过 


limsup max max max 
kia O57 FT O<icotts /h Osreryt awda tR 
(Kl)EA 

2X(ROA, ih, rh, wh))| 


注意 到 EX? (R(t, s,v,u)) < F(t, v), 我 们 得 


Pt max max IX (R(jh, ih, rh, wh))|/ 
O<F <r, oi th Erir, O<wedltt sh 


Fo(jh, rh){2 log(( + 1) + TR eT HY? > 1 4+ e} 


ity, [人 + Tyr [B T fa] 


<> 3. X > P{|X(RGR, ih, ch, wh))|/ 


了 二 必 二 各 r=0 wi 
Fo(jh, rh) {2 log((F + D(r + AOT A > 1e} 


ST ya Thi 
SOA ST X exp { — (1 + e)log(G + De + YH OK)} 
二 r=0 
< CR 一 8+ 3 Ke 十 -atoq 4 1) Ute), 
jot rol} 
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由 Borel-Cantelli 引 理 (其 在 两 指标 情形 的 推广 是 显然 的 ) 有 (2.5.57), 
从 而 (2.5.37) 得 证 ， 
现在 证 明 (2.5.39). 由 条 件 (2.5.38), (2.5.39) 可 由 下 式 得 证 
| [X (R(t, aeT v, br))| 
tin inf octet Oo vr To(t,v){2log(T Vp (arr 7 
社工 一 上 as. 


® Bang = {T : kh < ar < {k+ lh ih < bp < Uth m-ig 
T< mn-1l £ Vp < na, ah = supfay > m—-—1< Tem} 
äm = inftay :m—1< T <m}, b = sup{by :n—1 < Vp < n}, 
ba = inf{fbr :n—-—1< Vp <n}. M 


hrn inf sup sup |X (A(t, AT: Us br })I 
Too geecrocucvy Colt, v){2log(TVr/{arbr}) pl 


> tim inf min inf SUP |.A (A(t, kA, v, th))|/ 
T, oe mf — loka, fh PoBmnkt Ot 
BofA li<b” th 0< 全 


. Falt, vH logtmn/ {kth jp" 
AX (R(t, s,v, uh] 


—limsup su SU 
mn- OI OSS F(t, v){2log((m—1)(n—1)/(as, bi pA 
Esih 02 ue 


+ 二 Ji 一 Je, 
由 (2.5.56) 和 (2.5.38) 得 


Jo < ek?’ as, 


对 Jy 3 我 们 有 


J, > liminf min max  X(R(jkh, kh, ith, th)) / 
1H, Ti —? OS gq! mithclck<al fAOSJam/skAn 
bf t fh-lsteb* jh OSiSn/2th 


-Fa(gkh, th) {2 log(mn/(kth?)) } 1/2. 
通过 一 些 初等 计算 ， 可 以 验证 ， 对 充分 大 的 下 和 7 或 站 了 7 关 p 和 / 
Mit, 有 


EX (R(jkh, kh, ith, lh) X(R(pkh, kh, glh, Ih)) <0. (2.5.58) 
- J55 . 


余下 的 证 明 与 定理 2.5.3 的 类 似 ( 见 (2.5.54)), 因此 从 略 . 
模仿 (2.5.36) 的 证 明 ， 利 用 与 (2.5.58) 类 似 的 非 正 相 关 性 ， 我 
们 可 证 (2.5.40), 细节 从 上 略 ， 


$2.6 HRM PBR Gauss 过 程 


在 前 一 节 中 , 我 们 研究 了 由 下 式 定义 的 两 参数 0-U 过 程 (OUP?) 
Aft v): 


f v 
X(t, v) = eT {Xo + of | estAy dW (2x, »} . (2.6.1) 
Oo vü 
E Xo = 0, M OUP: X(t,v) 可 以 写成 
i sy | 
— -+o 0t- v arti 
X(t,v) Í f TE ë ¥ dW{z,y). (2.6.2) 


在 第 2.15 节 ， 我 们 研究 了 由 (2.1.22) 定义 的 独立 O-U 过 程 的 无 
SBM, TRIR X(n) = 2, XC) 当 n co 时 的 极限 ， 对 
方程 (2.1.22) 从 -oo 到 t 进行 积分 ， 那 么 0-U WH OTAS 
成 


X(t} = f exp(—A,|t—s[)(24:)*/ dW;(s}, +=1,2,---, (2.6.3) 
H {W;(t);-00 < t < oo} 为 独立 的 Wiener 过 程 ， 从 布 我 们 也 
a 


XE = Xut) = D> f exp(—Aalt — Dn)? Waa). 
k=l k=l (2.6.4) 
后 者 导致 我 们 去 研究 下 述 两 参数 Gauss 过 程 


X00= ff exp (=A) MN) (ey), (2.65) 
其 中 yu) 和 Ay) 假设 为 [0,00) 上 的 正 的 连续 函数 ，{W (z, y); 一 00 < 


Sy < 001 为 标准 两 参数 Wiener 过 程 (网 2.3 节 ). 
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综合 上 述 一 些 过 程 的 表达 形式 就 使 得 我 们 去 进一步 研究 如 下 
形式 更 加 一 般 的 两 参数 Gauss 过 程 {X(t,v);t E R, VERI} 


A (t,v) = 三 三 P(t,v,z,y) dW (x, y), {2.6.6) 


AP RK pa P(t, v 2, y) 假设 为 在 Ry x 及 上 关于 (2,y) FAW, 
Wa, y) 为 标准 两 参数 Wiener 过 程 ， 从 而 X(t, v) HEYA Gauss 
过 程 ， 具 有 协 方 差 函 数 


Cov (X(t, v} X(s,u)} = f f T(t, wv, I, yg, u, x,y) dz dy. 


(2.6.7) 
令 
Az (t s, v} = E{X (t+ 3,v) 一 X(t, v), (2.6.3) 
X (Rt, s,v,u}} = X(t +s, v+u) X {t v+- Xats Xt, v}, 
H? (t, s, v, u) = EX? (Rit, 8, v, u)), (2.6.9) 


其 中 R(t, s,v,u) = kt + s] x [vu +u]. BE 


HF (t, s, v) = f f (Tit + s,v,2,y¥) —T(t,v, x,y))° drdy, 
ü — o> 
(2.6.10) 
H(t, s,v,u) =f J (T(t + s,u+u,z,y) T(t, vtu, z, y) 
ğ — = 


—T(t+s,v,2,y)+P(t,v,2,y))" drdy. (2.6.11) 


下 面 是 一 些 例 子 , 


pl 2.6.1 ay Fit v, w, y) 一 £(—00,t}x [0,0] (25 Y), 一 CD < É<, 
0O<v< oo, Mij 
X{é,v} = Wt, v), 
H(t, s,v) = sv, O< 8 < o, 


H(t, 6,v,u) = su, O Z 8, u < oo. 
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26.2 Æ TE, vz, y) = logxos y- toio 9), 
O<t<10<¢0 < o M X(t,v) = Wat v) tW) 为 一 个 
Kiefer 过 程 (M, Csörgő 和 Révész (1981) 的 1.15 7), H 


H? (t, 8,0) = s(1 — sw, QZa<xl, Dy w, 
Hilts, vu) = 9(1~s)u, OS SI, 0<su<oo 


例 2.6.3 RE 00 << 00, 0<v< ool 


P(t, v, 2, y) = Hoon]x (or), 9 exp (— MN = 2)) (2y(W)) 


其 中 Ay) 和 y(y) 为 在 (0,00) LAER, M X(t v) 为 由 
(2.6. 5) 所 示 的 Gauss WH, H ) 


eroa 218) (1 — ep (- A(z)s)) de, Ea 


A(z) 
例 2.64 对 -00 < è < 00,0 < v < 00 18 


H(t, s v, u) = 2 7 “了 (1 - ~ exp (- Ne)s) ) de. 


Pit,v,2,y) = on vioo, t]x{k, ale, y) exp (一 -Altza (29%), 


则 
H(t, 8,0) = 25 E 
H(t, s,v,u) = SH di (v + a) — PAO (le) Š 
X(t, v) = Dat, 
其 中 {X;(t); -00 < t < co} 为 独立 的 O-U 过 程 ， 它 们 的 系数 为 
Ye 20, Ax > 0. 


Csörgő 和 Lin (1991), (iE (1991) Æ Csörgő, Lin 和 Shao 
(1994b) 研究 了 (2.6.6) 所 定义 的 AX (toe) EAR TER. GEIR — 
节 里 我 们 给 出 基本 XG. o) A A i AD Pee. FEE 
偏差 我 们 建 并 了 有 关 AG o) 轨道 性 质 的 定理 . Ak A A-E HH 
FU AT Se Csörgő 和 Lin (1991) 及 林 正 炎 (1991). 较 一般 的 结 
En] Zag Csored, Lin 和 Shao (1994b). 

iE 

H?(t,s.0,u) = E(X (t+ st tu) — Xt" 


i i k ur ' 
= | / (T{t+ sv tug y) Tt{t,v, t, w))° dzdy. (2.6.12) 
Ù 一 5 


> 
(h, B) = su A(t, s,v,u). 
Use ush,|2]< Beja 
由 定理 2.1.3, 我 们 有 : 者 
f de®, Bdy coco VE > 0, {2.6.13) 
让 


风 X(t, v) 几乎 处 处 连续 ， 由 于 我 们 只 对 AG v) 的 连续 模 和 其 增 
量 的 一 些 轨道 性 质感 兴趣 ， 为 了 叙述 方便 ， Aik PALE 
X(t, v) 几乎 处 处 连续 . 我 们 还 设 Ai (t, s, v) 对 s JER, Holt, s,v,u) 
对 5 Alu JIE, ar. br, er 和 dr AT EHEHE p E, H(t, s. T) 
和 Ho(t,s,v,u) A T. s, u REES K By. 


2.6.1 Ke 


命题 2.6.1 ii ACR}. so> 0, bur <br PRIE 


E(X (t+ 8.0) — X(t, uv) (XE + s,u) — X(t, u)) 
> E(X(t+s,u)— Xt W) (2.6.14) 


ET v > u fetes RE, LA BIER co 和 a 使 得 
fi, (t.8, T) < oy thes Sin FY 


TE 
Pa 


(2.6.15) 
1 
159 ， 


MA TCA by Stsber, OS eS can 成 主 则 对 任意 的 
O<e<1/(1+ gt"), 存在 正 只 依赖 于 a, co, e 的 常数 Cle) 使 得 
Maye > 1 A 


Plows X(+ s T) - XET) 
res by. tby Oe rz{Hilt,s30, T") + H(t + 3, €89,T*}} 


ber — bi, 
> t+e)s Cl) sup (ZTE +1) exp (- 5) (2.6.16) 
# P T* = sup{T : T € A}. 
证 明 在 证 明 (2.6.16) 前 ， 我 们 先 证 明 : 对 任意 固定 的 + 和。 


P { sup r > 1) < 8exp(—y*/2) (2.6.17) 
对 任何 y > 0A Hi (t,8,T*) > (i, s,T*) WAL. 

$ Y(T) 为 一 个 独立 增 量 的 Gauss 过 程 , WA Y(T) 2 X(t4+8,T) 
—X(t,T). M| EY?(T) = Hi(t,s,T) 且 由 (2.6.14)， 


EY (T)Y (T’) =E? (t, s,T’) 
SE(X (E+ 8,7) —X(E,T)} (AX (t + 9,7") — X(t, T')) 


对 任何 了 > TRX. h (2.614) 还 有 Hlo T) ATR. 由 
Slepian 引 理 得 
p [sup X(+ tan) LEDI 、 2) 
TEA AT (t, s,T*}y 
X(t +s,T}- X(t T) 
Pho hy >1) 
+P{ mp Hilt, 3, T*)y 21l 


SPUR menty e ARE GaP > 


YT) 
SP {sm Gath 2 Sb (FP) 
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一 全 一 


(2.6.17) 得 证 ， 我 们 现在 证 明 (2.6.16). $ K = 2", 


£22 th 
en (| S J+) so/22 7 =O,1,2,-:-- 


由 于 我 们 已 经 假设 X(-,-) 几乎 处 处 连续 ， 可 写 


X(t + s, T) — X(t, TY S X+ e)k T) — X (tx, T) 
+Ý X(+ 8) T) — X(+ s) T) 
了 二 小 
+O IX (tart T} — X (tess, T) (2.6.18) 


j=0 


A(t, 6,7) 和 ter; HEM, BRA 


Ay (te, (t+ sr — tk, T) S Ai(t,t, -t T) + Hiit (t+ s) -t T) 
< Hilt, so, T) + Hilt, so/ K,T) + Hilt + s,90/K,T), (2.6.19) 
Hi({t + skti (E+ sYa — (t+ shetit T) 
< 2Hi(t + s,s0/22 ,TT), (2.6.20) 
Hi (tk4j+ trti — ttst1 T) < 2E (t, 30/2”, T). (2.6.21) 


由 (2.6.19) 和 (2.6.17) 得 


Pp! sup Sup sup |X 性 十 sie- T) — AX (tk, D| | 
PEA by r ET bg r Saiao 


{ (H(t, SO, T+, (t, so/K, T”)+H, (t+s, sof K, T*}} a} > i} 


< 8.22” sup (rAr + 1) exp(—z2/2). (2.6.22) 
Tea $0 


同 理 ， 由 (2.6.20), (2.6.21) 和 (2.6.17), 对 任意 的 x; > 0 有 
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pi sup Sun sup | 二 人 十 Seria ) 一 X ({t + sgtir TH 


TEA b pe T ile y US #8 ay 
aah ts 
\ 2H 二 $, 80/2 Ts 2 a 


rer] be 一 fy or . 


rea 


rf sup Sup sup LX (tees, T} 一 X (ters, T)|/ 


TEA by PET Shy p OS eS ag 


< 5 sup (r'r 


= 十 1) exp{—-27/2}. (2.6.24) 
TEA 


oO 


由 (2.6.22)—(2.6.24} 得 


1” = - | 
a o i 


Pt sup sup sup x+- X(t, T)If 


rea b, rSPsta, T O< #5 ag 
ae sp, T>) + Hilt, &o/K, T*) + Al + 3 sof K. I” ))z 


+23 ( (Hy (t + 8, 89/277, 7") + alt so/ P Tas b> i} 


:7 三 0 


< 8 sup (22r = Pur rar +1) (2 exp(—x* /2) 


TEA Sg 
+ eee exp(~2}/2)). a (2.6.28) 
j=0 


4 x? = g? + 2454? ih (26.15), 对 充分 大 的 上 和 任何 z 21 有 
(E(t, s,T*) + H(t, so/ K,T") + H(t + 8,90/K,T")) 2 


+2 > (Ay(t + so? T*) + H(t, 89/2?” ;T*))z; 
了 了 一心 


< (Hilt, so, T") tof) Hilt, 60,7") 
,62 


十 (==) omtt 十 s,£89,1") ) 


+2055 (s)he (et) 
=) 


Wu - 


二 260 (sors) Hilt, 0,7") +28) 
< (mm T*) + H(t+ s,£80,T*)) 
(e(+s0(0+3)) Lee") 
2 > (= + 1)2-07 4) 
< < (H, re, so T*) + Hift + 8,630, T") (1 + ez, (2.6.26) 
和 
3 gti) xp (— 22/2) 
j=0 
= exp (-7)2 DOO < Cfe)exp (- =). (2.6.27) 


综合 (2.6.25)—(2.6.27) 得 


P: su su s __ AEF DA KET O 
TE bretb 7 OSs so r{H (t, so, T*) + Hilt + 8, €80,T*)} 


21+e)s C(e) sup (rr 7 +1} exp ( (— 2/2), 
TEA 
这 就 是 所 要 证 的 . 
为 了 研究 X(t) 同时 关于 +t 和 的 增 量 ， 我 们 给 出 另 一 个 
关于 X(t v) MAREAR. ic 
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Aa lt, S, u, t, K) 


=2 H; (t,8, v 一 T, =r) 十 2H,(t,s,v 十 世 一 


十 H(t, 2,v,or{1 + =)) +2Ha(tts 一 


这 里 以 及 本 节 的 余下 部 分 中 ， i uv <0, id 
Halt, s,v, u) = He(t, 3,0, u}. | 


命题 2.6.2 it 古人 iso 可 对 s 和 u ARM. 假设 对 任何 
t,# o>v>w>0 有 o 
EX(Rit, 8,v',a — v')) X (R(t, s,v,a — v)) 
> EX’ (R(t,s,v,a — v)), (2.6.28) 
LASEH co 和 a, RAT ETO < 8 < s1 Sar, 0< vs dr+cr, 


0 < u < 2er, |t| < br 成立 
Halt, svu) og alt: spu u) 


2 4 (2.6.29) 
则 对 任意 的 0<s <1, 存在 只 依赖 于 £, co, a 的 常数 Cle), 局 得 
a en i sa 


{ Ha(t,ar,v,er(1 +¢))+3Ha(t, ar, v — ecr, 2ecr) 

+ 3Ha {t, ar, v + u — eer, Zecr) + H(t, sap, v — €er,o7 (1 + e)) 
+ H(t, car, v + u — cop, er(l + e)) 

+ H(t + 3,ca7,0 — car,cr(1 +£)) 


+ H(t + s, car, v +u — cay,er(1+e))} > (1 +az| 
dr br —z* /2 | 
< co(2 + 1)(= +1)e 
IHE z > i 成立. 


- f4 . 


证 明 > 


t22 0 k+3 
tk+j = (| | + i )ar/2 n, 
ay 


akti 
PF 


Ukyj = (= | 十 1jer/22 


我 们 有 
xX (R(t, s,u, u)}}| 


<|X (Rte, (t+ sp ~ tes vy, (v 十 站 天 一 vk))| 

+ |X(RE+ s, (t+ sly — (E+ 8), vh (v + We 一 0) 

+ |X(R(t, ty — t, vh, (0 + we — Vk) )| 

+ |X(R(t, 3,u, of — v))| + [X (R(t, 8,0 + u, (v tu), —(@+4)))| 
<(X (Rte, (t+ sk — tes vp (v + udk — Ve) | 

+ 人、 \X(R((é + 5)ea jer, (t+ S)k+i 


j=0 
— (t + Skiti: Ug, (U + uy — vy)! 


on 
十 > |X (R(tk+j+1, tet 一 te+g41s Ves (v + ut); ~~ 0%))| 
j=0 


+| X(R(t, 8,0, vp 一 v))| + |X (R(t, s, v + u, (v + a), — (ut u)))]. 
(2.6.31) 


由 (2.6.28), SERA v 2o v tur tw 有 
Ho(t,s,v,u) > Halt, s,v',u'). (2.6.32) 


由 (2.6.32) 得 
Holtz, (t + 3), — tk, Vk (v + tt) — vh) 


<Holt, s,v,u) + Ho(t + s, (t + sje — (t + S), vhs (V + uk — Yk) 
+ Hat, ta — t, Vp (0 + ud, — Vg) 
+ Ho(t,s,v, 0, —v) + H(t, 3,0 + u, (v + uy, — (v + u)) 


<Ha(t,s,v,u) + Haft, s,v,u, A}. 
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同样 ， 我 们 有 


Ho((t + Sprst1s (t+ Sats — (E+ SFIF1 Vi (V+ ug — UE) 
< 2H (t + s, sac (I + =)). 
Ho (thtj+1 they — ktit Ms (V + uk — Vh) 
< 2H, som ver (1 + Zy). 
从 而 ， 对 任何 >>0 和 2>0 有 


Ps sup sup sup sup 
O<etdr Suter [tbr OS scar 


X (Rite, (t + 8s)k— tir Uz, {v + ujk -~ v4))| 
a{ Holt, s, v u) + Hailt, s, v, u, KY)) 7 


<4. gn? (TF 4 1) (三 + Lje, (2.6.33) 
cT aT 


ox 
at sup sup sup sup bs x (R(t + sjetiti ltt 3 天 二 一 
种 过 二 人 Suter Hl] <b OS etary j=0 


(t + Set j+1s Yks (v + wt); 一 v4) |/ Ds x, Halt + 3, arif, v, 
j=0 


er(1 + VK) hot bea(St +1) (= +1) Sogan alsa 


i=D 
(2.6.34) 


pif sup sup sup sup 三 (Rssna = terssa: 


OSuedr OSuSer lt} <br OSaSer Lory 


Ups (V+ UY, — 罗 川 /并 se ar/2 " v,er(1+ ID j 


7=0 


> if < (2 +1) (= +1) Dees 3. (2.6.35) 


m 一 上 f] 
> E, =g“ T 2At : iF 


ox. 
3 D2 2 eX; /2 < ogle /2 (2 6 36) 


?= 
j 


GR X (Re, 3,0, uf, ~ v)) MX (RE s, v+ t {y + uh — (v + u))). 
对 任何 y > 0 有 - 


P| sup sup sup X (Reseo 


OSukdy HiSbr OSeSer 


< Pi max sup sup sup [X(R(t,s,2, 4-0) 20} 
OSS EK ST cud ists T | 相近 br OS sar 


X (r(t, 8, U, tier — vg)) | 


Sup sup sup 


KT eyg Wider [<br OSsSar 
> y}. (2.6.37) 


< > P 


1 一 性 


(Bx) 


令 d, = (t+ ljer/K. 我 们 下 面 证 明 ， 对 任何 国定 的 t, s, 


ERG s,v,d, — v))| > y} < dexp(—y?/2) 


P sup aes 
SEs peitien H(t, s, v 一 EO K ) 
(2.6.38) 
WER y > 0 AZ. 


BEY (v) 为 一 个 独立 增 量 过 程 , 满足 Y (d,o) EX (R(t, s, v, d,—v)) 
对 icr/K < v < (et Ver/K RE 则 对 任何 w >v A 
EY (d, — v)¥ (d, ~ v’) 
= EY?’ (d, —v) = EX? { R(t, s,v,d, — v)) 
< BX (R(t, s,v,d, — v))X (R(t, 8, 0, d; — vY), 


其 中 最 届 一 个 不 等 式 由 (2.6.28) 得 到 ， 由 (2.6.32) 有 


H(t, 3, u 一 cr T ET) > > H(t, S, ra =) (2.6 39) 


对 任何 tor /K <v < (i+ Dor/K 成 立 由 Slepian 引 理 和 (2.6.39) 


> “FY > 


O IA iC od 


E week OL, ae Oo T > 


得 
LX (Ree, s,v,d; — v))| 
P sup mann OY 
icp /K<v<titler/K felt, s, v — er/K,2er/K) 
A (F(t, sv di ~U 
or /KR cu top /K Ho2lt, FU — er / K, Zori K} = 


+P -X (Rit, s, v, di — v)) 、 
SLL A T TFT 
con /Ke ve it Der/k H2l(t, 和 -ceri K, 2er/ K) <9 
y 


¥Y(d; -— v) 
< P Su CP 
{ep H(t, 5, u= eri K, 2cr/ K) 7 | 


+P sup Vidi =e) dg 
| sor /Kevel lor /kK Hlt,s,v— er/ K, žer; K) ~ 
|Y (d; — tier /K )j 
2P | 百 硬 s icr/ K, o} K)“ >y} 
_op l X (R(t, s, ier /K,d; — ter / K)) > | 


lA 


Holt, s ier; K, ceri K) 
< 4exp(—y*/2), 
由 此 ， (2.6.38) 得 证 . 
Way (2.6.25)—(2.6.26) 的 证 明 路 线 ， 由 (2.6.38) 我 们 可 得 


pf sup sup sup |X(R(t,s,v, di — v))|/ 
ter {K <itttl)crik |tl<br OSscar 


[æl (t, 3,2, K) + fo(t, s,v, k)] > if gat (+1) exp(—z*/2), 
(2.6.40) 


其 中 
h(t, s,v, K) =H, (£, sv — > Fr) 


+ 16 H(t z JE U 一 a er(1+ =)) 


avy Cr 1 
十 DA + s$, gati? Y — ertl 十 去 ))， 


on 
ay ET I k+j+i 
Ig(t,s,u, K) -0 Hl Bt) 2 
一 a € l kti 
十 - > H(t + 8, ETY ~ zoer + 元 )j2 二 
j=0 


综合 (2.6.37) 和 (2.6.40) 得 


X (Rt, s,v, vt — v))| 
Pe su su su _[X(RE 5.2% oD 之 | 
EA cb oscar aly (t, 3, 0, i) + lít, 3,U, K) B 


< 16.97" ( ve + 1) (= + 1) exp{—z2/2). (2.6.41) 
HR, RHA 


p] sup sup sup sup |X({R(t,s,v +u (v+u) 
让 Tr 


—(v+ u)))|/ [ent s,s +u, K) + i(t, 8, u + u, K)| > i} 
gati (07 di ae: 

< 16-2 ( + 1) (= +1) exp(-2?/2). (2.6.42) 
综合 (2.6.33)—(2.6.36) 和 (2.6.41) (2.6.42) 得 


P| sup sup sup sup |X (RE, S, V, v)}|/ {z (Htt, S, v, u) 
Ovedr Outer |t|<by tsar 


3 2 
+ Hata K) + Soest t s zirve 2) 
+ D225 Ha(t sever (1 + =)) +ahi(t,s,0,K) 


+ a(t s,m K) + eh(tsu+u,K) + h(t vt K)} > 1) 


<52.27 °° (cr + 1) (£ + 1) exp(—w /2). (2.6.43) 
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沿 着 (2626) 的 证 明 路 线 . 申 人 629) 我 们 可 以 可 明 对 充分 大 的 k 
AIT Ale > 1 有 有 


(Halt, stu) + Hallt, as, v, u, K }) 


+ A +s, mo HET (i + Z) 


+ 2s, Hs (t, amter (I + =:)) + wi, (t, 3,0, K) 
+ plt s, v, E) + aly (t,s,v +4, K) + Lolt, sotu K) 
S$ (1 +e)e{ Matar v er(1 + £)) + 3H2(t, ar, v ~ eer, 2ecr) 
+ 3Hz{t, ar, v + u — ecr, 2ecr) + Haft, car, v — EcT, eril te} 


7 


+ Halt, car,v +u — eer, cr{l + e)) 
+ H(t + $,ea7,v — EaT, crT(l + e)) 
+ H(t + s,eap,0 + u — cap, er(l + ¢)), (2.6.44) 


从 而 由 (2.6.43) 和 (2.6.44), (2.6.30) 得 证 . 
类 似 地 ， 可 以 证 明 


WM 2.6.3 设 4ERHoao>0co>0 假设 H(t, s, v, u) 
对 s $e u IE, IHTT tsa > uv > v’ > 0, 
X (R(t, s,0',a — v'))X(R(t,s,v,a — v)}) 
> EX? (R(t,s,v,a — v)} 
Ri, PLA AER c 和 a, RR T EA, 08 < 81 <a 
O<su<dprpteg,0Sus 2c0， lti < br 成 宇 


Holt, a, Y, u) Z Hít, S} 1 Y, u) 
“一. 
Se st 


则 对 任意 的 0 <e <1, 存在 只 依赖 于 ©, c a 的 常数 Cle), 使 得 
， «70 - 


ETc > lA 


pÍ sup sup sup sup sup [X(R(t,s,v,2)}|/ 
TEAS eddy Zuco 0a<br [t| Sap 


{ Ha(t, ao, v, coll +¢)) + 3e(t, ap, V — eco, Zecco) 
+ 3Ho(t, a0, V + u — ep, 26e9} + Haft, cap, Y — Eco coll + ¢)) 
+ Ho(t, Eag, v + u — ecg, coll + €)) 
+ Ho(t + s,¢a9,v — Eao, coli + €}) 
+ Holt + s,2a9,u + u — Eao, coll + e)}} > (1+ je} 
dr br 7/2 
< C(e) sup (= +) +1)e ， 
2.6.2 aS URE 
我 们 现在 利用 关于 (2.6.6) 所 定义 的 过 程 X(t,v) 的 大 偏差 结 
定理 2.6.1 it Ai(t,s,T) = Hi(0,s,T) =: Ho{s,T) (Ys > 
0,]t| < bp + ar), S4ET o > u fot, s MRS 
EB (X(t + s8,v} — X(t, v)) (X(t + 8,u) — X(t, u)) 
> E(X(t+s,u) — X(t,u))’, (2.6.45) 


HLA BIER co 和 o 使 得 对 人 性 何 0< s <s, <ar RE 


Hols, T) . o Hols, T) (2.6.46) 
~o Ta 0 se F DO, 
进一步 假设 
l 
log log (ar + 5) = of log z), T — oO, (2.6.47) 
1 
log log (Holar, T) + Went) = of log ), T — oo (2.6.48) 
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HIHET j Al, s> 0 F 
E(X((j+1)s, 0) — X (js, v)} (X (t+ 1s, v) —X(is,v)) < 6. (2.6.49) 


则 有 


üm [X(t + ar, Ty} 一 A(t, T}| 


sup OA n as, (26.50 
To pected, Holar, T)(2 log(by /ar))1/? as ) 


Xit +s, T) — X(t,T)| 
lim 一 -一 一 -一 一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 - 一 Ss. (2.6. 
T= lel <br o<ecer Ho{ar, T)(2 log(br/ar)) 1 as (26-51) 


WERA 首先 证 明 


Xit +s T- X(t, T) 
limsup su sup 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 < 二 
T+o0 ob. Desar Hotar, T}(2 loglbr/ar)) 7 oe 


(2.6.52) 
对 任意 的 0<  < 1/2, 由 (2.6.46) 存在 常数 N 使 得 
Holar/N,T) _ (2.6.53) 


Hollar, T) 
. et ， 
41<6@< min(l+ $,1+ §). 记 
A, ={T: 6 <ar <6}, -o <i <o, 
By ={T: 0 <1+bpfar <t}, 7 =0,1,2,---, 


Cki = {T : 0f < A(T) < ett, ~oo ck < on. 


显然 ， 由 (2.6.47) A: 4T > oo tf, br/ar > o, 且 对 充分 大 的 小 
当 和 > 9" Bt, AB; =0. 同样 ， 由 (2.6.48) 我 们 有 ， 对 充分 大 的 
fj, 当 lkl > O° 时 ， A, BC, =O. > Thij = inf{T :Te AiB; Cki} 
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M ITiu = sup{T : T € AiB;Cri} 从 而 


limsup su p |X (t + 8, T) - X(t, T) 
Trot sor od Holar, T)(2log 2E)172 


. JX(t+8,T) ~ X(t, T) 
< limsup sup sup sup Tr n 
jroo TEB; |t|<by 0<s<er Ho(ar,T)(2log 2} 1/4 


. I(t 十 3,7) — X(t, T)| 
< limsup max su sup sup Tr 
jooo WIS?" TEBA, tbr OS £ar Hofar, T )(2log oe }1/2 


< limsup max sup sup sup Q +e) Xit +s, T) — X(t, T) 
© jœ lilat TEBA; |t]<bp Os ggHti Hy(@'+1, T)(2 log 8}? 


<limsup max max sup sup sup (lt+e)|X(é+s,T) 
jooo SOF [ALSO TEB; ASC, [t]<byp OX 2 cert? 


xD) [en Teoe 0 


<limsup max max sup sup sup (1+e)*|X(t+s,7} 
jroo MISO! Ik|<0° TER; AC: [| <br ozs goti 


- X(t,T)|/ |H (6+, Té,;)(2log gi jt? | (2.6.54) 
由 命题 2.6.1 和 (2.6.53), 并 注意 到 Ai (t,s,T) = Hols, T}, 我 们 得 


"| sup sup sup [X(t + 8) - X(t,T)|/ 
TEB; AC; jt])<bp OSs cgiti 


| Ho(6*!, TRC log 7)? 2 (1 +2e)*| 


i 二 ] 
< a 
< Cle} < aC +1) exp (—(1 + 2e} log # } 


< Ole i. (2.6.55) 
从 而 


pÍ Tak may sup sup Sup Xe + 5,7) - XET) 
SO" [MSO TEB; A: Ces [el <br osaset HolO t., Ty, ;)(2 log 7 ) 


>.(1 + 2e)4 ts OE. (2.6.56) 
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由 (2.6.54), (2.6.56) 和 Borel-Cantelli 引 理 得 


| X(+ 8,7) - X(T) s 
up ap, SD, Holar, TM 2log(br Jaz)? <1 4%) aS 
(2.6.57) 
由 e 的 任意 性 ， (2.6.53) AHE 
下 面 证 明 
X(t + ar, T) - XET) 
Pesan Octo, Holar, TH2 log(by /ar))/? 21 as (26.58) 
注意 到 
en inf IX(t + ar, T) — X(t,T)| 


T> ote, Holar,T)(2log(brar))*/2 
2 Ea ie reba. o<tcby 7 rne nts ay 
t+1 
= z in iat is reba acter (EGER one 
iH py _ 
~ limewp Ie a or ioe 
二 (人 十 于) 让 直人) 一 二 人 DT 人 | 


~liminf inf inf [一 -~ 一 -~ | 
了 -co hlar TEB; A; o<1<gi—2 {1 + ¢}H,(@'+!, T)(2log @syi/2 
~limsup sup sup sup sup 
jaw fil Cots TEB; A; ap St<by tar O<2< (0-10! 
X(t + 8,7) — X(t, T) 
H(t, TB Io Oj? 26-59) 


WE (2.6.57) 的 证 明 路 线 ， 由 (2.6.46) 我 们 可 权证 有 明 


LX (+s, T}-X (t, T) 


limsup sup sup su su 一 一 
joo 村 | 区 Der TEB; A; rt tor n Wo: Ho(#+1, T}(2 log 03 )1/2 


< lim sup sup Sup sup sup 
了 ce hilgo TEB; Aj ay St<br+or 0S 2<(0-1)6 
e[X{t + ,T) — X(t,T)| 
ee A ， 6. 
Hy ((6 — 6, T)(2log Gye =" 5S (2.6.60) 
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iW YT) = XU + hoe Tye XU Th S ZT) 为- 


个 两 参数 Gauss 过 各 ， 满 足 ， 对 每 个 固定 的 [2(L.T} 是 独立 增 


HAEE ZT) & Y(T) EZULT)Ztn,T') = EY(L TY (m, T 
(+n) 则 由 (2.6.45) 有 
EY (UT) = EZT). 
EYU, TYY (n,T) = EZU,T)Z(n.T), 
EY(LT)Y (n, T°) = BZUL,T)Z(n,T"), Vi#n, 
EY(L,T)Y(,T') > EY? TAT) = EZ, TZT). 
从 而 ， 应 用 推论 1.2.2 得 


Y(LT) 1 
-区 
Pt rant a, o<te es 2 Ho (+1 T)(2 log #3 )1/2 一 ae 


Y(T) 1 | 
= 工 一 > 
AMAN J. URET P)(2 log 63) 1/4 =a 十 TE 
Za, T) t | 
E (nN, 站 ct 所 人 一人 (mOr Tie Bl ~ {l +e? } 


(i, #) l 
=P ae . (2.6.61 
[rinta yt octe- 一 全 Ay{ett, T)(2 log @7}2/2 ~ (ite)? 5 I 6.6 ) 


由 (2.6.48) BS, MILAM 7, klz mh, CeBi = 0. 从 而 


Ping ape oe 1 | 
TEB; Aj oeie- ž Ho(ett, T }{2 log @ ) 2 一 (1+)? £)2 
i __ 4,7) 1 
< aT) 
之 P| Tes; Ut Ce. octegi—? Ff,(e*+!, T2 log G3 )t/2 一 (1 ase 
ZL, Ty.) F; 
< P max - - t < 
ET Lott Ho(@*", TE, }(2 log 69) 1/4 EE 
+ > pi m o hT) AD 
UE ste 2 TEB, A, Cri Holet, Ty, (2 log tI)? 
Ge 
=F 2.6. 
> aF) (2.6.62) 


: fo > 


FRR AEN i ZELT) 为 独立 增 量 过 程 ， 我 们 有 
E(ZU, Tgl) — Z0, Tli) = E271, Ty) — EZ, Thiz) 
= EY? (l, Th) — EY? (l, Tp) < PFD — 0% 
< (6° p DEY (i, Te) = (9? E 1) Ao ACE Tez) 


从 而 
PL max ZUT -ZED > e 
Pe? galtagi * TEB; SAP Ce. Ao (@t!, TE, ;)(2 log 67) 1/2 一 (1 +E)? 
gi-2 
|Z (, Tki) ~~ Z(t, T)I 3 
S 2 名 Plies TEBA Cr: Ho, Ty, )(2log est? 二 3) 
62 Teee >E) 
O RIZOS 10 Holt! , TH )(2 log 67 )1/ — 2 
— e* log #? 
-2j 
<15 Sew(- mn) (2.6.63) 
klag l=0 
这 里 用 到 了 条 件 1 << 1+e/32. 由 (2.6.49) 和 Slepian 引 理 得 
2 TRiy) ed 
£ . 
Ps 
[ez-3] ZT.) 9 
1 kay 
< 一 一 一 一 一 一 二， 一 一 一 -一 
H Í Ho( 0+), Ty, ,)(2 log 67)? — are 
[2 —*] 
< exp (— 0°74) < 8%. (2.6.64) 


从 而 ， 由 (2-6.61)—(2.6.64), 对 充分 大 的 j 


Y(t,T) 1 o; 
<W 7, 
P{ re a, osio- 2 Hol +1, T)(2log Gt? 一 (1+ aaa} - 
(2.6.65) 
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综合 (2.6.59), (2.6.60) 和 (2.6.65), 由 Borel-Cantelli 引 理 得 


inf su IX(¢+a7r,T) —-X(t,T)| | 


LPP TE — FE 86 
To ordor Holar, 1)(2log(bp/ar))? 二 (+e)? 


(2.6.66) 
由 < 的 任意 性 ， 得 证 (2.6.58), 从 而 定理 2.6.1 得 证 . 


定理 2.6.2 。 设 条 件 (2.6.28) BASHAM O<s <5, < 
ap, OS v < dr,0 <u S 2er, |t| < br + ar, (2.6.29) Re, AGE 
lim Him sup SUP sup sup 
S40 T> ltl <br tay OS ster OSeddy ter —Ser Suter 
Ho{t + s,a7,v + u, dep) + Holt + 8, dar, v +u, cr) _ 0 
Ho{t,ar,v,cr) 


(2.6.67) 
log log (arter+5-+5-) = of log (2741) (1+), T 一 oo. 
(2.6.68) 


虽 


limsup sup sup sup sup |X (R(t, s, v, u)) | /Halt,ar, v, cr) 
T00 OSvSdp OSuSer |t| <br OSs Sar 


(2( log (== + 1) (1 + <r) + log log Holt, ar, v, er))) 


or 
<1 as. (2.6.69) 
这 里 以 及 在 本 节 的 余下 部 分 中 ， Fort 1/z ; 如 果 进 一 步 还 有 下 
面 的 条 件 成 主 : Tok, I} lils bp 和 0 <u < dr 一致 成 主 
log log Bilt, ar,v, cr) = of log (br/ar + 1) (1 + dr/er)), (2.6.70) 


且 对 任何 8>0,4>0,j7+ 上 让 关 m 十 ! Re 
EX (R(js, s, ku, u))X (Rims, s,lu,u)) <0, (2.6.71) 


则 
R +, 4 1 
lim sup sup |X (R(t, ar, v, er))l n 
TH O<yddp O<tcbyr H(t, ar, v, cr}{2 log(6r/ar+1)(dr/er+1)) 
=l as. (2.6.72) 
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| [X (R(t, 3, v, u)}| 
r Pap SOP 1/2 
Deuter 02 Holt,s, vw) (2log(hr /ap + 1) (dr /cr+1)) 


:二 l] as. 


(2.6.73) 
证 明 对 任意 的 0<s< 1/2, H (2.6.67), 存在 正 数 N 使 得 对 
T>N 有 
sup sup [Ho(t+s,ap,v+u,cer/N) 


tbrtar OSvtidrtcr 
Zadar ceor/N<uter 


+ Hy{t+s,ar/N,vt+u,er)|/Holt,ar,v,cr} <e. (2.6.74) 
&1L<@<14+1/N. ig 
Ak = {T : 0" <ar < 88), -w <k < ov, 


B; ={T:# <er tl}, -oo <i < on, 


G; = T: < (Z +1)(S 41) < +1), j=—0,1,2,---. 
显然 ， 由 (2.6.68) 有 


(Z) (Et) 40, T 3 oo， 


FFAS Ba AB j, 4 [kl Se? 时 有 ALG; = 0 A BG; = 0. 从 而 


limsup sup sup Sup sup |X (A(t, s,v,u}}| / 


Too OSvddr Of user |t]<br 0SsSar 
d . 
T T 


<limsup sup sup sup sup sup sup |X{R(t,s, 
joc EL Pea, BG; OSveds OSucser Habr Oster 


vui . a(t, ar, v, er)(2(log( 2 +1)(241) 


+ log log A(t, ar. v, er)? 


<limsup sup stip sup SILp 


Sup SD 
了 一 


[kflj] aes PEA, BG, Of al af Oconee jf] <be egett 
(1 t+e)|X (Rit, su wth 
Halt,O*+1 v, Ft1) (2flog 67 + log log H(t, get] v, git) ， 


(2.6.75) 
178 . 


H (2.6.74) 和 命题 2.6.2 得 


P| sup sup sup sup sup sup |X (R(t s,v,u)) | / 
[kl ipate TEAL BG; Of utds Ou tl tr Ga ceet 


[Holt, 08+? v, 07+!) (2(log 6 +log log Ha(t, O° 4", v, t+ ))) iM “| >(1+e rf 
<Ci) > rest a (dy fot? + 1) (br /O**? +1) 
Je} Jijceed 
-exp (— (1 +e) log) 
< Ce S> GF exp(- (1+)? log) < Clee. (2.6.76) 


[Rj ff Or? 


由 (2.6.75), (2.6.76) 和 Borel-Cantelli 引 理 得 


limsup sup sup sup sup |X (R (£8 vu) 
Too Ofutdy Suter [tbr OS shar 
d x 1/2 
: Holt, ar, v, er)(2(log(—+1)(14 )+og log H2(t,ar,v,¢er))) 
T T 


<(1l+e) as. 


由 此 和 e AEE, (2.6.69) 得 证 . 
现在 考察 (2.6.72). 注意 到 


|JX{ R(t, ar, v,er)})| 
liminf sup sup Trp a fo ne BE Lae Li? 
P48 O<vSdy O<tkbr He(t,ar,v,cr) (2 log(2= + 1}{ <= + 1)) 


=> 
mint inl oes re APh a otp, X (R(t ar, v, er))|/ 
Ot 人 Ep 
b d z 
[H(t ar, v, cr) (2 log — + DU +) 
>liminf inf inf sup |X(R@, 0t! v,0°**))|/ 
joo IELIISH TEALBIG; pcucdr 
O<t< by 


[(1 + e}H2{t, OFF", v, °F") (2 log 0777) 


—limsup sup sup sup sup sup sup 
joo jkl j Eti TEAL BiG; euch tdr Ouale Oet Ebr O< scott! 
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|X (R¢E, 34%, u))| 
Halt, Ortl y — 6%, 0°F1)(2log Oy? 


—limsup sup sup sup sup sup sup 
Joo (kl hilgo TEAR BiG; 0SvSdr Oluso ti geeth tbr 0¢8<(6—1)0* 


|X (R(t, s, v, u))| 
Ft — OF PRT v, ONE lee QF 1/2 


> ktl gk pOitl i+1) 
tipin 
[(1 + e) Ha(l0tt, ot! ptt! 91) (2 log 8) 
—élimsap sup sup sup sup sup sup 


jow [k[,[2] S04) TEAL BIG; O< pcb! tdr Ofc (e—1)6 O< tsb O< sc ert! 
— Resno O 
H(t, O**1, v, (0 — 1)0°)(2 log 07 7173 


—élimsup sup sup sup sup sup sup 
jroo [KDS TCA, BiG; OS u<dr 0<u<oit! octet br 0<8<(0-1)6* 


JX (R(t, sv, u)) 
Halt, (8 — 1)0*, v, P+!) (2 log 67) M2 


=: h- h-hh. (2.6.77) 
45 (2.6.69) AHER 2R, m (2.6.70) 可 以 证 明 

h+h <2e as. (2.6.78) 
对 卫 , 注意 到 (2.6.71), 利用 Slepian 引 理 可 以 得 到 : 对 充分 大 的 j 


有 
Xx (RUH, gti pert etth)) / 


{ mn max 
mnogi Oof<m O< pen 


1 
+1 +I 4+1 gttl 1/2 
[Ho (10+, gt! pott, 9'+1)(2 log 1/2] < TE 


S lÍ o PÍ X (R(10++1, ort!, poit1, g°t1))/ 


mne Siam Spin 


[H(te*t?, Bk+1 pot, 6°+1)(2 log 67)1/27 < 1 | 


LE) 
CC 


) {m+1}("+1) 
Fra, retains > GF 


. 180 . 


< E exp(- (me n(n + e/9") 


Wm nin gi 
< 0 exp(—97°) < gmi, 
由 此 和 和 Borel-Cantelli 引 理 得 


fy > 2.5. (2.6.79} 


1 
(十 5 


由 上 述 这 些 不 等 式 ， 我 们 得 
[Xx (Rit, ar, Y, er)) | 


liminf sup 1/2 
Too yo 上 i 
E Hait, aT t, cr}(2log( 3 + 1){1 十 or )) 
1 1 
oe as. 2.6.80 


由 (2.6.80), (2.6.69) 和 (2.6.70) 知 (2.6.72) 和 (2.6.73) 成 立 ， 定 理 


2.6.2 得 证 . 
对 于 本 节 一 开始 给 出 的 例子 ， 我 们 有 下 述 推论 . 


推论 2.6.1 4 {W(z,y);-co < zy < co} 为 一 标准 两 参数 
Wiener it#2. {RGE 
1 


log log (Tar + T+ =) = o( log 2), T — oo. 


lirn =] [Wt +er,T)- WET} 一 1 2.5., 


P+ Ostby (2T ar log br) /2 


Wi(t+ 3,2) —W(t,T 
üm sup sup W+s7)~ WET) 


172 — 1 1.5, 


推论 2.6.2 {4 {W(2,y);-co < x,y < co} 为 一 标准 两 参数 
Wiener if 42, RE 
] 1 1 
log log (ar + cr terer + Ter + — + x) 
_ br or 
= o( og (E +1)(2 41), T+00 
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fy 


i |W (R(t, ar, v, cr)) | 
lim sup sup ij2 T4 &sS, 
Teo Oc ucde OS br (2arer log (= + 1)( = + 1}) 
l [Ww (R(t, 8, 0, uy} | 
im sup sup sup sup 1/2 
TO OSeSér USuSer OStSbr OSsSar {2arcr log( ÎE + (I 4 13} 


=] as 


推论 2.6.3 i {H(z,y0<2< 10< y¥< ©} 为 一 Kiefer 
it4¥, ar 和 br ALM, BA OS arp thr <1. GE 


log log (È + Tar + Fo) = o( log z), T — o. 


则 
Ait rt J — 
lim sup Etor D KET oy as, 
P00 ncebr (2Tay(t — ar) log a. | 
lim sup sup JKE+s T) -KETDI =] as. 


P>0 o<t<br OS sSar (2Tar(1 ~ ap} log 22)” 
推论 2.6.4 th {[K(z,y}0< 2 <1,0<y< 0} 为 一 Kiefer 
过 栓 ， ar, br, cr, dp AAG HR, HX 0 < arp + bp < 1 fe 


0 < ar 1/2. Pik 


1 1 
br ar Í =) 
= of log (Z + )(2 +1}), T -= o0, 


则 
K Ë i, t + 
Jim sup sup eereenrj 
+ OSucdr Ocisbr (2ap(1 ~ arer log ( $z +I +1) 
= ] aS., 


lim su su IK (Rese) 
Zuter OZscar OE PIT Bar T Nex 
=] as. 
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推论 2.6.1 一 2.6.4 容易 证 明 ， 其 证 明 从 略 . 


推论 2.6.5 7 {X(t,v);—00 < t,v < co} 为 例 2.6.3 所 示 的 
Gauss 讨 程 ， 记 


H*(ap,T) := H?(t,ar,T) = 2 [x nz) 2 (en (- A(z)ar)) dz. 


假设 存在 co > 0 性 得 对 任何 0<s<sar 有 


Hz) iy 


f < Cos f 了 (人 dx, (2.6.81) 
O<2e<T Afr) >1/s A(x) yo dT Malfa 


H. 


* log tog (47 + K + Har, T)} = of log =) ; + oo, 


ny 


bm sup ter TP- XED La as. 
formu Har, T)(2 log 22)1/? 

lim: Sy TT 11]? kerst) = XCD) _ — I a.s. 
I> _a, H{ar, T 2log or. 1/2 


证 明 ESEE vu > 0G 


EX (Et, v)X(s, uj = fo exp ( 一 A(y}lt — s|) "= ue dy, 


我 们 可 以 验证 条 御 (2.6.45), (2.6.49), (2.6.28) 满足 . 下 面 证 明 H?(s, T)/s* 


Æ (0,ar) 上 关于 s 单调 增加 ， 其 中 心 = 1/(6(co +1). + 


H= PeT =2 | op- —A(z)s)) de/s”. 
. tea - 


He Bi TDR 7 7 4 


— 7 


ka hint rrr pg r i er rH rarr "pe 


MW cH (2.6.81), HO <a < 1/(8leo +1) A 


f(s) =287°—" ( 一 af ts wea exp(-—A{x)s)jda 


T 
+f sy(x) exp(—A(z)s)dz) 
0 
>2s~9-1( — a f 了 (全 dr 
Erä T:A{r)>l/a Mz) 
_ as veh y(z)dr + Ê f (2) dz) 
0<n<T:Mz)<tfs 3 Joce<TiMx)<1/s 


ami - afco + ys / ¥(xjdx 
O<en PeAfaelolss 


7(z)dz > 0, 


5 
7 3 a. Ale}<1/s 


这 就 是 要 证 的 . 因此 条 件 (2.6.46) WE. 由 定理 2.6.1, 推论 2.6.5 
得 证 . 

推论 2.6.6 i& db > 0, {X(t,v);-co < tv < 00} AA 2.6.3 
所 示 的 Gauss it42. Gb S T — oœ 时 , ar > 0, ep — 00, 且 对 任 
何 0<z<trs<sl 有 


sup A(x} < co, (2.6.82) 
O<a<d+b 


zi (2) < coy? rly) 和 yyy < coyle)je "=, (2.6.83) 
HPO<a<l,c>o. By 


A (H(i, ap,u,ec 
lim sup sup Rear ver) = ] a.S., 
T-+00 ocvsdostsb H(ar, v, er)(2log (erar) )Y? 


LX (Ri t,5,¥, u))}| 
lim sup sup sup = 
T> gcucdd<user |t]<b0<e<ar Hlar,v,cr)(2log (crar)} )1/2 


=I! as., 


其 中 A*(ar,v,cr) = 2 foter HS (1 一 exp(—A(x)ar)) dz. 
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WE AA w M = SUPoc redtb A(x). 出 [由 (2.6.82) 有 Af < oo. H 
(2.6.83) 得 , 
d+ 
f yfr) dz < o. (2.6.84) 
i} 


BR, MO<s<1/M,O0<vt+ce<dt+oF 


sf ¥(a jd sf a (1 ~ exp { — \zx)s) ) da 


1 ter 
=5H"(s,0,¢) < | (x)dz, 


从 而 条 件 (2.6.29) 满足 下面 证 明 条 件 (2.6.67) HE. ke AE 


2 
lim limsup sup sup Z ker v + 4, der) 


= 0. (2.6.85 
$40 Tose O<vu<d+§ 一 站 CT 世相 所 个 H*(ar,?, cr) 


再 次 由 (2.6.821), RI 4 TO om, WO<vidtbO0cc<1 


一 致 成 立 
H*(ar,v,c} 


2ar rr 了 (下 GT 


从 而 等 价 地 ， 只 要 证 


lim li Secu” ?(z)az 0. (2.6.86) 
msup sup SU 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 站 . 6, 
6-0 Tosco Ov d+6/2 —déer < err ¥(ajdz 


注意 到 Y(z) 是 (0,00) 的 正 连 续 函 数 ， 我 们 有 


tE inf yix)< su T) < oo. 
i/3<xcd+tb (7) < sp, } 


从 而 
站 v(x jdz 


lim limsup sup sup vtu STE 
8—0 To if2sucd+b/2 —der Zuster i T y(x dx 


Sul 
< Jim g Pusesato NE) _ 9 (2.6.87) 


bon mfi /3<2<d+b Ve) 
: [85 - 


#2 Qc y < 1/2, -scr <u < cr /2, W 


ee te epee op 
| diz] vadez Soleo), (2.6.88) 


uter fF 


其 中 vter/3 — Ei < v + ET. 由 (2.6.83) 得 


t+utder 1 vtutdey 
— DO 
f YT < coro (ao) f — dz 
u+ t 


= a7 y(ag) ({v + u + fer)” — (v + u)*} 


< Zie +er) "tzo ((v + u + cr)? — (v+ u)®) 
att 
< 6cot + der y(o) (2.6.89) 
G 
4 O<vu<3, T<user M 
t-tir 
1/ y(z)dz = Yojicr， (2.6.90) 
toe tt 


HPvtu<sy <vututdéer. BK (2.6.83), 我 们 得 


ute vter/2 vceT /2 
[verde fede > TD id 


coy!" v 


TO 
2Co Yo 2 

ate __(( cryltie ae 

T Beg - 217 9 人 十 ep }lfa ° 0 
ay(yojer 


| 


(2.6.91) 


综合 (2.6.87)—(2.6.91) (2.6.86). (2.6.67) 得 证 . 由 定理 2.6.2, 推 
论 2.6.6 得 证 . 


推论 2.6.7 iE {X(t,v);-00 < £< 00,0 <v < co} 为 例 


2.6.4 所 示 的 Gauss it 42. Rik SAS k, pelo) A v OSE HR, 
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HARE co > 0 使 得 | 
> olo) < 《03 D pti) yk VWO<s< liv >? 


Ak @1fs Apel fs 
log log (DRD) = of log =) T > oc 


= 
成 主 ， 出 
lim sup Xl tar T) X(T) 
T>æosisi Hilar, TH2log 57 
Xit +s T- AET 


= 1 a.s., 


—] 4a.5., 


lim sup sup 
+ l 
T+ jctocesar Hilar, T2 log 二 生生 


其 中 Hilar T) =2 pa ORTH 一 ee) 站 

推论 2.6.7 Bik, H HERH AM Bg. 

§2.7 Gauss 过 程 局 部 时 的 连续 模 

Ww {X(t)¢ > 0} 为 一 个 实 值 随机 过 程 ， 对 实数 集 上 的 任意 

Borel Æ A, > 
ACA t = Als: 008 <t A(s EA}, t20, (2.7.1) 

称 为 X 的 占有 时 ， 其 中 A 为 Lebesgue 测度 ， 如 果 对 每 个 固定 的 
t, H(t) 相对 于 Lebesgue 测度 绝对 连续 ， 则 它 的 Radon-Nikodym 
导数 称 为 X(-) Æ t 处 的 局 部 时 ， 记 为 LO t) 这 时 我 们 称 XC) 的 
局 部 时 存在 ， 由 L(x,t) HEXA 

L(z,Q)=0, Lrs) < L(x t) vi2>2s202cExk. (2.7.2} 


H(A,t) = f Lix, t) dz, (2.7.3) 
A 
H(A,t+h})— H(A, t) = / (Lim t+ h} Lis t) dz, Vt,h > 0. 
A 


(2.7.4) 
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对 于 Wiener 过 程 的 局 部 时 , 己 经 有 许 儿 经 典 的 结果 . Hawkes 
(1971) 得 到 了 关于 + 的 连续 模 : S (z, 为 W 的 局 部 时 ， 则 


lim sup HO tth) = HOt) 4.8. (2.7.5) 


h>üogici-a  {hlogh—!}1/? 


Perkins (1981) 得 到 了 了 


lr t+ h} -irt 
limsup sup sup at h) =) =] as. (2.7.6) 
hoo: O<t<1-h—-cocarcos {2h log ;-} f 


Csáki, Csörgő, Földes 和 Révész (1983) 证 明了 在 (2.7.6) 中 可 用 
limpo 代替 limsup, .9, 并 且 得 到 了 下 述 结果 ， 


定理 2.7.1 BhO<ar ci TAT > O see BR, Rit 
ar/T PË. RIM ce RR 


(x,t + ar) — r,t) 
lim su ou <4 as. (2.0.7 
Too 0<t<T -ar {ar (log E + 2log log T}}i/? ( 


并 且 
limsup sup I(x, t + ar) ~ lz, = | as. 


su 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ~ 
Too O<i<T -ur Loste {2a7 (log £ + log log T) H4 
(2.7.8) 


进一步 ,如果 还 假设 limr_ oflog 4) / log log T = œ, BY (2.7.7) 和 
(2.7.8) 中 的 limsupy_,,, 可 用 limr_ ,oo A. 


在 (2.7.7) 和 (2.7.8) 中 取 ar = T, 我 们 得 到 由 Kesten (1965) 
证 明 的 重 对 数 律 ， 即 对 Wiener 过 程 的 局 部 时 U,-) 有 


i(z,T) SUP soc p coy tla, T) 

hm 一 一 一 一 =! i ed 四 

PP (QPloglog Ty? pre (2TloglogT)? 一 
(2.7.9) 


在 这 一 节 中 ， 我 们 给 出 关于 Gauss 过 程 {X(t > 0} 局 部 时 
Liz, t) 的 类 似 于 (2.7.5), (2.7.6) 和 (2.7.7) 的 结果 ， 这 些 结 果 是 由 
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Csörgő, Lin 和 Shao (1995) 得 到 的 . 
2.7.1 Gauss SUR RABE AHR ih it 
设 {X(t > 0} 为 一 个 零 均 值 、 具 有 平稳 增 量 的 Gauss 过 
te. wW 
ot(h}= E(X +h) X), th >. 
我 们 知道 (参见 Berman 1969 和 Geman 1976): 如 果 
f ds “OO vt > 0, (2.7.10) 
o a(s) 
H X 的 局 部 时 Lie t) 存在 . 此外， 如 果 o*(h) 连续 并 且 是 在 (O, 1] 
ERE, M X 的 局 部 时 Let) 存在 且 是 几乎 处 处 联合 连续 
的 (参见 Berman 1972). 
下 述 定 理 给 出 了 Let) KF t AAE RAE IAT. 


mM 27.1 i {X(t)t> 0} 为 一 个 军 均 值 、 有 具有 平稳 增 重 
& Gauss it 42, A X(0) =0. 记 o2(h) = E(X(t+h)-XQY. BR 
设 o7(h) 非 降 且 在 (0,40) LAM BR, HERA < a < 1/2, 
co > 0, ho > O 成 立 


a{ah) > ega*o(h) VO<a c1O<h < ho (2.7.11) 
则 对 任何 0 < h < ho, ER fitt m>1 有 
E(L x,t +h) 一 L{z,t))” 


m x2 
< (E {ml} exp ( — aT) (2.7.12) 


为 了 证 明 这 一 命题 ， 我 们 需要 一 些 引 理 . 
= | 理 2.7.1 it Eis ,En 4) AIL ES, Ay, 为 
elegy Ze. M 


[Anl < |An1|Varé,, (2.7.13) 
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其 中 JA 表示 Ay 的 行列 式 
证 明 记 A, = (ay: 1 Sij Sn}, AP ag = Could; g) IE 
意 到 
(Gin. t+: ,Qn jn) ins 1 Anl) 
APIE RE, IIS 


lAn] =| {ai m Cm ng ,于 过 让 过 用 一 1) Varé,, 
Urr 


=|(Cov(¢, uisu g, isbn) ,1 <ij<n- L) [Varg 


(hie Gin 
=|(agj.1 Sij Sm — 1) (ain nn) (en ann 
Farn 
Sjap ELJ Ene lhi Varg, 
=|A,_,|Var€é,, 


(2.7.13) 得 证 . 

引 理 2.7.2 设 B,=(Bbjl £ ij < n) fe Bn- = (b2 £ 
?3 < n) Fp FAB FEN. 假 证 对 组 个 < ? < Fe 有 bi = er LAE 
Rl 


Bal > (ul = $ Pal) Bas |> lanl [T (iel — 32 Bast). 


1 二 1 7 一 ?十 1 


HERH I, Price (1951). 


引 理 2.7.3 设 {£(f);t > 0} 为 一 个 夫 均 值 、 具 有 平稳 增 量 的 
Gauss if #2, H £(0) = 0. ia (h) = E(titth) EGH. 假设 o (A) 
非 降 且 在 (0, ho) EA ORR. IEL th < tye <o <ta St t hy 
& An 为 Elti s Elin) HAA EER W 


An] > (1/2}*o?( 6) [] (ti — ti_i). 
+ 二 2 
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证 明 ”由 o2(h) UE RHE] O<acbce<dcho tt A 
ood a) +a7%(c — b) < a? (d —b) + 0% (c — a). (2.7.14) 


令 An rt Eiti Elto) 7 Eiti) a, Eltin) _ E{ina) WIHA SE 
阵 ， 易 知 |Anl = lAn]: 
记 An = lmp l E iG nh HP 


ail = E£ (ti), 
arn = BE(t Elt) ~ Elk-  2St SN, 
Qi = E(t) — Elti (ECs) — Elti) 2 S47 <2. 
4l<ci<jgcnihf, H (2.7.14) 有 
ais =; (07 (t; —f;_ i) 十 加 (tj 1- ti) 
— a(t; — tj) -o°(tj-1 - ts-1)) < 0; 
“rpei<nh, Be (2.7.14) 我 们 有 


= (ci (ti — ty) to? (t,) — ao {ti — ti} — o" (ti-1)} /2 < 0. 


从 而 对 i<icn® 
> ool- D oy 
2 二 1 十 1 j=tt+l 


= — E(t) — €(f;-1) }(E(tn} — Elt h 
=; (o7(ta = ti) + ot — ta) ~ Ota — ti-1)) 


l l 
<50 ht: —tj1) = a Ati (2.7.15) 


Hb 4,-0,t 2<i< nF 


Tas =- Yay = -et f(t) — Elti- Elt) 


j=l 


一 了 (4 — t31) — EE (ti) + BE*(t-1)) 
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1 
S50 fiti — ti_1). 


因此 对 每 个 1 isn RY 


jasil > Y Jas. 


iwi 

由 引 理 2.7.2 和 (2.7.15), Seite TRUE. 

如 同 Berman (1969, 1974) 一 样 ， 我 们 利用 Fourier 分 析 来 研 
完 局 部 时 + 
f(u,t} = f "= dy H([0, z], t) = [exo ds, 一 oo < u < 00, 

— ü 
为 占有 时 H([0, 2], 的 Fourier 变 搞 ， 我 们 可 以 把 去 (z 明 表示 为 
fiu, t) 的 Fourier 4A, 
L(z,t) = ve cafe t) du 


-f fe i pie *(s) du ads. (2.7.16) 


引 理 2.7.4 ik {X(t)t > 0} AFE, AAPA 
Gauss if 42, EnA ERA wh) Aml 为 一 素数 ， 
R(s1,°--,8m) 为 X (81), X (sz) 一 X (31), > X (Sm) — X {Sm—1} 的 
tA BABE, WHET 2 CR, t> 0 feh> 6 A 


ay t+h}— E{x,t)}” 


yr" if f ( y? ) 
= —) Trl exp a 
tig) ise ay, Sith 2E X*(s1) 


ee) Sm)| /2d81,- ,sm. (2.7.17) 


LE RA ia vy = Da; te 1S 7 Sm, V = (Vi Um). 利用 
(2.7.16), WE 
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E(L(@,t +h} 一 Lir, t)” 


BILL Lo Look 


Trl 


“EAD > ujX(s;) ) du, ree dumasi v dsm 


了 一 二 
a woh. 
= | — mt ff / of exp(-222 
27 上 二 =~ On 
tt) 


Eexplivi X (sı) D vi(X(s;)}-X (s31) dvr --du,,ds,---ds,, 


了 了 一“ 
] TH TKA TI 
=(5-) mt fof f -| exp | — izv: 
二 — CK — o 


1 
- ZV Rs sm)V | doy dd 
为 证 (2.7.17), 只 要 证 
nm (a) | 1 P 
z exp | 一 io — SVR(81,---,5m)V"] doy don 


<(2m)™/? exp ( JIR(815-+-, 8m)? (2.7.18) 


T? 
2EX2(s]) 
车 |R(s1,… ,sm)| = 0, 显然 有 (2.7.18). 因此 我 们 设 |R(s1,…, sm)| 
> 0, BP RR(s1, 3m) 是 正定 的 ， 从 而 Rsi ssm) 也 是 正定 
的 ， 令 (Yen Ym) 为 一 个 零 均 值 、 以 R-1(s1,.…, Sm) 为 协 方差 
矩阵 的 多 维 正 态 变量 ， 则 (Yi,… Ym) 的 密度 函数 为 ， 


(z) P Risi, n Sm)" exp ( E =VR(s1, wee Sm) V}. 


从 而 
Ct ur 1 i i 
tee exp | — devs ~ 5VR(81,-++58m)V"] dey do 
=(2r)™ P] R(s1, e, 8m} 2 Be tY: 


= (2r) R s, Sm) [T eT BYE (2.7.19) 
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ta R{ 5i, sn) = (425.1 所 t, j < rt). W| 4 | Œ 2.7.1 得 


Hyi < 4,3 < ne} ~ l 1 


EYF = > 
! [和 < t, J < rn} E T11 EX (81) 


(2.7.20) 


由 (2.7.19) 和 (2.7.20), (2.7.18) 得 证 ， 从 而 (2.7.17) 得 证 . 
命题 2.7.1 的 证 明 由 引 理 2.7.3, 2.7.4 和 (2.7.11) 得 


E(L(x,t + h) — L(x,t))™ 


yn" 
< (到 fof 
2 gy ag 4 Sith 


exp(—a2? /2F.N7(s,))2™ J 


a(s) [E 9 O(8; — Sj1)} “1° 


G meo (i 
E wel 
R 2a°(t + h) flay ae 十 


l 
Oo ds dem, 
alsi) [pia (83 — 83-1) 


2\m/2 
= (=) mi™ exp ( — = 33 ) J | 
n TH Qa t ay Cim = 1 


l 
o(sih + t) [TF 一 2 o({s; — 8j Da” 


< 1) (t+ A) JE f 
AT (h + t}om— Hh) eo Oa PES | 


1 
sf [jets 一 8341) 


通过 一 些 初 等 的 计算 (参见 Ehm 1981), X} b; < 1,7 =1,---,m 


一 4 


Af 


-- ds, 


1+*' Sem 


ds, + dsm. (2.7.21) 


fh 8m 21 j [Tess -sm 1) days ds 
= (I[ra -6;))/P(1+m- Sa). 
一] j=l 
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HPT) A gamma ee. 从而 


Bietan- ey < (B) mich)” 
rl (1 — a) 


-exp(—a? /207{t + #)) 


By, 40<a< 1/2, 


Til—a)< — < 4, 
ERB PCy) 在 (372.cc) 上 非 降 ， 我 们 有 
CA + ml e) > Pi + fm(1 -oD = Imt{— a)i 
利用 Stirling 公式 得 


minal < (TT x) ualy sane)” 
从 而 


| 16h ym 2 
E(L(a,t+h}— Lz, t)" < (so) (m!)* exp ( sam): 


(2.7.12) 得 证 . 
对 平稳 的 Gauss 过 程 ， 我 们 有 


命题 2.7.2 i (X(O;t = 0} 为 一 个 堆 均 值 的 平稳 Gauss 过 
程 且 已 X2(0) = L. 记 o2(h) = B(X(t + h)—X(O)YP. 假设 o lh) 是 
(0, ho) 上 的 非 降 目 函数，c (ho) S2 满足 条 件 (2.7.11). 则 对 任何 

0< hho ER fiT m>2 有 有 
16h 


Zh) —— ) ime exp{—z"/2). 


(2.7.23) 


证 明 BA SRS 2.7.3, 上 述 命题 的 证 明 与 合 
题 2.7.1 ZEAL, BAR. 


E(L(2,t +h) - L(x,t)y™ < o(h)(—— 
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St 2.7.5 ik {£t)¢ > 0} ABN -P AR Gauss 过 程 且 
EE (0) = 1. i o7(h) = B(E(t + h) — Elt). AIR ath) A (0, Ao} 
Eim RR o lho) <2. Sh PS ty <t <e <ty t+ ho, 
& An 3 Elh fin) HBA AS, A 


[An | > (1/2)" JJ oi ~ ti~1). (2.7.24) 
i=—2 
证 明 令 A, HH Elta) E(tn—1) — E(tn), °° E(t) 一 E(t2) 的 协 方 
XERE m |4,,| = Anl 余下 的 证 明 与 引 理 2.7.3 的 完全 类 似 ， 故 
MaRS. 
iF AS FEMS BA Gauss 过 程 的 局 部 时 增 量 的 最 大 值 ， 我 
们 有 下 述 估计 | 
命题 2.7.3 ik {Xhi > 0} AAE, HAPS 
的 Gauss it #28 X(0) = 0. 48 oth) = EIX (t +h- XG. Gk 
o*(h) 为 [0,1} Resse Bet, MRO<a< 1/2 fee > 0A 


glah) > cga®a(h) VO a,A <1. (2.7.25) 
Madey Oc ASL O<t sc lst eee mS 4g 


Esup(L{e.t +4) — L(x, t))™ < Ch We (TS) mies, 


(2.7.26) 
其 中 Cy = 5000(1 + 0 (2))e5 7207 4/3(2). 

为 证 命题 2.7.3, 我 们 还 需要 一 些 引 理 . 

引 理 2.7.6 i {X(t)t > 0} ALIA, AAPA 
Gauss it, REIS ERARA o ih Sm > 4 为 一 偶数 ， 
R(51,-°+,8m) 为 六 (581), XA (s2) 一 和 (81),…, X (sm) — X (sm-1) 的 
iA EKR WRIT O< 6 <1 zy>0, t20 k>0 Á 
E(L(e+y,¢t y +i — Liz + y,t) — L(x,t + h) + Lis, t)" 


<3( ~~) mily es fe f (- z } 
exp r 
(z (Say ago Cag Ett 4EX? (s1) 
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Rls, Sen)! + 99/7 dsi ++ dsm, (2.7.27) 


其 中 


(v3.1 Sij < me — i) 
lvl cig sm) 
rip < 4,7 Sm) 
(vg l S497 Sm) 
_ (ya l Sij Smt F 2) 
[和 
Risy,-° Sm) = (ij, 1 < 二 rt). 


Pm = 


Pl = 


证 阴 mh (2.7.16) 得 


Ez+yt+h)—-L(et+y,t) Lætt A) + List) 
l ith | I ary 
-二 | (emilet) _ em iuryeiX(s} duds (2.7.28) 
E — oS 


te y= i=; uw, 1 < j < m, v= (@1,°°°, Um) Umil = Q. 由 
(2.7.28), 可 写 


E({L(a+y,ith)—L(aty,t) — £(2,t +h) + L(x, t))™ 
lym tthe i+. om op Mt 
_ f o, o —aizty}u, _ omitti; 
(sz) j j J. / [le -= er) 


- E exp (i Su) X(s,)) du + tin dS] ~~: dsm 


2 二 1 
lam , . Mo Do 一 
一 (=) m! | = J of | [fee 
ri ta) gad ase, Stith — Om — piri 


2!) E exp i x(a) tiS (s;) — X(s;-1))] 


j=2 


++ iby dsi- dsm 


) 六 J / aod. 
( 云 ) bay gg ee Sm Eth I. 
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FIL 
P(e tet — vi+1} an eTit 一 tr 13) 
jal 


-exp ( 一 >V Rlsy + ,sm)V’ }dv -dumdsi:..dsmn. (2.7.29) 


iF (2.7.27), 只 要 证 


OM 一 = . r 
i =| f f [peT irr) _ ei 741) 
— oo -æ j=1 


. ] | 
+ Exp ( 一 3 Rls, n Sm) V” dey i 0m | 


2 
中 一 于 
-11 中 
IGI) (s1 es Sm) 
yl pep + pe). (2.7.30) 
者 [R(s1,---,3m){ = 0. 则 (2.7.30) 显然 成立. 因此 我 们 可 设 ACs, 
Sn J > ü. BN Ris, + San] 是 正 乍 的 ; 从 而 Rits!, Sm) 也 
Ee. £ (Yi Ym) ADA LA RT so tsm) ADA EAP 
ERZES, H Yee = 0. 则 
I =(27)™ Rs , Sm) 
, |E JJ (eitn) 一 e+] 
j=l 


IDA) exp ( 


<(2r} P Rer ++, 8m)) 7 
; E [le ete ern L etry P f $ 
J=ż 
E(N -ee 区 二， 
i 
< (20)? Rs r Sm) PE eT — 1| 
|B((e tO) es) , Ym) |} (2.7.31) 


注意 到 给 定 Yo Yma 时 ， N HARSH EARTH, ASA 
条 件 均值 ENY o mh FEBARAAE 


EY T EA(Y,|¥2, | Ym) = y’ 其 中 11 一 EHX * (s1). 
lL 
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Mit, A 


JE ((e ety —¥2) _ eV) ly), wae ,Yn ) | 


Yn) - ety) 


=| exp life + y)Y2 — ile + BN I%2, ~~ oy: 


— exp lisy, 一 证 此 (| 2 z | 
kl 


2 
<| exp igs — yE (Yil Y2 s Ym) — Stul y) _ oe /2ms 
Li 


十 
< exp | - (ery my y) FTW) exp liyYz — iy E(Yu Yn, ,Ym)| — 1| 


+ fexp |- me | - exp | - z] 


< exp ( 一 Z) yl? (|¥2I° HIEI Y °°, Yin) |) 


+ 2exp ( — o) | 
< exp ( - 2 )lv (m HEA + an) 
(2.7.32) 
这 里 我 们 用 到 了 不 等 式 ， 


et ee < ae /2((a -bHAD, va>b>0. 
由 (2.7.32) #0 (2.7.31), 利用 引 理 2.7.1 我 们 得 


m 一 x 一 
T Con) Re sem) exp (一 下 li 人 ie -1 
站 


2 
(val + IE(Y Yz, Ym)? + <n) | 


Yil 


<(2a)™ IRC si , Sm)| 1/7 exp ( 一 E Joed Ya 


2 
(mar + |E(Yi¥2,-++, Yon dl? + =) 
Tit 
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2 
一 at: 
S(2n)"/7|R(s1,°--5$m)|7 P exp ( — F— JWP EYR 


， 
(er + (BEY?)S/2 + a) 
ti 


2 
=(2m)"/?[R(s1,++-,8m)|72/? exp [一 二 一 和 天 
生 yt1 


(Kot LJEM- vy 
[Gare < 1,7 < m)| 
+ (SS ) 2) 
(45,1 < i Sm) nf 
2 
mf2 四 —1/2 _ 28 
<3(2n)™/|R(s1,-++.8m)|/ exp ( = F— ) ly 
(Ou Lij Em wy 
Kyl Zij < mm) 
| (Cee | 
Hyl ij < m)| 
egg! 6/2 
(Oa? ~ bd ~ mt) ). (2.7.33) 
[errr 1 < 2,9 < m)| | 
(2.7.30) 得 证 ， 从 而 引 理 2.7.6 得 证 ， 
引 理 3.7.7 没 用 引 理 2.7.6 的 概念 和 假 证 ， 我 们 有 


E sup(£(z,¢+ &) — L(x, t))” 
[(24—l} /my, —m 
cof. (Jy me ff 
2 fis, sgio sy, SOA 


(1+ /BX2(s1))-|Resz,-++,8m)|71/? $/2( 99/2 + 8/2) 
ds1 «dsm (2.7.34) 


对 任意 的 1/2 <5 <1, £20, h> 0 oR mr ARs 
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证 明 显然 


Esup(L(z,é+ h) — L(x, t)" 


<2” D E(L(k,t +h) ~ L(k,t))™ 


R= — oe 


+2” 3 E ,sup (Lk +y,tth)— Lk + y,t) 
k=— co 
— L{k,t + h) + Lk)”. (2.7.35) 
由 引 理 2.7.4, 我 们 有 


E(L(E,t +h) 一 Lik, t)” 


(去 ) mf. | exp (- -各 
NST | (Say s Cam CEHA 2EX* (s1) 
.|R{s1, Sm) lds... dsm. (2.7.36) 


由 引 理 2.7.6 和 Móricz (1982) 的 定理 得 


E sup p (Lk +y i +A)— Lik +y, t) — £(k,t +A) + L£(k,t))” 
Qy 


<3. pratt (1 7 (5) ane “(2)” m 


p2 
+ eter exp — or 
J 1/ -二 起 TEN 
ARISI t, Sm) T + po dsi dsm. (2.7.37) 


由 (2.7.35), (2.7.36) 和 (2.7.37), 通过 一 些 初等 计算 即 得 (2.7.34}. 
命题 2.7.3 的 证 了 明 由 引 理 2.7.1 和 2.7.3 得 


Pm = 207 *(5m—Sin-1); pi < HEX? (s1), pz < 207 {s3~81), 


IRIS -SmI < PH EX? (s1) o {s2281} e T (8m—Sm—1)) 1". 
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在 引 理 2.7.7 中 取 ó = 2/3, 沿 着 命题 2.7.1 的 证 明 路 线 可 得 
Esup(L(2,t +h) 一 L(a,t)}" 
1 


<8. 2" (1 - cy") ~~ mi(1 + of2)) 


| t 
J p J dar o om SEA o($1)a(82— 31) OS (gm — Sm—1) 
. (oT? 3s) + a7? H sa — 8,))ds,---ds,, 
< 16-2" (6m)™ml(1 + o(2))h™ 


fof 11/[o(sir)o((s2 — sA) gt 
ta, Caged o Sm Sith 


(lsm — Sm—1)h)] } (l0? (sih) + 72/3 sg — s1)h)dsi -dsm 
< 16-2. (6m)™- mI(1 + o(2)) Am a(k) Teg 


l fof 8) ($2 — $1) %--- (Sm 一 sm-1) /9 
OS 410830 am SE 


. (s772 + (53 一 31) 29/3)dsl -eeds 

< 32.127. m™- mi{h/o(h))™ g .og 3h) (1 + (2) 
re-7(1 — a) T701 — ža) 

= Pl + m(i — a) — 4a) 
524h ym a 
Bp eon 
在 第 二 个 不 等 式 中 用 到 了 不 等 式 1 - 2 1 > 1/(6m) {m > 4). 
(2.7.26) 得 证 . 


对 于 平稳 Gauss 过 程 的 局 部 时 增 量 的 极 大 值 的 矩 ， 我 们 有 下 
述 估计 -. 


命题 27.4 it {X(t > 0} ARIP Gauss 过 程 且 
EX*(0) = 1. (ak c(h) 为 (0,1) Lede Oe, A att 
(2.7.25). MIHE ISA m> 4 Fe Oc A<10<t<1yA 


262h )” (mire 


coorth) 
(2.7.38) 


< 5000- (1 + o(2)jeg 0—0). ( 


Esup( Lix, t+ h}— L(x, t)" < Ch. pae[ 
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其 中 Cy = 10%e, Po 7/31). 


还 明 与 命题 2.7.3 WAR, ARK. 
2.7.2 Gauss 过程 局 部 时 的 增 量 


现在 我 们 对 具有 平稳 增 量 的 Gauss 过 程 和 平稳 Gauss 过 程 ， 
纵 出 类 似 于 12.7.5) 和 (2.7.7) 的 结论 ， 


定理 2.7.2 ik ar fe by AT > 0 sR Q ee. jL at = 
suprso@r. 设 {X(t)it > 0} PEL AA ASAE t Gauss it 
42. Rik X(0) = 0. o*(h) 4 (0,0*) 上 的 非 降 连续 上 四 函数 ， iL 
AERO <a s 1/2 fo cg > 0 RFF 


glah) > œar (h) VWO<a<1ae<h < a’. (2.7.39) 
RABE 
] + 
mes +00, T - oo. (2.7.40) 
aT ) 
则 
L{a,t + ar) — Liz, t 160 
limsup sup ttar) Le) 160, 
Tice 0<tchy ar (log 3E + log loglar + ++-)) /olar) ~ “o 
(2.7.41) 


证 明定 理 2.7.2 之 前 ， 我 们 先 给 出 几 沾 直接 的 推论 ， 


推论 2.7.1 设 {这 { 则 ;tt 之 0} 为 一 个 夫 均值 ， 具 有 平稳 增 量 
的 Gauss 过 程 ， 假设 X(0) = 0, o>2() 为 (0,1) 上 的 非 降 连续 思 函 
Bi, PRM O<as 1/2 fe cg > 0 HA 


glah) > coa alh) WO<a,hk <1, (2.7.42) 


lim su OR) o h) < 160 
nso R(2loglog(1/h))*/o(h) ~ co 
£(0,t + A) — £(0,¢) 160 

liimsup sup 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 < 一 一 
hoo OZIZ] A{2log(1/h))«/o(A) — ta 


a.S., (2.7.43) 


a.s. (2.7.44) 


: Ss > 


推论 2.7.2 i {Z(t};t > 0} 为 一 个 阶 为 a 的 分 数 Wiener — 

过 程 ，0 <a < 1/2, PCA—-A BI, LAP TH Gauss 
it4Z H oth) = k^. W 

lim sup OY _ 

noo Al-@(2loglog(1/h)}™ 

L(0,t + h) — L(0,t) 


limsup sup 一 一 -一 一 一 -一 一 一 过 200 as. (2.7.46) 
上 -0 p o<ee 1 h!-2(2 log(1/h})}* 


< 200 a.s., (2.7.45) 


注 2.71 考察 a = 1/2 WHAE, BZ.) 为 标准 Wiener 过 
程 ， 具 有 局 部 时 iz, t). 根据 Kesten (1965) 得 到 的 重 对 数 律 (参见 
(2.7.9)), 我 们 有 


U 
lim sup (0,7) =] as. (2.7.47) 


Tax (2T loglog TY? 
利用 Kesten (1965) 的 方法 ， 我 们 也 可 以 证 明 


him su 0 
h-+0 p (2h log log(1/A) H2 


这 意味 看 在 (2.7.45) 中 我 们 得 到 的 上 霖 的 阶 是 最 佳 的 . 
现在 来 证 明定 理 2.7.2. 我 们 需要 一 些 引 理 ， 


=l] as. (2.7.48) 


引 理 2.7.8 “在 定理 2.7.2 前 假设 下 ， 对 任何 0 < h< ar， 
y>O,xcR 


I6A \ < Keexptna (Goes WI 


coa{h) (exp(y?/*/4) 一 ot 49) 


PÍ L(z,t+ h) - L(2,t) 2 


1 


其 中 五。 为 只 依赖 于 a HERR. 
证 阴 OFA aie 2.7.1 和 下 述 引 理 立 即 可 等 . 


引 理 2.7.9 设 守 为 非 页 随机 计量 ， 假 设 对 革 C>O0,a>0 


-iti m > 2 ao 
EET < C(m!). 
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tear y > OA 
AAC 
PAE > US tarp ed = 10 


其 中 Ka 为 只 依赖 于 a 的 正常 数 ， 
LER 2 O0<y< 27 时 ， 由 Chebyshev 不 等 式 得 
Ee al Kad 
y? ~ fexp(yl/e/4) 一 1)2e 
4y> 2° ht, & m= jy. 由 Stirling 公式 和 Chebyshev 不 等 
式 得 


(2.7.50) 


P{E>y} < 


< C(3m(im/e)™)* 
rr 
<C3%y exp{—(y!/* — la} < KaC exp(-y!/*/2) 


<KaClexp(y /4) — 1)77*. 


< Cy ) eme 


引 理 得 证 . 
定理 2.7.2 的 证 明 令 1<68<3. 定义 
A, ={T: 0" cap < 081}, -cock< oa, 
) + ) , 
Ay = {T : 6 < rit <PH Te Ar}, 4=0,1, >, 
b l 
r = log M log log (ar + —). 
ary ay 
Fy 
Br > By; i= log 0? + loglogal*!, TE Ax j 
注意 到 对 每 个 固定 的 x, L(2,t) At 的 非 降 函数 ， 我 们 有 


Lix,t 一 
Too ct ar ft jotar) 


: Lix,t -Liz,t 
< limsup sup sup sup olar)(L(x,t + ar} ~ L(x, t)) 
jk&|tjoon try TEA, a Otcby ar pr 
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BR+1[ 工 [ft + Ol) Lz,t 
< lim sup sup sup sup oe lw tt OT) 
kl tj too fF TEAR Octaaf tL O= OF 
ge+1 1 人 十 ] — E, , grt i 
< 2 litm sup sup max oO JE (rm + OT hhe me D 
te] +500 t> Emag g oP i 


(2.7.51) 


利用 引 理 2.7.8 得 


{ sup max [o(6°**)(E(x, (m+ 16° )—L(a, ma**"))] / [O° 88] 


l>a Dam 
716 of i(@-1} 1. ~8 nlk| 
> (一 Si JE EE ke 2 log~° 8 
i=; m= 
< CP- + 157%, (2.7.52) 


HAC 为 只 依赖 于 和 ea 的 常数 ， 由 (2.7.51), (2.7.52) 和 Borel- 
Cantelli 引 [ 理 得 
imsup sup TILE,t +ar) - Let) 


Too OSt<by ar py 


32 0 
< —6(26/a)* < Oe as 
Co CG 


从 而 
msup sup Sor) L(t + ar) — Ma, t) tar) — E(t) < 160 
Too O<¢t<by ariy co 
(2.7.41) 得 证 . 
己 引 理 2.7.8 类 似 ， 由 引 理 2.7.9 和 命题 2.7.2 可 得 
引 理 2.7.10 在 命题 2.7.2 中 的 念 设 下 ， 对 任何 0 <A ho, 
f>0, y> 0 mee 
16h ~ Ko exp( 一 T /2) -a(h) 
coo(h) S > (exp(yl/=/4) — 12’ 
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PÍ L(2,t +h} — L(x,t} > 


用 引 理 2.7.10 代替 引 理 2.7.8, 沿 着 定理 2.7.2 的 证 明 路 线 ， 我 
们 可 得 下 述 关 于 平稳 Gauss 过 程 局 部 时 的 轨道 性 质 的 定理 ， 


定理 2.7.3 i% ba Æ (0,1) 上 的 上 HRM, {X(t); t > O} 
为 零 寺 值 平稳 Gauss it 428 EX*(0) = 1. 假设 o7(h) 为 (0,1) 上 
ak pee A, BIFE O <a < 1/2, cp > 0 (2.7.42) 成 立 则 
Mak ce R 有 


， 了 (zt 十 站) 一 世人 zt .160 
limsup sup 一 一 一 一 一 一 一 一 < — as, 2.7.53 
asup Sup (hfo(hy)BE S ea (2.7.53) 
其 中 h+b 1 
h 3/2 4 
By = log 0 十 ( 7 Jo(n) log =): (2.7.54) 


下 面 是 一 些 直接 的 推论 ; 


推论 2.7.3 站 定理 2.7.3 的 假设 下 , 对 任何 x ER,0<0<1 
成 立 
limsup sup LIx,t + h) — Liz, t) 7 
h0 osica? (h/o(h)) log*(1 + he-lo(h) log*!/?(1/h}) 
< 160 a.S., (2.7.55) 
Cy 


lim sup E(x) 0 as. (2.7.56) 


noo Ao®—1(h) log**(1/k) E 


推论 2.7.4 ii [X(t);t > 0) HEMP A Gauss 过 程 满足 
EX*(0) = 1. i o7(h) 为 (0,1) 上 的 非 降 连 续 凹 函数 ， 满 足 对 
HO<a i, cco > O FETO < A <1, aht Solh) < eoh” 成 
+, Mi re R, OK OKLA 


limsup sup Llet +h) ~ Lla, t) 


= as, 2.7.57 
hod Ocecn? fpltate-2ta) log**(1/h) ( 
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推论 2.7.5 ik {X0)t > 0} = (KL Xit] t 2 OL, HP 
{Xy(t};t > 0} 为 独立 的 O- 上 过 程 , 其 系数 为 Yk 20,4 > 0. 假设 
To = yA = 1, FA (2.7.42) SEK O< a < 1/2, œ > O 成 
è. A} (2.7.55) 和 (2.7.56) RÈ . dape, 对 每 个 ER,0<8<1 
有 
lim sup sup L(z,t + &) 一 LT,t) 
hoo o<ecn® (h/o(h)) log (A + ho~lo(h) log*/?(1/h)} 


< ten AS., (2.7.58) 
CQ 
lim sup Lz, h) =0 as. (2.7.59) 


pag ho~t/2(h}hog(1/h) 


注 2.7.2 比较 (2.7.48) 和 (2.7.59), RIN RA A OP H 
X(0) = 0 的 Gauss 过 程 局 部 时 的 极限 性 质 与 平稳 Gauss 过 程 局 
部 时 的 极限 性 盾 完 全 不 同 . 


2.7.3 Gauss 过 程 户 部 时 的 最 大 连续 模 


设 {Xt > 0} 为 一 个 零 均值 、 具 有 平稳 增 量 的 Gauss 过 
程 ， 我 们 来 研究 L, O 关于 z ER 的 最 大 值 对 变量 + HONE 
模 ， 下 述 结果 类 和 似 于 (2.7.6). 

定理 2.7.4 i {X(t);t > 0} 为 零 均值 、 有 具有 平稳 增 重 的 
Gauss 讨 程 且 X(0} = 0, L(2,t) FAC) 的 局 部 时 ， 记 o*(h) = 
E(X(t¢+ h) — XH). (Rak a (A) A (0,1) EADIE RAM HR, 
HAA RRO <a < 1/2 fa co > 0 使 担 


galah) > coa®o(h) VO <a, <1. - (2.7.60) 


limsup su sup L(z,t + h) 一 Lz, t) 
h0 Dere] -æ<reo A(log(1/h))*t1/o(h) 
E ot 
CO 
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定理 2.7.5 i {X(t);¢ > 0} HEYA A Gauss 过 程 且 
EX2(0) = 1. Pik o7{h) 为 (0,1) 上 的 非 降 连 续 目 函数， 对 某 
O< a < 1/2 fo cp > 0, (2.7.60) 成立 ， 则 (2.7.61) 成 立 . 


定理 2.7.4 和 2.7.5 FUERA ORM PRP OLE, AAG or 
题 2.7.3 (对 应 地 ， 命 题 2.7.4) 代替 命题 2.7.1 它们 的 证 明 与 引 理 
2.7.8 的 类 似 . 

引 理 2.7.11 在 定理 2.7.4 的 假设 下 IHHT yy > 1,0< tax 
1 成 立 


Pt sup(L{x,t +A) — L(x, t)) > 5] 


< KC, h 43 expl -y Ut /2), (2.7.62) 
其 中 C 如 命题 2.7.3 所 示 ， Ka 是 只 依赖 于 a 的 正常 数 ， 


引 理 .2.7.12 在 定理 2.7.5 的 假设 下 ,对 任何 y> 1,0<th < 
1 有 
524h ) 
V coalh) 
< KaCo h /exp(—y! /tt /2), (2.7.63) 


其 中 Cy 如 命题 2.7.4 所 示 ， Ka 是 只 依赖 于 a EE. 


Pt sup(L(z,t+ A) — L{z,t)) > 


定理 2.7.4 的 证 明 1 <6 < 5/4. M 


lim Su sup su Lix,t + h} 一 Liz, t) 
NOT OSEE] ar (A/o(h} Klog(t /h}jyett 

i (十 页) — Lr,t) 

< lim SL SU Sil Stl SE a 
hese, on cach octe] uP (h/a(h))(log(1/h)jjyotl 
i Liz, t +87") — L(z,t) 

< limsup sup sup 一 一 -一 一 一 

= E00. octet ni (@-*—! fa(@-*) }(log or) 


-k . 
< 20limsup max sup LO + DO -Lr j0 t) 


Le Des. P —(6-Ko(6-*))(log orti SA 
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FH (2.7.62) 得 
Liz, (j + 1)O7*)—L (x. 7074 ) , 524 
OC -— {3 é + er 

Py mas, sup o or ort = = (B+ 4a)0) 

< Kol + IC, . 64° exp[—(3 + 4a) og 8*/2 < KG-*(0-1). 


Mm, H Borel-Cantelli 引 理 得 


| L(x, (j +1)0~*) — L(x, j07*) 
Me oo ea UP — (6-k/a(6-*))log ory 


Asoo Ga f<¢* x 


< SE + do) i” as. | (2.7.65) 


由 (2.7.64) 和 (2.7.65), 并 令 日 充分 接近 于 1, (2.7.61) 得 证 . 

定理 2.7.5 的 证 朋 ”证 明 与 定理 2.7.4 的 类 似 ， 从 上 略 . 

注 2.7.3 HE (W(t) t > 0} 为 标准 Wiener 过 程 ， 其 局 部 时 为 
H{z,t). 由 (2.7.61) 我 们 得 


Hrt + A) — lx, t) 


iT p a EA 
hoD. ostel 2 M/2(log(1/h) p7 


< 26248)? as. 


比较 这 一 结果 和 (2.7.6), 我 们 发 现 结论 (2.7.61) 可 能 不 是 最 好 的 . 
我 们 相信 在 定理 2.7.4 和 定理 2.7.5 HREF, (2.7.61) 可 由 下 式 
代替 : 对 某 个 常数 Cp; 

, Liz,t+ h) 一 Lz, t) 

ümsup sup sup hI oT Se a 
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第 三 章 KAZ Gauss TER 
连续 模 和 大 增 量 
63.1 IP {H Gauss 过 程 的 连续 性 


对 于 无 穷 维 Gauss 过 程 的 研究 ， 不 仅 有 理论 上 的 兴趣 ， 也 有 
很 强 的 实际 背景 ， 古 32.1 的 第 5 小节 中 ， 人 和 作为 一 类 随机 微分 方程 
无 穷 组 列 的 解 ， 我 们 已 经 引入 本 无穷 维 Ornstein-Uhlenbeck (O-U) 
过 程 ， 在 这 一 章 中 我 们 将 研究 这 一 类 过 程 的 连续 性 、 连 续 模 和 大 
增 量 ， 并 将 有 关 结 果 推 广 到 较 一 般 的 无 穷 维 Gauss WEE. 
设 {Y (t) -œ < t < oo} = {X,(f);-co < t < oo}, Ee 
立 的 平稳 Gauss HEFY, EX (t) = 0, of(h) = E(X,(t + h) 一 
KHY HPWH k > 1, olh) 是 非 降 连续 函数 . 首先 , 我 们 假设 
X) PRS SH y > OF A, > Of O-U DR, BA Xi) 是 一 平 
稳 、 零 均值 Gauss 过 程 且 具有 EXr(s)X u(t) = (yn /Ag} exp{—Axlt— 
s|} 和 


a?(h) := E(X,(t +h) — X(t)? = (de), h >» 0. (3.1.1) 


(3.1.1) 可 推出 
(2fe) yr(AF AR) S ok(h) < 2y (Ag A h). (3.1.2) 
在 本 节 中 , 我们 将 研究 p > 1 时 在 空间 如 p YO 的 连续 性 , 
3.1.1 i # O-U 过 程 


首先 我 们 引述 下 列 不 等 式 (参见 Iscoe 等 1990), 它 可 从 定理 
2.1.6 和 推论 2.1.2 得 到 :存在 0 < co < CL < oo 使 得 
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f° (Sa oR) iu} 
0 


cp{ ElY (Olle 十 Sup u(log(1/u))!/? 


Hive pll 1 
<E sup | 于 (| 
te[0,z] 


[| ERAN a) 


< Cp{ BlY Olle + sup IE 


{wx tise <1 0 
(3.1.3) 


其 中 1/p 十 1jg=1. 

先 来 考察 p = 2 HAE. XH r > 0, K(x) = {k EN; Yk > 
Ane}, A(z) = sup{A,;k € K(x)}, 4 K(2) EZER, $ A(z) = 0. 
下 述 定理 是 Fernique(1989) 得 到 的 . 


定理 3.11 AP PY) 是 as 连续 的 当 且 仅 当 
ini Ya/ A < 00 H 


f log" (A(z) }dar < o0. 


WEAR 我 们 先 证 充分 性 , 对 尾 给 的 4 > 0,p > O 和 整数 NN > 0, 
写 


Pt sup WY -Ylle > 3p} 
上 一 <4,3,t€(0,1] 


= Pq <b, 8 rielo, (È [Xx (2) — xP) = p) 


kN 


+2P{ sup 2 Xl 2 > p}. (3.1.4) 

因为 O-U 过 程 是 连续 的 , 故 当 4 一 0 时 (3.1.4) 右边 第 一 项 趋 于 0. 

Aah (3.1.4) 右边 第 二 个 概率 , 我 们 运用 (3.1.3), 耻 此 时 我 们 考察 

k>N ARRAS 1. 对 应 于 EY (0l, 对 任 给 < e> 0, 4 N = N{e) 
充分 大 时 有 

NO EX0) = Y yr/ < (3.1.5) 


k>N k>N 
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在 (3.1.3) 的 积分 中 记 x = (log u7!) 并 注意 到 (3.1.2), 适当 调整 
常数 cp 的 Co, 我 们 可 用 如 下 积分 代替 该 积分 
~ o agi 
Af (y) :一 JÈ yeYk{ AL lae )) dr 
其 中 zw = (y1,y¥2,---) 显然 
M(y) = Mily) + Maly), 


其 中 ne p uo D 
Af 一 a > g7 T, 
ily) | alee 
o 2 > \ Ef2 
一 é -E Tin, < e” dr. 
Maly) JÈ ykke ~ (Akse )) x 
BHP pee. SN 


sup Maly) < >》 Yk Ak < €. (3.1.6) 
ve k>N 


因此 只 要 估计 Midiy) BE. 对 j 了 = ..., 一 1,0,1,..., 令 


K; = {k : 27~1 aa “ve AR = 277}, A; = sup Ak, 
EEK; 


J := J(N) = sup f; ; SUP Yk Ak < 2-7} 
k>N 


那么 由 条 件 三 log (Ale) dz < 00, 5 N 充分 大 {因此 J 也 元 分 
大 ) 时 


g | + 1/2 
sup Mily) < sup f (> 2 5 yI > e” )) dr 


< sup f > 279/712 A; > e7 Jdr 
og 2 


2EB j>d 


< sup > 27%? (og A4) lz] 
EB Sy 


1/2 

< (> 2log" A) <e (3.1.7) 
Ey 
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结合 (3.1.5)—(3.1.7) 选取 N 充分 大 ， (3.1.4) 右边 可 民意 少 ， 因 
EREHE PP YO as. 连续 . 

贰 次 ,我 们 来 证 必要 性 . 假设 在 站 中 Y() 是 as 连续 的 . We 
Eas 局 部 有 界 的 . 由 定理 2.1.1, 我 们 有 Esupweto IY (Olle < se. 
因此 由 (3.1.3) 可 得 


EY Ole = ru/ <x, Lis sup L(y) < ~, (3.1.8) 
y 


k=l 


其 中 
w E a y 1/2 
Liy) = | (> WTA A e7 )) dz. (3.1.9) 


k=l] 
Ay Hn = {k : exp{n?) < Ay < exp((n + 1)°)}, sn = SUPre Hn Yk/ Ak» 
z$ = ke H. yi. 那么 


= 


Po:= 人 (> yey AE TAR > e” “< 


+f (Linar! TO > es ya 


i 


n=l 
ad 1/2 

> (yy D baz) = a) 
nz] monkeA,, 


SA, IHE— 2 E B, 车 定义 km = sup{k : ye /Ak = 8m, hk © 
Hal, BSF E€ An, Hu = tay = DEA km MY = 
(ive J E€ B. 因此 我 们 有 
1/2 
ye Li(y) 2 sup Li (y) = sup 5 (5 Zn 2 Sm) =: Lo(s}, 
n=l mètr 


PATA {sm} 是 递减 的 ， 不然 的 话 存 在 一 递减 的 序列 mnh 使 
.214 ， 


得 Sm S Sm H Lols) = Lala’). 设 tm = M8m/ okm ESk. M 


pop (EE ma) Ea) 


n=] Het 


(EEE DE 
> (> nsan1 ) (> ksp) es 5 nsn] "2 (3.1.10) 
注意 到 由 (3.1.8) 有 La(s) < co, 我 们 得 
Sines < 00. (3.1.11) 
现在 我 们 来 证 1 au 


显然 由 (3.1.8) 可 得 supk>l ye/Ak < oo- 注意 到 A(z) EIERE 
ay) A r> SUPE> 1 ‘Ye /Ap BF A(z) = 0. id to = supi g : A(z} > 
e}, 则 zo < co. 故 为 证 (3.1.12) 只 需 证 明 


[ logi A(z}}dx < oc. (3.1.13) 
0 


r SUP, >t Ay < 00, 此 时 A(z) 是 有 界 的 ， 易 见 (3.1.13) EW. OS 
SUPk> An = 00, 则 当 £ — 0 h} Ale) 一 œ. & y = log A(z), 则 
r =\ He”). 我 们 有 


J log( A(x) dar = zlog(A(z))| - f ad log A(x) 


1 Dr 
= 和 (eol +f A-1(er)dy. 


此 时 我 们 有 
yA (et 一 0 4 yo oo 时， 
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Ag (3.1.12) 


oo on (+17 
J A (ev)dy = > / A l(e¥ dy 
1 3 


下 一 全 于 


< (人 na 十 1)? —n*) max £ ykf Ak 
n=l 


<2 $ (n + 1}8, < 00. 


i=] 


综合 这 些 结 果 我 们 得 (3.1.13). 必要 性 得 证 .定理 3.1.1 WEE. 
利用 这 一 定理 ， 我 们 可 给 出 在 FP PY.) 连续 的 若干 充分 条 


推论 3.1.2 RH 


tk 


S (mAAR + log™ Ay) < 00, 


k=] 
Y() A” Pitz. 
注 3.1.1 Fernique (1990a) 将 定理 3.1.1 HE Bp > 2 的 情形 : 
Æ P (p22)Ħ, Y() 是 as 连续 的 当 且 仅 当 | 


S (T/A? < 00, 


k= Ll 


f xP/2-lilogt Ar) dr < œ. 
0 


3.1.2 ip O-U 过 程 


在 本 小 节 中 我 们 将 利用 Dirichlet 型 理论 来 得 出 在 如 (p > 1) 
中 Y(.) 具有 连续 样本 轨道 的 条 件 ， 过 程 Y{:) 有 状态 空间 R” H 
有 不 变 测度 
mm 二 (onsAA) 
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R= 中 的 点 记 作 z = (21,22,...). 与 过 程 Y(-) 相关 的 Dirichlet 型 
E 由 定义 在 LY, P) 上 的 下 列 双 线性 型 的 闭 包 给 出 : 


E(u, v) = 2/ ole Fee (E) ms 


其 中 
u,v EDE) := {u € L?,u=9(n,..., Tk), p E CH(R*), k > 1), 


Co(R*) 是 R* 上 具有 紧 支 撑 的 、 呈 有 任意 阶 连续 导数 的 连续 天 
ale). AU Y(-) 的 连续 性 我 们 需要 下 述 Fukushima (1980) 的 引 
FB, Æ HE EH Elev) = Elu v} + (u,v) EMH £. 


引 理 31.1 ap u € P(E) 有 一 拟 和 连续 [quasi-continuous) 
修正 立 使 得 


P{ 映射 + > aY (¢)) 是 连续 的 } = 1. 


tt, SAE 型 中 u > u, Mat T > 0 存 任 一 个 子 列 
{un, } 使 得 


PY Bi0, TLE, tin, (Yi Ba UY (t))} = 1. 
下 列 结 茜 是 Schmuland (1990) 得 到 的 ， 定 义 
人 = 4p? Ce” log?!? (1 (we) y e}. 


定理 3.1.2 $V <0, MAP PVC) as. 和 连续. 
证 上 BAAR TE Cre ARP? < 00, 这 就 推出 了 Y() EP as. 


eM 
tn = $ [ary (PP V dp. 
k=] 
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A un 属于 闭 的 型 & 的 定义 域 ， 且 


Ou, lE) 
Az), (t) 


EEL Wn> mA 


= pæ (H) P Hest) > iH {k < n}. 


Elun 一 Um: tin — Um) 


_P 2(p—1} E 
5 / È nial TH zxf? > ók}dm(æ) 


eD Yk (y exp{ -7 PEN 


pfe 
=) . (3.1.14) 


lA 


其 中 的 不 等 式 利用 了 下 列 事实 ， 当 x cof} 

f pet ay < e77 P(e) = Ole-® /4), 
这 里 P) 是 某 一 多 项 式 . 现在 un tu = bile Y ók Hus 
lezli + Dope 它 属 于 L4, BE Lo Pu, > u. 由 (3.1.14) 可 得 


{tn} 是 €-Cauchy F7], ATE E 范 数 意义 下 ， un~tin > 0. 
BY FA S| BH 3.1.1, 对 任 给 的 工 > 我 们 有 


PY s Sup È xDe =F o} 


> Pf sup (u= un)Y (t) 一 了 o} = 1, 
| Qt 二 
这 谣 给 出 了 所 要 证 的 结论 . 


推论 3.1.2 若 对 1<p<2, YR (YM)?/?log(M Ve]? < 
co, MAR 2 <p < 00, S72 (yg/ARIP2 log(y, V e? < oo, BZ 
YUA P PR as. 连续 的 . 
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注 3.1.2 让 上 面 的 证 明 可 见 工 () 的 分 量 间 的 独立 性 对 于 定 
埋 3.1.2 的 结论 不 是 必要 的 . 
3.1.3 IPP {Ñ Gauss 过 程 

tH {Y (th -o0 < t < œ} = {X,(th;-co ct < oo}, ARR 
开始 定义 的 Gauss 过 程序 列 . 令 


oip, h) = (5 ob(h)) p2l, 
k=] 


o*(h) = max on{h), 


2—p' 
o*th), “4p > 2 时 ， 
dr = BIN(O,1)|?, p21. 
由 于 BYE + h- YOR = 6 OM, oR (A), 赦 对 固定 的 上 和 A, 
Yt Y(t) el? (p> lhas. 成 立 当 且 瓜 当 


o( Pe kh), 当 1 < p <2 时 , 
íp, hì = 


a(p, h) < 00, (3.1.15} 
月 对 每 一 个 1, Y(t) el? as. 当 且 仅 当 (3.1.15) 和 
$ EIXE(OP < ov. (3.1.16) 
k=1 
引 理 3.1.2 St p> 1 Eig t.2,h >0 A 
PAllY (E+ h) —Y Olle > dpo(p,h) + xa(p,h}} < 2exp(—x? /2). 


WEAR ok {Enni > 1} EWY ERMEE], FE, = 0 A 
Dia (EER P/F < oo. 次 所 周知 


(Sole?) = sup) Ékak, (3.1.17) 
k=1 


OES par: 
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其 中 g = p/(p — l)a = (a1, @2,...) E19. 应 用 Borell REX (定理 
1.1.1), 我 们 有 


sup Vat -È sup So ange > x} 


P(E er)” - (Star) |=} 
j Pt lalis E1 pny lalis 1 py 
2 


Ti 
< 2ex [二 一 一 二 一 
P 2 8UP Walia <1 E(D ke tebe)? 


aa 
5? apd 2suplala<l Deer REER j 
注意 到 
2 2 
Sup ay Be; 
lelle 21 2, 
Pe 3 4—3 k. m 2 
(>》 (Em) sup (9 Jaxi}*, “41 < p< 28, 
k=l | allis = k—1] 
< 
max Fé; sup Ls “4p > 2 时 
Rol lell <1 Lai 
= (2—pl/p 
| (Ew Pimp) 1 < p< 2 时 ， 
max Eg, Hp > 2 时 ， 
我 们 得 


P(E er)” - e(r): 


zt 
人 DT (EEr C-e- oi 1 < p< 3 时 ， 


r? 
Zepi- Fan Egk I : wre “a 1.18) 
因为 由 Hélder 不 等 式 有 
. 290 . 


(Sar) < (È rer)" (Teed) 


由 (3.1.18), 引 理 得 证 . 

下 面 我 们 利用 引 理 3.1.2 来 建立 Fermique 型 不 等 式 ， 我 们 考 
察 较 一 般 的 过 程 ， 它 不 必 是 Gauss 的 ， 下 述 引 理 是 Csáki, Csörgő 
和 Shao (1992) 得 到 的 . 

引 理 3.1.3 设 如 为 一 可 分 的 Banach ZF), AERA - Il: 
设 人 人 的; -ec <t< co} ERT B 中 的 随机 过 程 ， 已 Aw TC} 
A OEM. 假 证 TC) KT i Æ Pas. 可 分 的 ， 且 对 
|tl< to, O< 2° <r fe Och h AEA BIBRA BHR olh) 
和 olh) ,使 得 对 菜 K, y, 8 > 0 

PIJETE + hk) — TO) > zoh) + og (h)} < K expr”). (3.1.19) 
MITAT o<T Zip lca Ay cra fk > 3 A 
P{ sup sup ||[(t+s) -T(t > xioa) + oy (a, k)} 


Of PT Uax 


+ o%(a,k) + ola) + o(a, k)} 


T k- 
< 4(= + i)K 2°" expf 一 yz8)， (3.1.20) 


其 中 l gila, k} -一 gna f “Le y Loe ) de, 


ghj ae 


galee *) y, 


Tala, k) = of P 
d oo B 
ot(a,k) = (Zeg f s oe )de 
证 明 对 任何 正 实数 t 和 大 >3 令 十 =aft: 写 ]/22 ,R= 22 
记 于 = {4:t > 0,j7 之 1}. 对 每 一 t,s ET RÉ 
W(t + s} 一 TO | 
< EKE + sa) ~ P(t} + PE + 5) ri +s), 


+ IP) ~ P(t) 
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< IEE + 8x) — POO + SO MECE + Serrn) TUE + sera II 


7=0 


+ Ekt) — P(tets) il, 
j=0 
事实 上 ， 上 述 两 个 级 数 都 是 有 限 和 .由 于 T() 关于 中 :上 的 as. 可 
分 性 ， 我 们 有 


sup sup |rt +s) — L(t) 
OZET Zata 


— sup sup (+ s) — Tt) 
OSTETO esea 


< sup sup Hri + she) — Titah 
站 


+ 3 sup sup |[[({¢ + s)k+i+1) — T(E + s)ety)ll 
-5 O<tST O<e<e 


+ sup sup WP(tn4j42) 一 Petes) Il 
9 USES PT O<esa 


由 于 


sup sup =s_ f(t s)k -~tl <a, 
Stel O<s<a(i-#) 


sup sup (f+ s) — (e+a(1-1/R)) < 2a-27?, 
Ota a(l—-1/Aj<s<e 

sup sup [(t+sarji1— (t+ Seay] Sa-207 
O<¢<T O<s<a 

sup sup |TP((t+s)e} — T(E) 
OLET O<a<a 


< sup sup [P(E + sa) — Pte) 
Otel pasal} 


+ sup sup ||P((t + sr) — P(E + a(1 — 1/R))x) Il 
OLST a{1-4)<s<a 


由 (3.1.19) 5, HE az e Maj>2 有 
Pt sup sup IIT ((t + se) — Pte dl} 2 zota) + (a) } 


Ofte? O<aca(l— +} 
< 2K R?(T/a + Lexp(—yz"), 
P{ sup sup IF (t+ s),) -T(t + a1 -— 1/2))e Hl 


O<t<T a(1-1/R)SsSa 
> ao (2a/R) + o2(20/R)} 
< 2K R(T/a + 1) exp(—72"), 
P| sup sup ||C((t+ srrit1) — T(t + 3 有 十 了 


O<t<T Ossa 


> zjoa(a/22 7) 十 os(a/22 ) | 


k+j+l 


< 2K2° (T/a+ 1) exp( 一 ?2 ), 


以 及 
PL sup Plte) - T(ter) 2 2ye1(0/2"") + on(a/2"”)} 
0<t<T 


上 十 了 十 14 ( 


< KP (Tfat 2) exp(—724). 


现在 令 yo! = yr +2541. 则 
= : 一 k+j+1 k+j+1 后 
D2 explo) = DL ep 


j=0 j=0 
Ac; PE, RAII 
2; <2 a+ (2/8278, 


zo (四) rafk z) +2 wn (Fm) +22 (zr) 
< a(o (or) + tt Dn (Bs)) 
2(=)” ee (se) + o2(=) +23 04( gs) 


. 223 - 


iar 
a(S) + 2i+3 2 ls sr) S À + 22+) eo 5 二) 
ok +3 


(3 + 24+) > a) a An2 
a 


< te i a(g) az 


ok—1 a 
< ght4 ~ gilae?) 5 
= ok—4 a 
= g(a, k), 
J 3 X k +1 it 
(5) Forse) 
j= 
232 oo patty 
< ef i a—t —z 
~ B(23 一 1} pr: fa 名 a (a2 ldz 
ga+1(4)3 oo 
< ri bot T] (a277 )dz 
14,3 m 
<4(=) efi Tı (oe )dz 
2 
= of (a, i}, 


i 
~ o2(ae™*) | 


oo ge) tal) < 7 5 人- 


= 0% (a, k}. 


练 合 上 述 不 等 式 得 证 (3.1.20). 引 理 3.1.3 证 毕 . 
利用 引 理 3.1.2 和 3.1.3, 我 们 来 给 出 Y(J EP (p > 1) 连续 的 


Pee It THE. 
定理 3.1.3 ”假设 条 件 (3.1.16) ŽA, E 


x O i -a 
f “pe, < 00, (3.1.21) 


+ 4. 


Cm) 
j (pe )dz < o0. (3.1.22) 
1 


MYC) EP (p21) 具有 as. 连续 的 样本 轨道 . 
WEAR 只 需 证 明 对 性 给 的 8>0, 了 TT>0 


lim P{ sup sup Diets- - XHP >? = 0, 
h= MET O<ach 


Bp 


Jim J im. { Sup op > [X(t + s) Alt}? > } = U- 
(3.1.23) 


显然 ， 由 (3.1.22) 可 得 对 每 一 > 1, f orle? dz < co. 故 由 定 
理 2.1.6 知 对 每 一 上 > 1, Xf) Æ as 连续 的 Gauss 过 程 ， 故 对 
每 一 N, EP p, Y= {XO 也 是 as. 连续 的 ， 应 用 引 
理 3.1.2 和 3.1.3, 对 任 一 +>0 和 NN>1 有 有 

iv 
Py sup sup (JO |Xa(t-+ s) ~ XOP) "Po 3(6(p,h) + 61(p, h) 


tT Osh k=l 
+ Go(p, h) + bp(o{p, h) + 04 (p, ny} 
< 8(T + I)A~** exp(—2? /2), 


其 中 


on = he-t 
hi(p, h) = 16 / Flp he” ae, 
log An} & 


alp, h) 一 uf o(p, Re 一 )dz, 
{log h-*)? 
op, h) = 6 f TEA a: 


loz h? 


Al aip h) 关于 是非 减 的 ， 由 (3.1.22) 即 得 


(p, h) = ol(log hY?) AO. 
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由 此 进一步 得 
6i(p,h) = offlogh >) 7}, A 0. 
另外 ， 由 (3.1.22) 和 (3.1.21) 我 们 有 
alp, h} + dp(o(p,h) + oip, h} 30, bh O. 


Am, A 


x 1p 
lim lim Ps sup su A(t +8) 一 Xpt)” zel 
lim lim { sup RADA e(t + 8) 一 XRO) 


N lfp 
< lm lim P< sup su X rlt +s) — Xe CE}? > ef2 
< fim, Jin P{ sup sup ($D Xel + 9) = Xe(OF) >e 


+ afp, h) + bp{a(p, h} talp, my} 


| 
8(5(p,h)} + S1(p, h))? 
< 8(T +1) lmh exp(-34logh ) 
一 小 
= (}. 


< B(T +1) lim h-*? expt 


这 就 证 明了 (3.1.23), 定理 3.1.3 得 证 
53.2 8 值 随 机 过 程 的 增 量 


在 本 节 中 我 们 将 介绍 由 Csörgő 和 Shao (1994) 建立 的 关于 随 
机 过 程 大 增 量 和 和 小 增 量 的 一 般 定 理 . 设 B Æ ir Banach 空间 ， 
具有 范 数 -l & {了 (0); 一 00 < t< cof ARTF Banach 空间 5 
的 随机 过 程 . 设 P 忆 是 由 Tl) 生成 的 概 宰 测度 . 


EE 3.2.1 44 ar,br,Crioi(T)},o2(T) Æ3E kee. 假 
i ar fe br AFLA T akha, AEDI T aAA, E 


Cr +oT)+a T) 39 0 当 T> œ, (3.2.1) 
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Lite FAK r $ 


(GS (log Cr + loglog (a1(T) + i) < 
< (1+ 8)( = (log C7 + loglog(o1(T) t a t an 
(3.2.2) 


HP y, 8,5 > 0, AE 
P| sup sup |[(é¢+s) —T(é)i] zo(T)+ o2(T)} 


Onto; Esia 


< Cp exp ave), (3.2.3) 


则 有 
limsup sup sup ae@7|[[(t+s}-T@)[|<1 as. (3.2.4) 
Poo Offtby OS step 


其 中 az! = o1(T)(2 (log Cr + loglog(ai(T) + shy)? + 02(T), 
证 明 不 失 一 般 性 可 设 0 < 5 < 1/2 H ar 和 br 部 是 非 降 
的 ， 令 1<8<1+6/2. 定义 


Ay = {T : 0" < oT) < 8th, oo<k<o, 
4 二 人 :2 Pt TEA}, 7 >9, 
Ag jy = {TI < 02(T) < OT, TE Ag}, -0o < i< oo 
Ti gi = sup{T : T € Ag. ji }- 


记 a{T) = ar, (T) = br. 注意 到 (3.2.1) 满足 ， 并 利用 ar, Or, Cr, 
oT) 和 eT) 的 连续 性 ， 我 们 有 
limsup sup sup a@y||[(¢+s) —T(é)]| 
| Poo O<isby Of star 


<limsup sup sup sup sup orlll{(t+ 8) — Dé} 
; [k] Hi — oo gol Pear ; O<f=b- OLstap 


<limsup sup sup sup sup |['(¢+s}—TI(¢)]|/ 
[RI oo jt PEA, , VXtibr Of star 


[Eog 2) + loglog 8H + o9(T)] 
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< max{ limsup supsup sup sup sup I(t+s}— TH 
|Alticoo 7 Dt 


[as ( - (log{2* log Kl) ))18] 


lim sup supsup sup sup Iit + 5) — TO 
[el +-f—0 jaf i=" O<taa(Th 7,2) O< salle jit 
[o*(+(log 2? + log log OMI))MS + 6°] |. (3.2.5) 
Y 
É Fe RA TR HE 
limsup supsup sup sup (t+ s) — Tt) 


Al tiroo 2E >k OSE SO Th ja) OS sSelTe, 5,5) 


El * (log 2 + log log 6!*!))1/" + 6) 
~ 


< 8 lin Sup sup sup sup sup ar, , P(t + s) — Pte) 
kjip gl ik 0th Te ji) OS «Selb ja) 
<0? as, (3.2.6) 
由 (3.2.2) 得 
P{supsup sup sup an, , [P(t +5) — Te) 2 8} 


gel >k O<1S HTL ;Th i} 


a TTR 
sd 2, CT exp(—7 (6 -1 U) i} 


yedi>k 
a{ > (log Cr, , , + log log gl*l )} $ ) ) 


人 >, > OT, 5,3 exp{ ~7 (Ge 一 1 床下 


了 


9 (=(log Cr, + log log 8*1) ) P) 
< `> 5 CT, 5. exp(-6* (log Cr, ,, + log log gl!) 


十 > Cr, ,;, exp(—7é — 1)Fatt-*- Dey 


Jel gi- Iyk? 
.228.， 


, _afgt n _ af 
< e( DU + tog k2 Ho -DE + 1 


jt 


+ D 27 exp (—7 (1 — =)" ge + Ay) | 


jz! 


TEN 
4 


ay 
< ek SELF [kIT (3.2.7) 


其 中 常数 c (LRM OLS Ay. 所 以 


oo 


` S P{sup sup sup sup OT, gi 
i=G | 天 | 一 get tok OZLEM Tk ya? OcacalTh jil 


EGE + 8) — PEY > @| < 00. | (3.2.8) 
从 (3.2.8) 和 Borel-Cantelli 引 理 即 得 (3.2.6). 


其 次 ， 我 们 来 证 
Ie + sll 


lim sup su Su sul sp = 
kliima 92! TEA, cal T) ZOE OSt bp os ar OF * (log(2? log #1)}) 1/8 

< 0" 4.5. (3.2.9) 
4 


HE = sup{T ‘Te Aki dalt) < getty 


则 | 
o2(Tk.5) < gett 
H 
: IP(é+s}TO}|| 
limsup sup sup sup = SUP Basra ne eB 
lk] fel TEA orl Takt OStxby Ogasar 8 (=(log(27 log ĝl ))) 
< limsup sup sup sup (it + s) — Thy 
[k] ga! Of Ty y JOS sSalT es, 3} 
1 

[9*(—Gog(2? log OY)” 十 cf 

<@limsup sup sup sup an, , I(t + 3) — Tt)ll. 


Jklticca gel O<¢<O(T, a) 0Ss<al(Th 5) 


(3.2.9) 的 余下 部 分 证 明 可 沿 着 (3.2.6) 的 同一 中 路 而 得 .现在 (3-2.4) 


可 由 (3.2.5), (3.2.6), (3.2.9) 和 上 的 任意 性 得 到 ， 定 理 3.2.1 证 毕 . 
. og . 


下 一 定理 指出 sr 和 br AA T RAER ES T tjie eg Be 
的 假设 在 某 些 条 件 下 可 以 去 挥 . 


定理 3.2.2 Gk ar, br.oi(T) 和 o2(T) CAE REE EM. (Bh 


br H „si 1 
ar + oa(T) 十 aT) +o 当 Too, (3.2.10) 


且 对 任何 b 之 br 及 YB,6, A>O FoR PAA 2 
(- (Ios ( > + 1} + loglog (oa1(7) 十 mY <4 


< (1 +5)(- (log (= + 1) + log log(oi(T) + S 


o2(T) 
F] (T) 
P{ sup sup IPE + s) -TOO > zoi(T) + 02(7)} 
ee 
< A(1 + 0 ) exp(—yx8). (3.2.11) 
aT 
那么 


limsup sup sup a->|[(é+s6)—-T(é)]] <1 as., (3.2.12) 
Poe Db Osler 
其 中 L/ay = a(T)(> (log(br /ar + 1) 
+ log log(o1(T) + or THE + o2(T). 


WEAR 设 Cr =1+br/ar. PR-MERKO< 6 < 1/2. 设 
0, Ar, Ak j, Argi 如 定理 3.2.1 的 证 明 中 一 样 . 令 


(Th 3.4) = sup{br : T € Axa} 


各 
aTh ji) = supfar : T € Ag 5, }- 
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易 知 blTk ji) = TE) H 

OTS 53) b( Th, 5,i) b(T ja) 
~ al Tf ji) tiS alTy ji) S a{Tk ji) 
因此 ， 沿 着 定理 3.2.1 的 证 明 路 线 可 得 


lim sup sup sup az|lT(t+s)} — Tt) 
Toeo O<t<by O<ster 


< limsup sup sup sup sup ap II(t+#)— T(t] 
[k] tioo J2i Te Ag; OAS hy O<sSar 


23 十 1 < Qt, 


< limsup supsup sup Sup sup OF 
Jk] ioc fei i TEA‘ gai OSIE Tk gal OSecalTy .i 
[P(t + 8) — PEK 

<8 as. 


由 5 的 往 意 性 ， 这 就 证 明了 (3.2.12). 

利用 引 理 3.1.3, 我 们 可 给 出 上 述 定 理 的 若干 推论 ， 为 此 先 证 
明 下 述 引 理 . 

BI 3.2.1 i {T(t);-co < t < oo}, o1(h) 和 on(h) 如 引 理 
31.3 PRL, ARIES o > 0, 0)(2)/2% 和 o2(2)/e* & (0, ho) 
Pies. MAT oO<e<1 FA CO = Cle p y a) 使 行 对 
&— r> max{l, =), O<T <tp fo O<h<ho ® 


Pt sup sup [P(t + s) — TO > zo(h) + (1 + €)oa(h) } 


Ofc T Oat 
< OK (= + 1) exp{ - 1) (3.2.13) 
证 明 因 or(z)/z* 和 osfzjyze 在 (0, ho) 中 是 拟 增 的 ， 即 存 
EEX co 使 得 对 所 有 的 0<t<1 有 
Ci(ht) S eot oR), t= 1,2. {3.2.14} 
由 (3.2.14) 易 知 


gilh k) < td eget alo:(h), 
oih, k) < (lÉ) Bege e-Data (h), i= 1,2. 
Y 
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因此 对 = min(e, 1 —(1+¢)—1/), 可 取 皮 使 得 
oo(h, k) 十 oilh, k) 十 of(h,k) < °(ou(h) + a2(h}). 
由 引 理 3.1.3, 我 们 有 


pf sup sup, iP (é+s} —P¢e}|| > roilh) + (1 + eoalh } 


< P| sup sup |IT(t+8s)—T{£}l 
和 二 


> 2(1 ~ d)(o,(h) + olh, k)) + or (h, k} + olh} + ool, 日 | 
< 1K ( ~ 十 1)22 exp(—y(x(1 — $))*) 


< 4K (+ 十 1)27**" exp(— wy. 


现在 令 C = Cle, p, ya) =4.22 ,就 得 证 引 理 成 立 . 
YE 3.2.1 严格 地 讲 (3.2.13) 中 的 常数 C 不仅 依 赖 于 £a, Y, B, 
也 与 (3.2.14) 中 的 co 有关. 但 为 方便 计 在 以 后 仍 守 如 = Clea, y, A). 


SI 3.2.2 1% {T(t); 一 00 <t < o}, oih) 和 cofh) 如 引 理 
3.1.3 PAL, HLTH a > 1/8, er(zjflogz t)" Fe o2(x){(log x—t)* 
在 (0, 1/2) 上 是 拟 增 的 ， 即 存在 co > 0 使 得 对 每 一 0<t<1， 
<ha z 有 


lya 1 ] yo 
(ht) < coo; 一 = - = 1,2. (3.2. 
d;l ) < cooi(h) (log = ) / (tog = + log =) ， =1,2. (3.2.15) 
则 对 任 给 的 < > 0, 34 zc > max(z*,1),0< 7 < tp fo O<h< 
min(e—*/*, ho, 1/2), 有 


pi sup sup |IT(t+s) —T(é)|] > orhi + cico) 
Dt (Sah 


十 5at 瑚 儿 ] 十 cico) + eenT1 (A (log RHA} 


T 1 
< — 人 — 3 
< 8K ( P + 1) pie exp(—-ya""), (3.2.16) 
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其 中 
cy 一 23+1/8 (1 + =) (~ +iog (1+ -)), 


c = (=) Age (1 4 E) aD 


证 明 ESIR 3.1.3 PS 2* =clogh—!. H (3.2.15), Hi = 1,2 
我 们 有 
dilh, k} < cog tliB f Eo z 
co log 下 -1)< 
on 人 人。 ey 
= co23+1/B0,(h) Í, Tr” 
te /a i ~ 
< ot Belh) (/ Al F ejaj + Le =) 


< cot VBos(h) (1+ e/8) “(= + log (14 =) 


= coc a;(h) 


dz 


“ ai(h)} log*® h! 

>a (z? + log A-1je 
14. 1/2 j, 1/8 r= 1 

<4( 一 h)( log = J — d 

一 —) Peor )( “BE z) (© faji/s (1 + 2 )a 


(F) Booth (10 7)? 


eer dz +f “a 
jaus (1+e/4)° pesaue 207 


14\ 1/6 Ba 
< (2) cogi (he) (log nya (2 t3 


l4 


ailh, k) <4 (=) geo dz 


lA 


= cogi (h) {log kh!) e. 
. 933 . 


由 引 惠 3.1.3 即 得 (3.2.16). 

不 等 式 (3.2.13) 和 (3.2.16) 使 我 们 能 够 去 研究 当 疡 很 小 时 了 (.) 
的 增 量 ， 我 们 和 将 看 到 某 些 结果 是 出 人 意料 的 . (3.2.13) 和 (3.2.16) 
的 下 述 修 正 是 为 研究 工 (.) 的 大 增 量 作 准 备 的 . 

SFE 3.2.3 i4 {T(t);-00 < t < co}, alh) 和 oz(h) 如 引 
理 3.1.3 中 定义 ， 其 中 to = ho = oo. 假设 对 某 a > 0, o4(x)/x? 
和 oo{x)/a* 在 (0,00) LAMY. 则 对 任何 0D <e <1, FA 
C= Che ya, D) 使 得 对 每 一 了 > max(1,2*/(1 —¢)) fe Tia > O, 
有 


Pt sup sup ([F(é+s)—- rol > gojaj + {十 =joata) | 
OLET O<a<a | 


T yz 
< CK (= + 1) exp(~;*—). (3.2.17) 
5l 理 3.2.4 设 [T(t] -c0 < t < oo}, oy (x) 和 oo(z) 如 引 理 
3.1.3 PER, HP to = ho = 00. 修 设 对 某 > 1/8, 71 (2) / flog 2)* 
和 o2{x)/(log x) 在 (2,00) 上 是 拟 增 的 ， 且 f oi (e7 jdz < oo, 
Ji g2(e*)dz < oo， 则 存在 正常 数 cl cz 和 an EIFI- r > 
max(1,x*) fe T >a > ag 有 
P{ sup sup IEG +s) -TE > xeir la) +eaca(a)] 
0<#<T 0<e<e 
< cok T exp(—y2*). (3.2.18) 


(3.2.17) 和 (3.2.18) 的 证 明 类 似 于 引 理 3.2.1 和 引 理 3.2.2 的 证 
HH, MAAR. 

综合 定理 3.2.2 和 上 述 引 理 ， 我 们 可 得 

推论 3.2.1 RIT) 关于 范 数 | - |] 是 P-as， 连 续 的 ， 且 
BAAR R ESE BR of(h 和 olh) 使 得 对 每 一 :> Oh > 0 和 
c>ae*>O0 AX Khiy,8>0F7 


PAUP (t+ 8) — P(t) I) > vou(h) + o2(h)} < K exp(—y2%). 
: 334 - 


esp, GRRE a > O, o1(2)/2% 和 oale 在 (0,00) 上 证 拟 增 
t, FLA ete hat ar 和 by ,使 得 


b l 
一 +o,lar)+ 一 -一 一 一 Co， 一 的 
ely 


oilar) 
则 
limsup sup sup frlTG@+s)-T(M <1 as. (3.2.19) 
Tao0 0<t<bp 0<¢stap 
其 中 Br1=oltariryr-iflog(l 十 b7/ay)+logioglci(ay) 


+oilar) HP? + olar) 


证 明 由 引 理 3.2.3, HE OO ee < 1,5 > Of x > max(l, z" 1- 
ej} 我 们 有 
P{ sup sup P(t +s) -TO > rolar) + (1+ eoler) } 


O<t<b0<s<ap 


eqis Eeo gi) 


Am, HWER 3.2.2 得 


limsup sup sup prier +s}-rT(]=1 as., (3.2.20) 
Too O<t<by 0Ss<az 


其 中 Bp (e) = olar) t (tog(1 + br/ar) + log log(oi (ar) 
toi(ar) YF + (1 + eoa(ar). 由 ee 的 任意 性 ， 从 (3.2.20) 即 得 
(3.2.19). | 


推论 3.2.2 {8 {F(£);-co < t< co}, a) (A) 和 oh) 如 引 理 
3.2.1 PRR, DP t= 1. 那么 我 们 有 


limsup sup sup Anli +s- rll a.s. (3.2.21) 


h30 Oftoid<sch 
HEP OF = 01 (h)(y—! (logh! + log log olh) T) E + oath). 
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推论 3.2.3 7% [To <t < 00}, aih) 和 olh) 如 引 理 
3.2.2 中 所 示 ， 则 疗 在 正常 数 C 使 得 


limsup sup sup @,||P(¢+s)-—T(t}|<C as. (3.2.22) 
hd DZEELOZIEk 


推论 3.2.2 和 3.2.3 的 证 明 类 似 于 推论 3.2.1 AIHER, MER. 
§3.3 P 值 Gauss 过 程 的 增 量 


设 Yht > OF} = {X40);t > GZ, 是 独立 Gauss 过 程序 
ïl, EXktt) = 0 且 有 平稳 增 量 o2(h) = BUX. (E+ h) 一 Xt)’, 
其 中 对 每 一 上 > 1, 假设 on (hk) ASTER HE See. FORRES EAR 
3.1.3 Na PH id Ss. 

3.3.1 当 o(p, h}/h™ #0 / ke (p, kh) /h? 是 拟 增 时 的 增 量 

ES ofp hk) 和 7 或 alpi AARP. Fi Pa 
Fa E E SE E BBY uk AR oR ae A Se. 

命题 3.3.2 Rar (T > 0) CER HRA br (T > 0) 是 


aE eee. > a = suppi gar. 假设 对 某 a> 0, A (0,0°) 上 
alp,h)f{h? 和 G(p,h)/h* 是 拟 增 的 且 


] + br 


aT 


tap +o 4 T > æ. (3.3.1} 


Mp Z BAA 


limsup sup sup Bop, TY GE +s) ~ Yt) <1 a.s, (3.3.2) 
T+ Offer OSs 


其 中 Gip, T) = b,0(p, ar) + Fp, ar )(20loglby /ar) + log log(ar + 
Liari) Z. 


HERA 回顾 到 
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JA 
H S AR DX (th) X(t nye 车 1<p<2， 
| 人 max(E(Xe(t + bh) — XAA, 若 p>2， 
利用 Minkowski 不 等 式 ， 对 每 ~- AM p = 1, 我们 得 
5(p,2h) < 25fP h). (3.3.3) 


由 (3.3.3) aa h> 0 {f 
(Ph) + aH DE < 4(h+ =) (a0, D+ 3 So) (3.3.4) 


出 (3.3.4), 引 理 3.1.3 FE 3.1.3 BA (3.3.2). 

TE 3.3.1 H o(p h) 和 5 二, 是 非 降 图 数 使 得 对 每 一 疡 > O, 
oip, h) < o(p, h) Hip, h) < a. (ph). FRET a > 0, 7. (p, f° 
Fl lp hih” 在 (0,a*} KATH. 显然 , E olp bh) 和 ip h)a 
别 被 =, (ph) H atp h) AE, (3.1.17) 仍 正 确 . 因此 , 5 o(p ar) 
和 Sip ar) 分 别 被 olp ar) 和 ipar) (AAT, (3-3.2) 仍 正 
确 . 

命题 3.3.2 i ar foe by SLES BRK. Bik (3.1.15) 及 下 
式 成 立 


bgslbr/or) _ ,， 
loglogtar + (lar)) Po, (3.3.5) 
且 对 好 一 >0 还 满足 
limsup max max{ or 2 [ar) 


Tego (triar <agcbr fag kzl 


El( Alar) — Xa (0) (Xa 一 AR 一 1jarj <0. (3-3.6) 


则 有 有 


HY (t+ 3) 一 下 
liminf su sup M] as. (3.3.7 
P09 op osdes {p ar)(2 log(bp far} li? ~ \ 
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证 上 阴 4 1< 6 < 65/64. 定义 


aT 
Åk; = 和 ;到 一 < íp, ar) £ ete Ar}, —-oo < 7 < 0, 


b( Ti; ) inf{br; T € Akh ae 5 = a(Ty ;) 一 inf{ar; T E Argh 


A, = [T2 < br < geet k > 0, 


由 (3.3.4) 和 (3.3.5) BTA, MILAN kA 


jl > e* 时 ， Any = ¢. (3.3.8) 
Bob, A 
, WIka) - Tez) (Ty ;) kt 
r Sam) = ame) < aT 27 (3.3.9) 
从 而 


， IMG +s) — ¥(2)|le 
liminf su sup —— Á 
Too o<teby Diadan (p ar)(2loglèr/ar)) 


Y(t —Yit 
>liminfinf inf sup sup Yete) rOle 
kco 7 Tear; Ocicby OS say o(P, ar )(2 log{ér/ar)) f 


tn i Y(t — Y(t 
>liminf min sup sup HX +9) —¥ llr 
koo [jl<e* o<t<MT scan; OF (2log 2ft) 


~ 5 : -nk 站 一 上 一 
lim inf HEr Oi< (0) [Y (22 ( Yan 3 +ak j) Y (42 t Dox Mle / 


05(p, ar g (2log 2*)1/?, (3.3.10) 
下 面 分 别 对 1<p<2 和 2<sp<oo 两 种 情形 进行 证 明 . 
WEIL l<p< 2. 此 时 由 (3.1.17) 我 们 有 

[r 62+- 9a; + anp YGE- Da Mee 

> [> Tolak y r/r) Po /P 3 oy (ay, 3)2P-D/2-P) 
ul 


ul 


Me Nagy + apg) — Xu(i2 re ag) (8-3.11) 
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tf k= 1,2,..., | <e%, O< i < Qh), 考察 


E(k, 752) 
Th 


| 


一 xida) J Ge aS Fu (Mk, /en) eo| 


vol 


io 
= |F alan ONOI (MO, + a) 


v=1 


om 1/2 
- x(a ag))] / (> gulang)? ) . 


v=] 


AEA j,k FO Sic ms er", BH {X(t);t > Oo}, BR 
有 平稳 增 量 的 独立 Gauss 过 程序 列 ， 我 们 有 


E{E(k, j 2 E(k, ji m)} 
oo _] 2 

一 Tulik, 2PA(2-p) o (ax. 一天 
Erene) Enas 


里 一 二 
BLN a (ae 7) — Xp (O))(Xe((m 一 ODay + akg) 
— Xem — i)2* Ya, H} (3.3.12) 
注意 到 
D celari) PT C-Potlar i) = 》 olar) P/E, 
v=] vor] 


利用 假设 (3.3.6), 由 (3.3.12), 对 每 一 [J] < e*®, O< i< m < 22378} 
“REDANA 


Bé(k, j:a)€(k, jim) <@-1. (3.3.13) 
又 显然 有 


EE (k ji = 1. (3.3.14) 
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设 {ng0 <i < 22C-9) 和 为 独立 正 态 随时 机 变量 序列 ， 均 值 为 
0 H En? =2-0,0<2< 292-9 Er =6-1. ETET +H, 
O<i< 200 人 .注意 到 对 充分 大 的 天 

Ee? (k j,i) = Er? =1, 0< i < gh2-%), 


Elé(k, I ER jim} < Eltitm}, OS i xm < 2hA-%), 


从 而 ， 由 Slepian 不 等 式 对 充分 大 的 上 有 
Pl max  &{k,j;i) < ((2 — 8)? — 2(6 — 1)'/7)(2log ghia} 


OSC ZR2-8} 
< P{ max n; < ({2-—6)* — 2(@ —1)1/7)(2log 2h yi/2} 


Ong 2s 7) 
<P{ max , m <(2~6)*(2log2*)¥?} 
DI- 
+ P{r > 2(0 — 1)/?(2 log 2*)/7} 


此 (有 一 他) 


< (#2 — 0}? 2 {2 log 25) 2)) i + exp(—4 log 2") 


exp(—(2 — 0)" log 2*) 

3(1 + (2 — 6)9/2(2 log 2*)1/2) 
 gh(2—@) | g—k(2—8)* 

之 74k 

<2 + exp( } 

DA(2 一 978 一 1) 

-p 


kta 0) 
< a 十 € — 


< 274% 4 exp(- (3.3.15) 


综合 上 述 不 等 式 ， 并 应 用 Borel-Cantelli 引 理 得 
|Y (G2 an; + apy) — YEO May sll 


pay l<e" Ose -#) OG (p, ak ;)(2 log 2*)1/2 
_ 9\2 og — 1\1/2 
> aoe a.s. (3.3.16) 


由 (3.3.10) 和 1 < 8 < 65/64 的 任意 性 就 得 (3.3.7) 成 立 . 
WEI. p22 取 Nig E on, (aki) =c lakih 显然 
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WY (624 8-Dap + any) — Y(G2*O Da lee 
(p, aki) 
> ONE, (i25 Dap; j Tük 让 一 A Ny, (ET Daki i} 


7 TN»; (ük, j) 
沿 着 情形 工 的 证 明 ， 我 们 可 得 此 时 (3.3.7) 1R. 
注 3.3.2 从 命题 3.3.2 和 证 明 我 们 也 可 推 得 : A (3.3.5) 被 下 
BSR ERE: 
bT 


log log (az + —) = O(log $E) H a 下 oo， T + 00, 


WU (3-3.7) R. Eih, AREF (3.3.5) 和 (3.3.6) 被 下 述 条 件 代 


$E, 
log( br /ar) 


log log loglar + 1/ar) 
AMe—k>1O<a<b<e 


> č, T oo 


EX(Xx(a} 一 XEON Xle) 一 Xrtb))} < 0, 


那么 (3.3.7) 仍 成 立 . 

现在 我 们 给 出 本 节 中 的 主要 结果 ， 它 们 是 由 Csérgé 和 Shao 
{1993) 得 到 的 . 

定理 3.3.1 War (T > 0) AE HH. > a = supr,y er. 
假设 对 某 a > 0, dlp, h/h” Fo ofp, h)/h* 在 (0,a*) 上 是 拟 增 的 ， 
并 且 对 每 一 >>0 有 有 


log(T'/ar) 
= -3.17 
Ta log log T (3.3.17) 


gip ar} = o(ö{p, aT) (log 二) 小 T + De， (3.3.18) 


lim sup Thar yo maxis, *(ar)- El(Xx(ar)—X,(0))(Xeer) 


~ XE + Dar} < 0. (3.3.19) 
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那么 我 们 有 
ets- YW ny as (3.3.20) 


lim su stp 一 一 -一 一 二 一 一 一 一 一 一 
T +00 ester oster ip ar 2log{T/ar)}) |? 


定理 3.3.2 Rar (T > 0) SEAS BR, A (3.3.17). 1h 
设 对 某 a > 0, o(p, h)/h* Fo Fp, h)/h* 在 (0,a*) LAA, B 


T 1/2 
(par) (log —) =oOo(p,ar)}, T — œ. (3.3.21) 


那么 我 们 有 


lim sup sup Yet -Yl _ | a.S. (3.3.22) 


oes Ott O<aap 5,0 (p, ar) 


定理 3.3.3 ”假设 对 某 a > 0 S(p,h)/h* 在 (0,1) 上 是 拟 增 
ay. if (iE te e > 0 


o(p,h) = of5tp h) (log =) N, h 0, (3.3.23) 
limsup max max E(X (A) 一 He (O))( Ae (Gh) 一 X a(l 一 1)h)})] 
R-30 hb-:<i<h-1 k>l alh) 
<q. (3.3.24) 
那么 我 们 有 
lim su I(t + s) — Y Oke =1 as. (3.3.25) 


h-O0 ocr 1ocech O(p, h)(2log(1/h))!72 


定理 3.3.4 假设 对 菜 a > 0, ofp, h)/h? A (0,1) 上 是 拟 增 


4), E 
&(p, h) (log = M2 = o(o(p,h)), bh 0. (3.3.26) 
那么 我 们 有 有 
2 
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注 3.3.3 BARA OS ae MS bse cd < oo 和 每 一 六 之 1 
有 
E{(Xx(b) 一 X,(a))(Xp(d) — Xx (c)}} < 0, (3.3.28} 
Seek, (3.3.19) 和 (3.3.24) 满足 . 特别 地 ， 若 对 每 一 上 > 1, of (A) 在 
(0,00) 上 是 叮 函 数 ， 则 (3.3.28) 成 立 ， 从 而 (3.3.19) 和 (3-3-24) 被 
满足 ， 事 实 上 ， 条 件 {3.3.19) 或 (3.3.24) 的 确 比 条 件 (3.3.28) 5. 


注 3.3.4 值得 指出 的 是 : 在 定理 3.3.1 和 3.3.3 中 的 正则 化 党 
数 是 完全 不 同 于 定理 3.3.2 和 3.3.4 的 ， 后 两 定理 的 结论 看 起 来 是 
令 人 惊奇 的 ， 然 而 ， 在 定理 3.3.2 和 定理 3.3.4 的 条 件 下 ， 分 别 有 


IY ler) —Y(O)|le ~ dpo(p,ar), T — 00 
和 
PCA) — YO ~ d,0(p, hh & > 0. 


由 此 可 得 ， 它 们 的 结论 很 像 大 数 律 ， 另 一 方面 ， 定 理 3.3.1 和 3.3.3 
的 绪论 分 别 可 与 标准 Wiener 过 程 的 大 增 量 和 连续 模 相 比较 ( 参 
见 定理 0.1,0.2 或 Csörgő 和 Révész 1981, 第 一 章 ). 


定理 3.3.1 的 证 明 这 是 命题 3.3.1 和 3.3.2 的 直接 推论 . 
定理 3.3.2 的 证 明 Har 3.3.1 我 们 有 


limsup sup sup (e+ s) — Y Ole +9) — ¥ Oller 
T -oo Ofte T 0< scary dno p, ar) 


AA, fer uE BA 


<1 a.s. 


üm inf sup IY (s) T Y(O)| 
Treo O<scar príp ar) 
wl<@< 65/64. EY 


Ba = $T; 2 < <2), k>a, 
aT 


之 as. (3.3.29) 


Bj ={T; # < alp ar) < Htl Te By}, -00 < j < 00, 
apy = a( Py 3) = inf far; Te By 5}. 
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5 (3.3.4) 类 似 ， 我 们 有 
o(p ar) < 2(1 + ay)}o[p,1), 
因此 并 注意 到 (3.3.17), 当 上 充分 大 时 有 
Br; =, B lj >et. 


所 以 


liminf sup (2b —¥ (Ole 
Foo o<s<ar SpO(p, ar) 


a ' i Y _ 
~liminf min inf sup IY ts) — ¥(O}llew 
ko jle TE Bs, ; DT pT (P, ar) 


i HY ierg} — Y0) 
= | f li nF Fe al Ll a 


应 用 Halder 不 等 式 得 


EllY (ar) — Y (COO), 2r- D/» 
EllY (ar) - Y (Olle > a - ro k ) saa 
(SP oe oR (az) )CP-V/P 
~ (SBD, Rar)? + 22 HZ, 0? (lar) O 
(SF Dopa Thar OCP /P 
p ((55 San FklaT))? + 5350"? (ar) yey Oh (ar)) (p—L)/p 
bpo(p, ar) 
(1 + 62°65?(0*(ar)/o(p,ar))?) (p—1)/p° (3.3.31) 


从 而 ， 由 (3.3.21) 
p EY (ar) 一 了 (Ole 
lim inf — 5po(p,ar} > 1. (3.3.32) 
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由 (3.1.18) 和 (3.3.32) 即 得 ， 对 每 一 充分 大 的 天 RB lils e", 


[Y feng) — Yle oa 
pi é po(P, Tk ah <* s} 


< P{||¥ (axa) = Y (Olle — BUY (ans) — Y (© 


< 


— | 
§,0(P, an)} 
(0 一 1) 850° {p, aN 


<9 (- ! 
seep 667 (p, akg) 


< 2exp(- —4 log ro 5) 


< 2-274, (3.3.33) 
结合 Borel-Cantelli 引 理 得 
o, [Y Cars) — Y (le | 2-6 
lim inf min, 95,0(p. aka) > 5 a.S. (3.3.34) 
由 (3.3.30), (3.3.34) 和 6 > 1 的 任意 性 得 证 (3.3.29) 成 立 . 
定理 3.3.3 的 证 明 由 命题 3.3.2, 我 们 有 
， W(t + 8) — Y (Ele 
Md Ea osea SP ACI AS a 
故 只 需 证 明 
Y(t +s} - Y(t} 
ESP SE oad, F Alog) A <2 8% - GSS 
对 任 一 国定 的 s > 0, & olp, h) = € 8SUPocser F(p, h)(log(1/s))/?, 
O<A <1. 注意 到 (ph) /h* BHO, FES = 无 关 的 常数 co, 
FEW O< A< 1A 


| | 1/2 &(p. 172 
一 < = 
egip, h) (log r) <0, (p,h) =E sue, = se (log * 5) 
1/2 
< Eco (p h) (log =) . (3.3.36) 
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Hak, o(p, h) 是非 降 的 ， esfp, h/h? 是 拟 增 的 ， 且 由 (3.3.23), 
对 充分 小 的 产 成 立 alp, h) < aoip, A). 从 而 由 注 3.3.1, 我 们 得 


limsup sup sup Ye <1 as 
hod 0<eclocsca IP h)(2log(1/h)) 2 + o. (ph) T 


这 样 ， 由 (3.3.36) 有 


_ [Y (t + 8) — Yt) is 
RE S(p, CIB) = t EO 
He 的 任意 性 得 证 (3.3.35) 成 立 . 
定理 3.3.4 的 证 明 类似 于 (3.3.35) 的 证 明 ， 由 命题 3.3.1 我 
们 有 
IF Ce + s) — Yit) 


limsup sup sup ———————-" <1 as. (3.3.37 
AO P oct O<s ch pT íp, h) 一 ) 


A AT, WA (3.3.29) 的 证 明 思 路 ， 我 们 也 可 得 


ming sup KOYO 


>1 as, 3.3.38 
一 + 说 O<eca 6,7 (p, A) B as ( 


综合 (3.3.37) 和 (3.3.38) 就 得 证 (3.3.27). 定理 证 毕 . 


作为 上 述 定 理 的 应 用 ， 我 们 来 给 出 P 值 分 数 Wiener 过 程 的 
BSR oe OU 过 程 的 连续 模 . 

设 {Elit > 0} HARA FRB. SEAR) Gauss 过 程 ， 称 
(t) ÆRA y 的 分 数 Wiene 过 程 (或 称 为 自 相 似 Gauss 过 程 ), 若 
bt) =, 其 中 0<Yy<1. 4y=1/2t, Et) 就 是 热 知 的 
Wiener 过 程 . 

Bp? Ll, {cn;n > 1} 为 非 负 数列 . 令 


e(p) = (> cf) e (3.3.39) 
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ap) = (e5) SP (3.3.40) 


maxe > 2, 
| key 过 > 


设 {Y(t);¢ > 0} = {end (it = OFF, AP Ert) 是 独立 的 br 
(O<-y <1) At Wiener SFE. id of(h) = 2 BEA) = h". = 
X olp, h) 和 äip, h) 如 前 ， 显 然 ， 我 们 有 


oip, h) 一 help), Fp, hk) = halp). (3.3.41) 

假设 
0< >} < oo. (3.3.42) 

k=l 


则 由 定理 3.1.3, Y() € P 具有 as 连续 的 样本 轨道 .注意 到 对 每 
—~k>la>O,j>24 
Fre, € (a )(cp€e( 7a) — crn (ly — 1)a)) 
oz (a) 
_ Bbilaki Ga) — Et — lja)) 
Egi (a) 
= (G+ 1? + (G = 1" — 297 


H 
Jim (G +1)? + (9 - 1)? - 257) =0, 


RPF (3.3.19) 和 (3.3.24) 被 满足 ， 从 而 由 定理 3.3.1, 3.3.3, 我 们 得 
到 下 述 推论 . 


推论 3.3.1 i£ p> l, {&(t)t¢>0} 为 独立 的 了 (0<T<1l) 

阶 分 数 Wiener 过 程 ， 设 {Y (t) t 2 0} = {enéa(thsé 2 0) Za 假设 

(3.3.42) 被 满足 ， 则 对 任何 满足 limp... log(T/ar)/ log log T = o0 
的 正 连 续 玖 数 ar, 我 们 有 

lim Y (E+ 3} — Y(t} lee 


HEME SDT Oe | as., 3. 
nb ob, op, RIA p)log(1/Ayyi2 一 (3.3.43) 


- 247 > 


lim sup sup Meets) FOr as. (3.3.44) 


£49 0<¢<T 0 s<ar arc(p) (2 log(T'/ar}) 1/2 


设 {r {tht > 0} = {X,(e);t > OO}, 为 独立 O-U 过 程 ， 具 有 
wy, 和 Ay. BH 


N Yh i/2 We (e2%*") Do 
. e 
{X(t}; t 一 Ot] 和 { xe) ern! i > () _ 


有 相同 的 分 布 , 其 中 (Wet), 是 独立 标准 Wiener 过 程 . 因此 ， 
不 失 一 般 性 ， 可 写 


1/2 W tALt 
Xpt} = (=) le ) tO,k=1,2,.. 


ere j 


RTE YO 的 轨道 性 质 不 变 . 这 一 关系 式 和 分 数 Wiener 过 程 的 
概念 自然 导致 引入 分 数 O-U 过 程 并 研究 它们 的 轨道 性 质 ， 

设 {Eht > O} Ay (0 <4 < 1) Brae Wiener HR. 平稳 
Gauss 过 程 (A(t); = 0} 称 为 y 阶 的 具有 系数 a 和 5 的 O-U 过 
程 ， 若 

{X();t> 0} 和 [Geass > o} 


具有 相同 的 分 布 ， 即 EX) = 0, BRA Ls 20A 
E{X(t)X(s)} — sere 十 ežrbis—t) _ jett- _ etten 27), 
(3.3.45) 
HERA a> 0,b>0. 
显然 ， 当 了 = 1/2, {X(t);t > 0} 就 是 通常 的 O-U 过 程 . 
Piette {Y (tht > O} = 人 让 人 是 如 为 站 阶 独立 分 数 
O-U 过 程序 列 , RAR yr 和 A 和 ,其 中 0 <7 <1, Yk 20, Ag > 0. 
Wh >O0,k=1,2,...,4 


ailh) = E(X kft + h) 一 X,(t))? 
= G + (ereh eMh)2Y L e?TAnh L eTZYArh), 
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设 p>, EM o(p, h) ëlp h) 的 如 如 前 .由 定理 3.3.1 我 们 得 
推论 3.3.2 ”假设 对 某 a > 0, Fp, h)/h® 在 (0,1) 上 是 拟 增 
的 .着 
11/2 
o(p, h) = 0( &(p, h) (log z) ), A>, (3.3.46) 


那么 


[Y (t +s) — Yit}lli 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 .3. 3.34.4 
er e cs (p, h){2log{1/k))1/4 as l 7) 


假设 对 某 a > 0, o(p, h)/h° 在 (0,1) 上 是 拟 增 的 Æ 


1 、172 
a(p, h) (log =) = ola(p,h)), ho=0, (3.3.48) 
那么 7 
IY s)- Ylle _ 
et octelocech bpo(p, h) Zi as (3-3-49) 


证 明 由 定理 3.3.3 和 3.3.4, 只 需 验证 
lim sup max max 
hoo log{1/h)Sj£t/k kel 
E{(X, (A) - Xn (O))(XR(Gh) 一 天 人 了 一 DA) 
SUA A a SO (3.3.50) 
我 们 可 以 验证 ， 若 0 < y< 1/2, o2(h) Æ (0,00) 上 是 止 函 数 ， 那 
人 么 这 时 (3.3.50) 被 满足 . 
下 面 考察 1/2 <7 <1 的 情形 ， 对 每 一 六 > 0, 7 之 6, 大 之 1 种 
对 基 (7 一 2)Aph < E S jAh, RAJS 
ELX alh) 一 XO RCR 一 Xe (CF — DA 
ep 
_ TOM + AUG = Arh) — 2f — DARA) 
2(2 + f(An’)) 
fF" EAA) 


~ 2(2 + FORAY) 
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其 中 


f(x) = (e — e77 yT ~ eT — e 27, 
RER o EBA (3.3.50) ARIZ. 

下 述 结论 通过 系数 ye An FOBT y MREZE H THe 
3.3.2 的 某 些 特殊 情形 . 
推论 3.3,3 {GE 


O< S (k APAP < 00. 
k=l 


那么 我 们 有 
lim sup sup YE +s)~ Ylle =] as 
ho gctc1o<ecah (p, yR 2 log(1/h))}3/? _ 
其 中 
líp, y) 


[e 


| (DE enero») 
= k=] 


max (Ys / Ar) . (204), p> 2 h. 


(2—p)/2p 
, 当 1 < p<2 时 , 


特别 地 ， 取 y = 1/2, p = 2, 我 们 得 到 O-U 过 程 生 成 的 2 模 
平方 过 程 : 
7(t) = NY OUR = > xe). 


k=l 
> Ko a oz 
lo = Ex*(t) 一 TEA)， 1 1 = SO Yes Ps = SO Rf ARs 
' k=l k=l k=l 
B = MAX Yk, M = max Yk / Ak- 
那么 从 推论 3.3.3 可 得 


推论 3.3.4 ”假设 Fo < oo, Ti < œ, j 
x lE + 5} — x H 
| DOE SPT A L 
p00ctkioca ts 2(Bhlog(1/h))? i 


A.S. 
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Csörgő 和 Lin (1990) PEAH h > 0 而 上 HORA 
时 的 另 一 形式 的 连续 模 ， 此 时 正则 化 因子 相当 不 一 样 
定理 3.3.5 ik [Fo < oo, Do < ee AB h — 0t} Th t Ze 
地 递增 赵 癌 无 穷 ， 则 
| Ix? + 8) — x2(t) 
Mmsup sup SUP, (BMA) ?2log(Th/h) ~ 


车 4 还 满足 
(log T,)/log(1/h) 4 œ, A Q, 


则 有 


2 
im sup KEH -XO | as., 


b+ CT (8M h)!/22 log Th 
ix (E + s) - x*(t)] 


lim su sup —— m = 
RÖ ET oe ech (8M h)!/22 log Th 


注 3.3.5 此 时 ， 例 如 我 们 可 取 
Tha = exp {log(1/h) log log - - -log(i/h)}, 


其 中 对 充分 小 的 只 > 0, loglog ---log(1/h) 是 指 可 取 对 数 任意 有 限 
次 , 这 样 , 过 程 xf 的 模 为 (38Mh)V?2 log(1/h) log log - - - log(1/h). 
定理 3.3.5 的 证 明 的 关键 是 下 述 引 理 . 


引 理 3.3.1 ”假设 Fo < oo 县 Ts < co. 对 任意 的 8>0 看 在 
hie) > 0 fe C = Cle) > O RARE Tah > Ale), k < Afe), 对 性 
一 国定 的 上 FEIT x > (8/2 T/M 有 


PH 人 十 问 一 2 全 | > e(8MA)'7} > z >l- 1 十 ie) 


Pt sup sup Ix (t 十 $) 一 x7(t)| > rlSMA) 
ets O<sch 


< (CT, /A} exp(— 


x 
Tye) 
+ 25] > 


定理 3.3.5 MS 3.3.1 和 证 明 不 在 此 陈述 了 , 
3.3.2 4o(p,h) 有 界 时 的 大 增 量 


对 某 些 Gauss 过 程 ， 上 向 定理 的 条 人 忻 趟 被 满足 . 例如 , 对 O-U 
过 程 ， 当 一 o0 时 oip, k) 是 有 界 的 .现在 我 们 对 这 类 过 程 Yo) 
来 建立 有 关 太 增 量 的 结果 . 为 此 和 目的， 我 们 先 给 出 引 理 3.1.4 的 一 
个 精细 的 修正 . 

引 理 3.3.2 i B ÆRA |I 的 Banach Fis}, {r(t);t > O} 
LT B 中 的 随机 过 程 ， PAD) ERDERAS. B 
MO 关于 范 数 是 P-a.s. EA), Bt > OAS 0,O< at <2 
AAE i PAE yee go1(R) 和 alh) RAR Ky, 8 > 0 

PUT + A) — TO > relh + o2(h)} < K exp{—yx"). (3.3.51) 


REA cae Dear <1, MET OSA< Tz > xt, eR 
m 之 3 和 充分 大 的 下 二 Kk{T) 有 
P| sup sup I(t +s} —TQ)|] > rah + dim, k) th) 


<t<T O<a< 


十 ah, mt, k) +oiíh, m, k) +l A + d(m, k)*h) +o2{h, mH, k) } 


< aK (= + 1)d(m, k)* exp(—y2x"), (3.3.52) 
其 中 k 
dim, ke) =e ; 
s,m 
mre ike 


oilh, m, k} == 27+ 8 d(m — 3, k)? f ulha”) ay, 
d(+m—2,k+1-—T) H 


— 1, _ Ìn 1/8, — 
2) 0- (Ae °) 1 


oo 
` f Ji (ha t" Jey, 
d{im—1,k+1—7}1/4 


oo(h,m, k) = 4d(m — 3, k)7} / galha") 


d(m—2,44+1—7) y 


o*(h,m,k) =2( 


dy. 
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证 明 A EBA mM > 3. (KS FE 3.1.3 的 证 明 ， 对 任意 的 空 


数 f, 令 
t; = [td(m, 7) /h]/{d(m, 7)/h). 
我 们 有 
(e+ s} — TE EIEEE + sde) — Tete d+ SIE strstr1) 
j= 
— T(t+ ser H+ $ I tersi) — Eltra) 
j=0 

由 于 

sup sup |(t+s)x—t,e| S h+dim, k) *h, 

OT Osh 


sup sup |(t+ s)k+j+i — (E+ srs| < Adim, k +j +1}, 
EET Oath 


AEST AY x > a” Al e > 2", H (3.3.51) 得 
P{ sup sup IIF(G + s)x) ~ PE] 2 woth + dlm, k)=h) 


<t<T 0<s< 


+ o2{h + d(m, k)-'n) } 
< 2K dim, ky (| + 1} exp(—yz°), 


Pi sup sup |[[((é+ srrj+ri} — PCE + skeat 
OLET OSs Eh 


> sjor(hd(m,k + j +1)-+) + oa(hd(m, k + j + 1)71)} 
T 
< 2K d(m,k +j +1)(> +1) exp(-yzf) 


和 


Pt sup sup (terj41) -Drell > zio(had(m,k + 7 +1974) 
LIET Osh , 
. +oalhd(m,k +j +17 ™)} 


T 
< 2Kd(m,k +j + WS + i) exp(—yx*). 


- 2035 + 


现在 令 ya? =y? + d(m—1,k +j +1). M 


Yadim, k + j + 1)exp{-y$) 
j=0 


= d(m,k +j + Yexp(—d(m — 1,k + j + D)exp(-72") 
j=0 
< exp(—yz") 


2 $ z;o (Ad(m, k +} 十 1)—*) 


j=0 


<2 》 a(hd(m,k+j+1)) 
j=0 


2\ 1/8 | oo 
+2(=) dm -1,k+ 5+ 1) Pay(hd(m,k +j +171) 


了 一 站 
oo 
<2ltl/Py X (dim -3,k+j+1)-dím—3,k+4+1-7)} 
7 了 二 二 
ror alhat") 
dim-2,kt}+l—rT)} 


20 Lik titl r) A 
ren) Dl- (a ) ) 


d(m—2,k+3741) F R 
f ao (ha~* jdaf” 
d(m—2,k-+j7+1-T) 


dy / log a 


5 g (haa) 
<2°+8 dim 一 ak) te f dy 
d(m—2,44+1-—rT) 


raen) i- (“Fanta ) 


" J F] (ha t" idy, 
d 


{m-l,k+l-r) 
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此 外 还 有 


2》 oo(hd(m,k + §+1)7*) 
j=0 


an- { alha” ) 
s4 (m 3 s) oaran y 
综合 上 述 所 有 不 等 式 得 证 (3.3.52). 

注 3.3.6 从 引 理 3.3.2 的 证 明 容易 看 出 ,由 (3.3.51) 可 推出 对 
{E T 20, h > 0, s> a*,k > 0 PBR m 23 


dy. 


Pt sup NT(T +s} — TO 2 cloth + dm, RIR) +4, {h, m, k)) 
Ds 


+ of(h,m, k) + 02(h + dim + k)-1h) + o2(h,m,k) | 

< 4K d(m, k} exp(—yx"). 

”利用 这 一 引 理 ， 我 们 可 证 明 下 列 定理 ， 它 是 由 林 正 炎 (19972) 
给 出 的 ， 令 


Lyx = log, ++: log, T- 
Mnp, ie 
m 次 
定理 3.3.6 设 Y() 是 本 节 开 始 所 定义 的 过 程 , 设 ară T 
Sy sb ik Ie BS ar 一 oo (T + 00). 假设 
i i 7 Ty 
íp, T} > < 00, of(p,T)= o( (log =) ) T ox, 
(3.3.53) 
J 5p, a * jdr < 00, J aolp,a™ )/adz < o0. (3.3.54) 
1 1 
又 假 证 下 在 0<5 < lo 和 整数 m>> 1 使 得 


ar < Td(m, (La TETY SNE, (3.3.55) 
BEŽ ao > 0 使 对 任何 a> ao, idl A 


max E(Xrlia)—- Xklli -aH Xrlja) -Xll —1)a)) < 0. (3.3.56) 
。 AS + 


那么 我 们 有 
OW — Y (tlle 
lim sup sup Ie + 8) Ie =1 as, (3.3.57) 
T> 0<t<T—ar tleor G,(2log(T/ar)) 


t -Y p 
lim sup Wet ar) ~ YW aS., (3.3.58) 


Poe perar Tp (2 logíT/ar}) 


一 了 (了 
lim sup IY + ar) = ee =l1 as. (3.3.59) 
Toc Gy (2 log(T/az)) i 


若 条 件 (3.3.56) 和 (3.3.55) 被 下 述 条 件 代替 : 


limsup mia) < 0, (3.3.56) 


o— oo 


其 中 mla) = maxk>1 maxy>i>1 F(X, (ta) — Xp{(t - 1)a))( Xe (9a) 
—X plj la BIH O< 4 < La, 


ar < T(T~** Ad(m,(LmT)?*!*)“"), (3.3.55’) 


HP ôr 3 0 (T > œ) A (OV m(T))/5r + 0 (T => 90), BA 
(3.3.57) —(3.3.59) 仍 成 立 . 


注 3.3.7 Ba 


dm, (LmT te) 一 TCD (3.3.60) 


记 d(m, (Lm T) = TTY”, I of T,m) + 0 H 
AT mi) 0 (T = 00). WIE F + oo 时 对 任 给 = > 0 有 


a 


dim, (LT) tH) = og Lat ”< aT, (3.3.61) 


dim + 1, (Lm41 T) dim, (mT)? + 5 0. 


定理 3.3.6 的 证 明 我 们 指出 由 条 件 (3.3.55) 可 推出 


log(T/ar) 


loglogT >w, Too. (3.3.62) 


. 8B - 


首先 ， 我 们 来 证 
[Y (t+ s} — Y (tili 


um SUP oct< ar 0cs<az 6,(2log(T/ar) S1 as (3.3.63) 
由 引 理 3.1.2 aapa 3.3.2 中 的 (3.3.51) OK =2, y= 4, 8 = 2, 
o1{h)=6(p, h) 和 o2(h)=d,0(p, h) 成 立 , 对 (3.3.55) 中 给 定 的 4>0 
Al (3.3.52) PHO <7 < 1,45, HH 1-1/a-6 < 6, < 1-l/o AE 
得 r = r~log(1—6,) < 1. Wer =d(m—1, (Lmar) ’: )/ Liar. 在 
(3.3.52) DAR k = Lm42057 M ki = Ling gar. 那么 d(m+2,k) = aff 
EH 


k— 7 = Lm (Lear)(1 + Zt) -7r 
= Loar + Lill— ð- T 
= ki — T1. 
因此 利用 条 忻 (3.3.54), 对 任 给 的 = > 0, BETU k) 充分 
Kk, RITS 


gilar m + 2,k} 
= 2/2 dim 一 Ley f 


a(rz,k+1—7} T 


a,(apa-® ) 


dx 


mk artim. k rima? 


5/2d(m — 1, k)! -ala d: 

< 2 tdd l, k) / - z 
< 0. 

类 似 地 对 充分 大 的 工 


dilar m +2, k) 
_ 4(1-( 7 二 ,大 十 工 一 了 | A -1 


d(m+1,4+14) 
| v1 lara t ldz < £, 
dim+l,k+l-r) 
galar, m + 2, k) = 4d(m —1,k} ? f alaro À ) ay £ E, 
dim,k+l-r} T 


AA (3.3.55) 成 立时 ， 对 充分 大 的 T, 
attr < THT dim, (LimT)otl/e)-¢ < pE 


所 以 ， 由 (3.3.62), 条 件 (3.3.53) 和 引 理 3.3.2, 即 得 对 任 给 的 <c>0 
和 充分 大 的 荆 有 
(Y (t +s} — Y (t)]ji 
P{ sup sup Saan 21 +2} 


<P sup sup ||Y{t+s)—Y(tjlr > (1+) 
OLET O0<s<caz 


T 1/2 
， (2 log — + log log T|) (oilcarll + d(m + 2,4)7")) 
caT 
+ o,(cay,m + 2,k)) + of (car,m + 2,%) 
+ o2(car(1 + d(m +2,k)7*)) + oa(car, m + 2, k) } 


OT T 
< 二 2 
Say, dm + 24) exp{ 【1 十 <) (log cap + log log T) } 
qT ap tT } (log Tyit) 
<Ge7* (log T) +28), 


MHe> Lid T; = @. 那么 由 Borel-Canteli 引 理 我 们 有 


IY {E+ s) — Y (tyle 
limsup su Su Ne ge as. 
jroo" ot osscar, p{2 log(T; /car, ]) 7 3 Sit a 
(3.3.64) 


注意 到 ar 是 拟 增 的 ， 由 (3.3.64) 我 们 得 (3.3.63). 由 (3.3.62) 和 命 
题 3.3.2 知 ， 相 反 的 等 式 也 成 立 ， 因 而 得 证 (3.3.57) 成 立 . 
为 证 (3.3.58), 只 需 证 明 

， Y(t + ar) — Y (elie 

Tae oser plogar A =) *% 8365) 
{ee EFF (3.3.55) 和 (3.3.56) WE. WI h > 0, il Bak = 
(Tkh<ap <(k+ Dan —-1<T <n}, a =inf farn- 1<T<n), 
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a* = supfar;jn-1<T <n} W 


liminf sup IY (t+ ar) — Ylle 
Too 0<t<T pl? log(T/ar))!/? 


. [Y(t + er) — Y (thr 
> lim nf nf A A a 
rr at, nee cas jh TE Bot Octet &,(2log(T/ar}}'/4 


| [Y (t + kh) — Yt) les 
> eae 
7 cer a}, fh ka neh o<t<n-t 5,(2log(n/kh)}t/e 
, P(t + s) — Ylli 
—limsup sup sup 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
np ob obs Sp(2log((n 二 1Tj/ax )) 
=: fy 一 ba. 


注意 到 当天 一 0 时 ，5(p, 朋 /5 30 Hear EHH, a) < can. 
那么 类 似 于 (3.3.63) 的 证 明 ， 当 h 充分 小 时 我 们 有 
Ly SE as. (3.3.66) 
考察 Ly. 很 设 1<p < 2. 我 们 有 (SM (3.1.17) ) 
IY (i + 1)kh) — ¥Gkh) Ihe 
~ La eolkh) EP (Koi + + DKh) — Xo (Jkh) 
(Doky tube) r) > 


£(j,k} = 
(p, DER Tyl ay 


(ent oy(kh) yr 


那么 由 条 件 (3.3.56), 对 了 > id 1, 当 大 充分 大 时 有 


了 
{5 oy(kh) r) i (S oo(kh) FE) E(X (G+ DR 一 Ku) 
uzil v= l 
(Xf + L)kh) ~ Xa (FRA) < 0, (3.3.67) 
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AFH Slepian 不 等 式 ， 回 左 BL. 的 定义 并 注意 到 条 件 (3.3.55) 及 
ar 的 拟 增 性 ， 存 在 C > 0 使 得 对 充分 大 的 n 有 


k 2log 一 ve 
， <n 一 一 一 
Pt ah 0<J<n/2kh stk) < (1 o( ve zh 


[an fA] 
一 ; wm y 1/2 
< 9 P{ max „EU k) (1- e) (2 log —) \ 
k=[a’, /h]-1 
[an fal 
n n 3y n/2kk 
< D (1— exp{-(1—e)log = } ) 
k=[at, /A]—1 
< Ca, exp{-C(n/an)®} < Cn“. (3.3.68) 
由 此 即 得 


L> l-e as. (3.3.69) 


假设 p = 2. 取 Ne E on, (kA) = O° (kh). 显然 对 充分 大 的 
kA O 


YG + Deh) = Y GR) 、 (1 Xa (G+ 1A) ~ Xm (GBA) 
Gp ` on, (kh) l 


按 1 <p <2 情形 时 的 证 法 , 我 们 也 有 (3.3.69). 至 此 (3.3.65) 已 被 
证 明了 ， 因 此 在 条 件 (3.3.55) 和 (3.3.56) 下 ， 我 们 完成 了 (3.3.57) 
和 (3.3.58) 的 证 明 . 

现在 考察 (3.3.59). RR tele AW 


a eee = + + + + 
PP Clog(T/ar) = 1 e eee) 


4 al, = aplar/ao], 其 中 ao 由 条 件 (3.3.56) 确定 ， 那 么 


人 十 sm 一 了 人) y IY (T + af) — Y (Ts 
| OLLI IAA y lim sup SA Tri T i t Aer 
Too fp(2log(T/ar)) 2 ` Taro Sp{2 log(T/ ap)? 
. YT + s) — (Tle 
— li a E d O da. (05. 
msup SUP "= (Qlog(T/ap)yv2 ft 42 (33-71) 
- 960 . 


注意 到 注 3.3.5, 按 (3.3.63) 的 证 明 方法 ， 我 们 有 有 

Ip =O as. (3.3.72) 
H to = 1. Ate = te +, R= 12s. NM te- 出 
WY (ty + at, ) — ¥ (te dle 
a(p, a;,) 
、 Èr Tula, (Xx ult + Ga) - Xoltk)) 
Osean Fola) 2 

再 次 运用 条 件 (3.3.56), 只 要 i 充分 大 ， 对 7 >i 我 们 有 


Edits =U. 


=: Cp. 


令 Dn = {kiln <t,<n—1}. 显然， 由 条 件 (3.3.55), XT k E Dn, 
4 n> oo Ff an = o(n). 因此 对 充分 大 的 n 有 


l 
ŞO an = D> (te tr) — Max ae, 2 gn 


ke Dy, he DL, 
其 次 ， 由 条 御 (3.3.55) 可 知 ， 对 任何 4 > 0 和 充分 大 的 工 有 
an < Tog T)~4. (3.3.73) 


由 Slepian 不 等 式 ， ttn n-l1<T <n, 4n — œf 


IY (¢ + a) — Y(t) [lee | 
P su 二 -一 -一 一 < 一 上 
| race? &,(2 log(t/az})4/? 


< PÍ max 4/(2log(te/an))/? <1 ~ 5} 


< I] Plex < (1 — =) (2log(te/a,))/?f 
< I] (1 — exp { 一 (1 一 =) log(t,/au,)) 
ke Dn 


. 6] - 


由 此 即 得 
h>l-e as. (3.3.74) 

把 (3.3.72) 和 (3.3.74) 代入 (3.3.71) PRE (3.3.70), 因此 (3.3.59) 
得 证 . 

当 条 件 {3.3.55) 和 (3.3.56) 分 别 被 (3.3.55) 和 (3.3.56) 代替 
时 ， (3.3.69) 的 证 明 是 类 似 的 ， 我 们 仅 考 察 1 <p < 2 的 情形 . 注 
意 到 已 证 的 事实 ,不 失 一 般 性 我 们 假设 mia) > 0 对 所 有 充分 大 的 
a Aah. > 


mila) = mia) (Sone) mr) Soala) SS 


v=l1 
ony = ni, = 0,1,...,[n/2ka], A r = 7 是 独立 正 态 随机 
变量 ， 均 值 为 零 ， 且 En? = 1- m(kh), Er? = mi(kh). N 
&=m47. 则 EE =1 E 
BEG, kél k) = BES; = mkh), j-ikl. 
从 而 对 充分 大 的 nn 有 


172 
<1 
P{ /Min oc Dan HK) Sl c) (2log in) } 


la, /A 


1/2 

S R=[an /A]—1 Pose Moun sj Se) (2 log cn) } 
< > (r [ max ,< ( E 3 (210g) A 
pe p> Jh]-1 o<jen/akh 2 2 kh 

+ Ptr > 5 (2108 5 kh "Y 

la, /A] 
< > ((1-ep{-(1- 5) log =) 

k=[a /h]-1 


2 
tepl- Freeh) 8 Ext 
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[an fF] 


< 
=|(af,fh|-1 


[e/h] 
< hln exp(—(log 2)*) + 
k=[at, /h]—1 
注意 到 mT) Sr > 0 (T > œ), 这 就 得 (3.3.69). (3.3.58) 证 毕 ， 
EHEER (3.3.55 和 (3.3.56) 下 我 们 可 证 明 (3.3.59). 细节 从 


赂 


oe ben Eime (kA) 


利用 定理 3.3.6 的 结论 我 们 可 给 出 下 列 推论 . 

推论 3.3.5 Gk {Y(tht > 0} = {X,(t);¢ > OR, Jit) 
y 阶 分 数 O-U 过 程 ， 具 有 系数 Yk fod, APOS <1, YO, 
Ay > 0. 假设 条 件 (3.3.53) 和 (3.3.54) 被 满足 ， 设 ap 如 定理 3.3.5 
PEL, BCA (3.3.55). 那么 (3.3.57) (3.3.59) RÈ, 


63.4 ~ {E Gauss 过 程 的 增 量 


设 {7Y (2);t>0} = {Xk(;t > OO}, 为 Gauss TH, EX,(t}=0 
H of(h) = BE{Xk(t +h) — X(t)? 是 非 降 连 续 的 ， 我们 将 保留 上 
面 引 进 的 记号 . 
3.4.1 ”连续 楼 

不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 ， 对 每 一 上 1, 当 及 >0 时 ok(h) > 0. 
uy. 是 下 述 方程 的 解 


S (hyp) loath) = h, (3.4.1) 
k=l 


下 述 靖 果 是 由 Csörgő, Lin 和 Shao (1994a) 得 到 的 . 
定理 3.4.1 假设 对 某 a > 0, a3(h)/h* 是 拟 增 的 ， 且 存在 
JER A Fo ho tI} 
S of (ho) < œ. (3.4.2) 


k=] 
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MZ, 
Xa UE 十 si 一 X alt} <1 as. 


limsup su Sti ax i 
h49 P osez: D<ss k k>t o*(h)(2log(1/{hyp))))/7 
(3.4.3) 


(3.4.2) REWER 4A 0< < ho 使 对 某 个 c1 > 0 和 每 一 
k>1 


at(s) alh) 
Jah Fp (s) ae akih) (3-4.4) 

j +2 
Sew - an ) [98 =) < OO, (3.4.5) 


2 (3.4.3) tt yp, = 1 上 成立 ae Xh k= 1,2,..., 24 
独立 和 的 ， 且 对 0 <t £t <i 


E(X k(t2) 一生 RAR — Xe(ts)) < 0, (3.4.6) 


那么 
IAXg(t + 3) — Arlt) 


limsup sup su 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 -一 = 1 as. 
MO, oztelocsch k21 O*(h)(2log(1/(hyn))) 72 


(3.4.7) 


[Xli + h) 一 X prit} 
lim oF = 1 as, 3.4.8 
nO OSII ost o*(h)(2 log(1/{hy,)})}4/? ( ) 


证 明 首先 ， 我们 列 出 下 列 事实 .因为 


h= Fp ONEM > hyn, 
k=l 
所 以 我 们 有 0 < yr <1. 此 外 通过 一 些 初等 计算 容易 看 到 ， 由 条 件 
(3.4.2) 可 推出 (3.4.5), 后 者 保证 了 方程 (3-4.1) 解 的 存在 唯一 性 ， 
我 们 也 有 下 述 性 质 : 存在 常数 d > 0 使 得 


a*?(h) > dh?. (3.4.9) 
. 264 . 


事实 上 , 注意 到 of(h) MEM, RATA 94 (2h) < 4of(h). 所 以 ， 归 


纳 地 有 
aih} > > 了 o2(2h) >- > oR(2th) > 2a? (=), yi < Hh <1. 
(3.4.10) 


这 就 推 得 (3.4.9). 进一步 ， 结 合 条 件 (3.4.2), 我 们 得 


一 on (h)\ 4 C2 
DE <2, 40<h< ho, (3.4.11) 


其 中 cz 一 d- Ar ar of (ho). 
第 一 步 ， 我 们 来 证 对 给 定 的 es > 0 存在 常数 C= Cle) > OF 


得 
[X(t +s) 一 X r(t) coe 
PY sup dese KST o*(h)(2 log(1/(hyn})} 7 it i i o D 
41 
Ban, Hoes <h, A (3.4.1) 有 
|X. (t + s} — X,(#)| 
Pipar a*(h Neston)? © 一 tej 


= 2 tO a**{h) 
< L exp{- (1 +e) (log aa slh) \ 


_. 5 (yp) Oe 208/289 < pitzey2e (3.4.13) 
k=l 
对 任 一 正 数 + ERN r= rle), & ri = A/Z At, = [t/r]. 我 
们 有 
XE 8) — Arlt) < XE + s)r) — Xe (te) 


+ > [Xpt +s r++) 一 Apttt + Sj)r+i)| 


十 3 (Xn (tr+ gta) 一 Xe(trgy I. 


j=0 


那么 由 (3.4.13) 有 


[Xel + s)r) — NilEr)| E 
PY sup, aP , Bol oth (hyn) 2 — T 5) 
< “22rhltey < Ch yj, (3.4.14) 
因 o*(A)/h* 是 拟 增 的 ， 存 在 co > 0 使 得 
a**{h)} o(r—L) a**(2h{2"} a(r~1) 
o2{2h/2") Z cod a? (2h/2") = C02 


ERPF (3.4.2) 被 满足 ， 则 由 (3.4.11), 对 充分 大 的 > AFCA h, 


AF (3.4.13}, 我 们 得 
Xe (Ct + 8), J-Xe((E + h — ry )y)| >E} 


= P} su sli max 一 一 
PL { Sue, haneech k>] o*(h)(2log(1/(hya))) 1/2 4 


2 z ai a r 
* or eno “(hl /(k6op(2A/2" 5) 
< Ea" (hua) o/b an 


k=1 
oo 2 an h) 1 
< ortlpl+a f_(5 2 记 -- 7 ) t 
~ Wh Dex 7727 7 4) 08 aS 


ae 2 h) A 
< prtlpl+a {- (2 _4\4 
= Ye 2 exp TZ(2h /27) 1) 3 


< grtipitAay, 3 (R A 
k=1 


a*{h) 
*(2Af/2")\ 4 2h, A 
< D7 十 1 上 1 十 总 ( a 
Serth (oh ) (sr) 
< Chyn. (3.4.15) 


ERF (3.4.4) Al (3.4.5) 被 满足 ， 那 么 注意 到 o°*(h)/k* 是 拟 增 
Hy, Bir 充分 大 和 A 充分 小 ， 我 们 得 
p < 22" (hyn) 2 (h) /oR(h)-e? /16-03 (h)/0} (2h/2") 
k=] 


25 a -2 2 sY až 
二 (A) ephe" /1é-cy h ah fo" 
< 7 2 dha)” op(h)-e a’ "(Aj fa**(2h/2" | 
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Ha 


2 or sr ho hn) 
Sz 2 Am) PORN 


< Chyn. (3.4.16) 
进一步 4 2? = 2Blogg + 2(1+ Aj, 其 中 B = 2a. BE 
(3.4.2) 被 满足 ， 那 么 类 似 于 {3.4.15), 我 们 有 


pa := P4 sup sup max > [Xi((t + s)r+it1) — Xe((E + seas}! 
O<tciO<sch ki j=0 


> aera) | 


= 
ZA or an | _ ZF R2) 
si et exp - Say 


Cx ca 
< 中 ` D grtitleUt+A}i pity, 


Bo**(hf2rtetty) 1 
' exp -CT 一 了 一 A} log =} 


<å- aT Atay, D> Sve titans (ARTET) 


22. "(R/T 
< deg DFA Ap yy, > gitA) ei l+A}j < Chyn. (3.4. i7) 
j=0 


又 车 条 件 (3.4.4) 和 (3.4.5) 被 满足 , 那么 类 似 于 (3.4.16) 和 (3.4.17), 
我 们 有 


p < DD PEHD O44 exp { —B(log 1 Je hh 
"he hyn? ` oF(h) 


< Chyn. (3.4.18) 


类 做 地， 在 两 种 情形 我 们 都 有 
Ppl sup sup max >| [X(t ;+1) 一 Xelivsy ) 


O<t<10ca<h RZL L 


> D zjo* (h/z) < Chyn. (3.4.19) 
j=0 


Flee, AF a (h/artet o (h) < eg 2 Atit, 对 充分 大 的 了 
我 们 有 


on ， k 
220 (zrr) 


j=0 


1 ，、172 过 
_ t —1,1/2 —a(r+3+1)/2 
=g (f Be ) (log is) 2? 


as (2(1 + A) aoe} 


Safrty+ l/s 


< ~o"(h) og mm) (3.4.20) 


综合 这 些 司 计 ， 我 们 得 (3.4.12). 
为 证 (3.4.3), 我 们 再 次 利用 (3.4.9), 由 (3.4.12) 得 : 当天 充分 
小 时 ， 


[X(t + s} — Xz(t)| 
Pt oct. Ocsch ESI g” Moe a) 21+ e} 
< Chyn) (logo (h). (3.4.21) 


设 0 > 1 BX A = {het < ot(h) < Oj, Ay = 
{h;9-9—? < hy, < 0-9, he Aj}, 和 hi = supf{h; h € Ajj}. Ml 


limsup sup sup ax kale t s) Kal 
RLO  O<tS1O<sSh Bel a *(h)(2 log(1/(hy,)))1/? 


[Xit + 二) 一 X pít) 
< Hm supsup su su l kaa a ele a AL 
aao j2 >o octet O<s hs, k>1 @-?-1(2log 0i)? 


<limsupsup sup sup ax Xl t s) -Xl 
op FBO 0K 1 OS ashy; be. a* (hi )(2 log(1/(hiszyn,, PP 


利用 (3.4.21), 我 们 有 


3 on | sup gup |X rit + s) 一 X rlt) >] +e} 


max ———— O O S 
cao sao LOSIS OSs Sh B21 a*{(hi 2log {hi Yn D 一 


<c}. DS lhyn) logo (hig) 


i=0 j=0 


< cy Se-ie/alilogg)- < 00. 
i=0 j=0 
因此 , 若 能 证 明 在 条 件 (3.4.4) 和 (3.4.5) 下 有 ya = 1, 那么 由 Borel- 
Cantelli 引 理 (3.4.3) 得 证 .为 了 证 明 我 们 可 以 取 名 = 1 这 一 事 
实 ， 只 需 证 明 log = ollog 1). 考察 方程 


Şo attllog De” (/2)/0801/2) 一 1 
k= 1 
由 条件 (3.4.5) 知 , 它 的 解 % = xo > 0 存在 . 于 是 对 任何 0 < h< 1/2 
有 
1 aad «= a ~ +ž = 
l=; Shy)" (A)/oR(h) < you (1/2) /eR(1/2) 


从 而 ， 对 0< 天 < 1/2 A yn > zo* , 待 证 的 结论 成 立 , 
其 次 , 在 独立 性 的 假设 和 条 件 (3.4.6) F, 我 们 来 证 (3.4.8). 已 
有 (3.4.3), 因此 只 需 证 明 
(Xatt + h) = A Ias (3.4.22) 


lim sup sup max 一 一 一 一 一 一 一 > 
nlo. oe k21 o*(A)(2log(1/(Ryp)))72 一 


为 此 ， 只 需 证 明 对 任何 A, 1 0,0<¢e <1, 


|X klt + hn) 一 X rlt) _ 上 
Jim, P| sup mex oe Syste epi 2 eft 


(3.4.23) 
事实 上 ， 对 充分 大 的 n, MA, 充分 小 时 ， 我 们 有 
(Xel + hn) — Xft) 
j {sop, max yr(hn (log( /hayn 2 T e) 
ARG + lAn) 一 人 
<P om, BE 70 han? < 1e) 


» 369 . 


[Ihn] TD 。 a 
< I] IT P| X(t + L)h,,) 一 XR) <1— e) 


Eo ey lot (An) log /(Angn. ))) 


Hil a (1 - <e}o* “(Ben ) 1 
< II {i-e oh) Siac} } 


J=Ù0 &=1 
[l/h] xa 


= |] II — (Raya, OTP? Myok | 


j=0 k=l 


[thn] oo P l 
< JI expd = J linyn, ) 097 ooeiem | 
3=D | 


k=1 
<exp(-Ay*)- 0, no, 


在 第 二 个 不 等 式 中 我 们 利用 了 独立 性 和 Slepian 不 等 式 . 因此 (3.4.8) 
FHE. 
最 后 ， 我 们 来 证 明 (3.4.7). 借助 (3.4.3), A m HEBA 


[Xt 十 s} -一 X(t) 
| a.s. 
BO net on eh Fel o*(A)(2log(1/(hyn)) 2 二 

(3.4.24) . 


A 


EX Ai; WE, hi, = inf{h;h € Aj;}. 则 
[Xn(t + 8} — Xe (EI 
inf ~ 
me oct oseh Bot k>i o*(h)(2log(1/{hy,}))})/2 


[Xat + 3} ~ Arlt) 
> mf inf Dh SE dd 
lm a WD, SD, Pe O-(Zlog ri) 


|X ((E + LAL) ~ Xe (thi; A 


> 加 Ro Pe B20" (ht (alog(1/(hi yas, D 
(3.4.25) 
再 次 利用 Slepian 不 等 式 ， 我 们 有 
P{ max max Ae 二 DA Xn) < 1-«| 
osisifat, k21 o* (Ai, )(2 log(1/(hi une, M2 — 
[1/455] ee 
j (1 -—ejo"" (hi; 1 y 
< 1 — exp) — ~ il 
7 lI H! epf ahy S hij Yh, 


， 70 - 


< exp{—(hijyn,)-*} < exp{— (hisyns V logat (hi,)} 
< exp{ —"*/?(i log 0)}. 


倒数 第 二 个 不 等 式 是 由 于 (3.4.9). 所 以 


JACEE + Ihe) — Xe) 
Lye {okt "BSF koI g *(RE K2 log(1/(h;; Yht, HA $ 一 Ie} <oo. 
(3.4.26) 


由 (3.4.25) 和 (3.4.26) 即 得 (3.4.24). 定理 3.4.1 证 毕 . 


推论 3.4.1 全 计生 全 O< cy < ce < o0, LER F] {akik > 
1} F04dF IF HI o(h) 使 得 对 任 给 的 >>0 和 每 一 下 > 有 


ciak Ih) < og(h} < coazgo(h). (3.4.27) 


此 外 ， 假 设 对 某 a > 0, o?(h)/hr 是 拟 增 的 ， 且 对 某 A>O 


S exp{-Aa* /a2} < 00, (3.4.28) 
k=i 


其 中 a? = maxg>i ax. MRA (3.4.3) 对 yr = 1 Me. 车 还 假设 
(Xe tic FARO (3.4.6) 被 满足 ， MA (3.4.7 和 (3.4.8) 对 
yh = 1 成 立 . 

MERA 显然 (3.4.27) Be (3.4.4). 这 样 由 定理 3.4.1 即 得 所 
述 的 结论 ， 


注 3.4.1 = (3.4.2) 被 满足 时 ， 我 们 来 给 出 ya 的 上 、 下 界 估 
it. BPE O< kh < e742, 


i < m Yh /oR(h)-1 _ = Yh Sf- (log =) (Ze 一 1)! 
k 


k=] 


< m Dexp{- A(Z) aon 1)} < Yh DEE 


k= 


. 271 > 


即 我 们 有 , 
Yh > EER) ) (3.4.29) 


k=l 


其 次 ， 注 意 到 对 任何 产 >0 和 8>1 


h= Doth) ONO > ST (hyn)? Cardfde( 和 fa 
k=] RE Agi h} 


其 中 Ag(h) = {k : o2(h)/o* (h) > 1/0}. 因此 
yn < (Card{Ao(h)} (A)? fh. (3.4.30) 
结合 定理 3.4.1 与 (3.4.29) 可 得 如 下 结果 . 
推论 3.4.2 BRIJE a > 0, o” (h)/h 是 氛 增 的 且 (3.4.1) 
HA. IRE 
COLAO 一 o(=). h— 0. (3.4.31) 
那么 (3.4.3) 对 ys = 1 RR PERE {Xh(-)} 忆 1 是 独立 的 且 
(3.4.6) HBA, IBZ (3.4.7) 和 (3.4.8) 对 yn = 1 ÑA 
作为 这 个 推论 的 应 用 ， 我 们 有 


推论 3.4.3 it (Xa(;¢ > OO}, 是 独立 O-U 过 程序 列 ， 具 
有 系数 ye 和 Ap, k=1,2, e. 假设 对 某 a > 0, o” (有 /ha 是 拟 增 
的 且 对 某 A > 2 
Saf < 0. (3.4.32) 
k=] 


则 (3.4.7) Fo (3.4.8) 对 yh = 1 PR. 
证 明 对 {X,(-)}, (3.4.6) 被 满足 ， 由 (3.4.32) 即 得 
SOR lh) < (2h)4 Sv. 


k=] k= Ï 
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另 一 方面 , 通过 回顾 (3.4.9) 的 证 明 并 注意 到 EC X, (t+ 2h) -X,(E+ 
h))( X(t +h) — Xz (t)) <0, 易 知 


lim inf o” (h)/h > 0 


故我 们 有 
limsup $ (ax(h)/o*(A}}4 < o. 
ALO k=1 


这 就 是 说 ，(3.4.31) 被 满足 .由 推论 3.4.2 即 得 推论 3.4.3 的 结论 . 


3.4.2 ”大 增 量 
HA, 我 们 仍 考 察 存 在 a > 0, o*t (h/h 是 拟 增 隔 数 的 情形 . 
wWO<ar <Tlar ÆT EAA, 满足 ar> o (T > ov). 
设 yr 是 下 述 方程 的 解 : 


一 aryr a“ (ar)/oplar) _ aT 
2 (Fieri a*(ar) — Tloge*(ap) (3.4.33) 


下 列 定 理 是 定理 3.4.1 EKIRA E — PIL (Lin 1998). 


定理 3.4.2 ”假设 对 某 a> 0, o (h/h 是 拟 增 的 ， 且 存在 
JER ho, A Fr BAF h > ho 满足 


S “(on(h)/o*(h))4 < B. (3.4.34) 
k=] 
pial 
Xatt + s) 一 X rit) 
moup CaP Sp BEX arloe ogo laja 


<1 as. (3.4.35) 
”车 杀 件 (3.4.34) pho PRR: 存在 正 数 hic, To fo C RAE 
HT bh > hy 和 每 一 大 二 工 有 


T (3 o*(h) 343 
osh Fle) ~ “lor(h)’ (3.4.36) 
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AIH T > To 
ary ) 


2, (Tiz oar) 


则 (3.4.35) 475 JER. Sans ee Axl), k 一 1,2, tty 是 独 主 的 ， 对 
O< ti <t Ste < by, 


<C, (3.4.37) 


E(X pelto) — KA Xt) — Xrlts)) < 0 (3.4.38) 
log(T/ar) 
Ost fer 加 
Tn noglogortar O” (3.4.39) 
RA 


um su sup [X(t + 3} — X rlt) 
Tro 0<tc Tap OL 847 #21 o*(az)(2 log(T/az))!/2 


和 


limsup su [XR fe + ar) 一 X(t) 


max — = 1 as. (3.4.41) 
T+ 20 05s -or k>1 a*(arK2logíT/ar))? ( 


注 3.4.2 ”类似 于 注 3.4.1, 4 T WE (ar) > 4? 时， 我 们 
s (ar) 
一 kfaeryyv4y-~1 
yr = Ce ar) ) 
因此 ， 由 (3.4.34), 对 充分 大 的 工 有 


yr > Bo > 0 (3.4.42) 


此 外 ， 我 们 可 证 下 列 事实 yr <1 AAF (3.4.33) PER EE 
(3.4.37) 下 存在 且 唯 一 ， 而 (3.4.37) 可 从 (3.4.34) HEA. 


定理 3.4.2 的 证 明 存在 4 >0 人 使 得 对 任何 0Q< 天 和 1 有 
o(h) > dh? (参见 (3.4.9)). # ho > 1, 则 对 任何 1 < h < ho, 
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oh > ot? (1) > Rat (1h. Ru, AS d = da (a**(1)/h9), 
MIHE k < ho 就 有 oP (h) > dih*, 由 此 即 得 XF h< ho A 


5 (oe(h)/o*(h))4 < dR AS” of (ho) =: dh^, (3.4.43) 


k=l k=tł 


其 中 di = d 74 SO” of (ho). 

WO > 1, EXA = {T:0'-! < o" (ar) < 6}, Ay = {T0 < 
Tiar < #,T € A}, ay = sup{ar;T € Ajj}, Ty = suplT;ar = 
a;;, T € Aj}, Ti, = sup{T;T — ar = supre,, (T — ar), T € Ais} 
和 J = max{7; 6? < maxpsoT/ar}. M) J <œ A 


[X r(t + 8) — Xe (t) 


limsup sup sup max ——~ oor 
Toe 0<t<eP-ar 0<scar kl o'lar)(2log((T logo" (ar})/ar)) 7 


< limsup max sup sup max |X, {% +83) — X(t) 
ioo ISISI 0S4STY -ari O<ecay; KEI 


[@*-*(2 log(0 71 bog 0° *) 4/2] 


< limsup max su sup maxé@*}X.(t+s) — Xit 
iro ISIS OSST -ar Desta a1 ] r ) — x Mf 


la" (aiy} (2 log((Ti; log o* (as3)) fas; )1/7]. (3.4.44) 


IHEM e > 0, 设 r= rls) > 0 FRR. 4 ry = ai; /2". 对 任何 
t >00, 令 tr :一 br, 一 [t/rig}raj- 5 
[Xn (é+ s} — Xk) < [Xk + 8)-) — Ae (te}| 


+ SO ARCE + septi) — Xe((E+ s)r0)! 
f= 


= 
+S Xalta) — Xe(tr+s)]. (3.4.45) 
{=—0 


类 似 于 (3.4.14) 并 注意 到 (3.4.42), 对 充分 大 的 也 HT, < Ty, 
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我 们 有 


po : 一 P| sup sup max [XE + s)-} — Xrlte)l/ 


O<¢<T", -ay OS star; 
[o* (az; )(2log( (Ti; log o" (ai;))/ais))'7?] = 1+ | 


<P{ sup sp max Xe( (b+ 9)r) ~ Xa(e)/ 


O<t<Tf,-apr DSa Aijt 
33 


fo" (a:;)(2 log( (Ti; log o* (a:3))/(aigyr,,)))'/7| 21+ e/ 2| | 


47". oo #\2 Ti; log ot (azs)\ a7? lai) 

< — 22°" Sex {- 1 十 二 | (log 一 一 一 一 一 ij } 

Gij du P ( 2 ) ( Aii YT, ) a? CR ) 
aT? | a;, l + T.. 一 它 

< orf OH < (= “(a,,))717 

O Qij (7 log any) =O ) (log o° (es 

SH (ilog) “， (3.4.46) 


否则 ， 我 们 有 


Ti; < Ti S Par, < OT, 
因此 (3.4.46) 也 成 立 ， 结 合 (3.4.15) 和 (3.4.46) 的 证 明 思 路 ， 并 用 
条 件 (3.4.34) 代替 (3.4.11), RANA: 5 r 和 了 充分 大 时 ， 


PP sup sup maxiXa((t-+9))— Xalto) 


OLtS Ti, aq: Mig rij Sa Sas; 
iF 


fo" (a:5)(2 log ((Tyj log o* (a:;))/asj))/?] = :/2} 


Ti; ai; 2+ A ra*(2ais/2")\ 4 f aA. 
< < 天 (元 TEARI, ( o'la) ) (=) 
cl ,4i; —j--2-A 

= (Ty logo" (a) tA an (3.4.47) 
在 条 件 (3.4.36) 和 (3.4.37) 下 ， 我 们 也 有 相同 的 界 . 

考察 (3.4.45) 右边 的 第 一 个 级 数 ， 设 brn, = sup{b; 
Qj / 27 toes bass]+} = ho} 和 和 lo = [loge (b,,,a:;)). 全 D = 3/f1, 
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r? :一 zi, = 2D log(T;,; log o* (ai) fay} + ALHA GRE (3-4-34) 
KRE, 则 由 (3.4.34) 和 (3.4.43) BRAAM r HTA 
pm := Pf sup sup par DO alle + sJ) 


ostat -øp SSE; 
F) 


Xt dl > Dave lagz) 


i=) 
3 po 一 ee GYT, F 
< + grettle(+All/ eee } 
Su le Tioga (as) 


È 
*2f,., fartitl , E. 
-2 (ai; 2 — } 7 2) tog ili; loge a) | 
op (az f27tit?) Aij YT 


DS + > Ere -ILHAN 


tas) È 2) 


Ti 


一 过 一 


(2 A 


sog oy (TT) (Be Ba 


4 a loll+A)! , (ag D tHL 
<e (ti) e684 (4 log @)~? (3.4.48) 
~ ay \ Tz loge" lai) T a oe 
LE RFE (3.4.36) Fl (3.4.37) 被 满足 ， 我 们 也 有 同样 的 界 . 
对 (3.4.45) 右边 的 第 二 个 级 数 ， 我 们 也 有 同样 的 结论 
woah, Ze (3.4.20), 4 r TERA, BEA 
SJH) < Čo (ay, ) (log Tiber th"? (3.4.49) 


二 ee 4 as: 
ij 

综合 这 些 惧 计 ， 我 们 得 

om of 

UP sup max [X(t + 3} — Xi (t}| / 


i=l jal StS, or 0<s<ai; 
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[o” (a; )(2 log((T;; loga” (a;;))/ai;))*/?) > 1+ 2e b< OO. 
所 以 由 Borel-Cantelli 3|, (3.4.44) 右边 概率 为 1 地 不 超过 1. 这 
就 证 明了 了 (3.4.35). 
现在 来 证 (3.4.41). 注意 到 (3.4.35), 只 需 证 明 


IXrlt + ar) — X,(t)| 
lim su SUL max ————=——— 1 > ] 5. 7450 
Tom octet ar kod {ar )(2log(T/ar}}/? 一 i ) 


利用 (3.4.39), Slepian 不 等 式 和 LARC), RTE, SEPA 
的 Ta (too), 我 们 有 

kt 十 aT, ) — X rlt) 7 } 
pi ,sup ar, ko o*(ar, }(2log(T,,/ar,))1/? sine 


< P| OP ri [XG + Dan) — Xe(Gar,)}/ 


On 7a Ty far, 


2° (ar, )(2108((Tn og 0° (ar,))/ (ar, Ye, )))"?] <1 ef 


(fnfar,] oo «2 n 
(1 — eja "f (ar, ) Thn log a* (ar af 
< 一 一 -一 一 一 一 一- 1or — 
7 I I}! exp} of(ar, ) og aT, YT, 


j=0 k=l 
[Ta far, | “2 2 
ar. YT, (l-e)o “lar, }/o,(ar, } 
<n 
< H exp] - Deto (aT, ) 
Th ap Ie 
< a | — -am aÃħňei 
- exp} ar. (z log o*{ar. )} | 
Tp eis . 
< exp{ - (=) 上 0. (3.4.51) 
aT, 
因此 (3.4.41) 得 证 . 


最 后 我 们 来 证 明 (3.4.40). 由 (3.4.35) 只 需 证 明 “ hminf” 概 
ZA 1 HAF. L. iE as = inffer; T € Aijt, tig = inf{T; ap = 
ap T € Ags}, tij = inf <7’, T 一 dy = nfreAa{(T 一 arh T = Aj; }. 我 
们 有 

liminf sup sup max ake + s) — ARON 
Too O<2<T-ap O< scar k=l olar log{T/aph t? 
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AL 一 Apit 
> liminf min sup sup MAX [Xue + s) — Xel) 
ton ISIS GEES tija, Osa ko] Bi log # )1/2 


> Hm ai ea max Xi (+ 1)a;;) — Xx (ta; al 


C “(a a,;)(2log( (5 log a” (a;;))/ (aipe ))) yy"). 


Mii, RUF (3.4.51) 得 


Xall + Lal \—Xp (lal. 
Balga KEI o*(a;, (2 log{{t;, log o* (aiy)/ {assye D1 


ti (__ ts A 
= xp} a. (z log Aay) | 
< exp{—(ti;/ai;)°/? log o*(ai,)} < exp{~00 70/2 log8)}. 
这 里 第 二 个 不 等 式 也 是 由 于 (3.4.39). 因此 由 Borel-Cantelli 5] 28, 
(3.4.40) FIE. EM 3.4.2 证 毕 . 


现在 我 们 考察 当 六 一 oo 时 oth) > o < oo 的 情形 设 
of = MA oo o2(h) H T E PEDEIR: 


“n arzr\ or 
> 7 = 元. (3.4.52) 


k=] 


继续 使 用 在 上 节 中 引入 的 dim, k), 上 mz 等 记号 . 


定理 3.4.3 RE h> oht, oh >o HEA A>O 
使 得 
Dof < 00. (3.4.53) 


k=] 
RAGE AR 2S a<e,0<6 <1—ife Fo ERR m> 1 使 得 


/ a*(a* de < 00, (3.4.54) 
i 


ag < Td(m, (Lm TY THs) -1} (3.4.55) 
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UB Z, 


t 一 
limsup sup sup [Arlt + 8) ~ Xe) <I as. 


mak 一 一 一 一 一 一 
Pc 0<tcT_ar ncacar 天 21 O*(2log(T/az))t/? 一 
(3.4.56) 


车 还 设 KCh k =1,2,--+, BE (3.4.38) RHA, ABZ 


lim sup su [a(t + s) — Xe (6) + 5) — Xx (2) = 


max = A.Ş, 
T+ 0stsT-ar 0<ekar k21 a*(2log(T/ar)}? | 


(3.4.57) 
limsup sup ax att or) = An) 一 1 as. (3.4.58) 
Poo 0¢t<T-ar #21 o*{(2log(T/ar) 


证 明 与 定理 9.4.2 类 似 , RHE (3.4.53) 保证 了 方程 (3.4.52) 的 
解 存在 且 叭 一 ， 此外， 存在 0 < 5<1 使 得 zr >b, 由 条 件 (3.4.55) 
知 (3.3.62) 仍 正确 , 

AT ð > 1, EM A; = {T; 017! <T/ar< 6}, a; = SUPTGT; T € 
A;}, T; = sup{Tj;ar = a, T € A;} 和 T; = sup{T;T ~ ar 
suprea, (T 一 ar),T € Aj}. BEr>d, HHMt > ose: 
tr(aj) = |td(m + 2,r)/a;|{a;/d@n + 2,r)). & 


if 


if 


[XE + 8) — X(t) < XKE + SH) — X, (3 


+50 X k( (E + sita) 一 Xx((t + s)' o)l 
f=0 
+ |X rtg) -= Xx (t2,,)1. (3.4.59) 
f=0 
对 (3.4.55) PAY d > 0, > dr WB 1—-a-6 <b, <1 -l/a X 
记 e(ar) = d(m — 1,(Lmar)—*)/Liaz, r= r(aj) = Emp”, 
r i= (ay) 一 二 rr 十 2 人 那么 d(m-+2, r) = 0 H d(m+2, r) = üj, 
此 外 ， 
Licia 
Q<r—-r= Lm+2d; 一 Ly [(Z2a;)(1 + loa.) 
= ~— yt 一 $y} < 1, (3.4.60) 
. 380 . 


类 似 于 (3.4.46), 车 TY/T; < 1, 则 我 们 有 
=P í (+ 说 一 了 二) 、 +e 


sup sup max 
OSET! -ap OSs<a;z F2 o*(2log(T; /a;))1/? 
i 


AT: a.: l+e vefa. T" 
< dmt 2r (A) < (Tr 
一 a; | ,了 | T; — 了 T; J 
< gatt tepe (3.4.61) 


É T;/T; >1 的 情形 ， 我 们 有 
T< Ti < Far < Pa; < oT. 


因此 在 任何 情形 ， 只 要 8 < 5/4, (3.4.61) 总 成 立 ， 由 条 件 (3.4.55) 得 
ap 


PERA (3.4.61) 得 
< S(T; Jap) /2 < 50707192, 


令 22 := F = 4log(T;/a;}) + H1 + Ajd{m+1l,r+i+1). 则 有 


>, (xal + 8) 4141) 
i=0 


f 
Pai = Pl sup sup max 
OSt<Ti—ap, OSsSa; Kl 
了 


一 Xi l(t + sj)) 


> Salo" (a;/dim + 2,r+i4 »)} 


=D 
f ct (m 
< <2 (2)? Sd (m +2, pti Det Aldimt+hrtitt) 
“5 t° {=0 k= 1 


20°*(a;/d(m4+2,r+841)) T; 
{- (= gta dm tr ir -2)iog 7 } 


tka 
< 4aj fj D dim + 2r 十 了 十 {je +All tLe tit) 


a;fdim+2,r+i04+ wy" 


xa |dm a2 ete) (3.4.62) 


WE Li 
| 

oe Ps i 

rm, | eo, 
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FRAO r’—r <1 (RL (3.4.60)), i> 0 我们 有 
ajfd(m+2,r+¢4+1) < d(m4 2,r°)/d(m+2,r +1) < 1. 
从 而 利用 事实 对 0< 产生 1 A (h) > dh* ,我 们 得 
ol(asfd(m+2rtitl) < d- A/ /dmt+2,r+it+1))-4 
且 进 一 步 
Sd-A/2n1l-A4 = 


p< Bt Leader aeons ;十 {十 1) < cH- i 
对 (3.4.59) 石 边 的 第 二 个 级 数 ， 我 们 有 同样 的 估计 . 
&@P> OMA r-r+8<1. 则 当 了 充分 大 时 ， 由 条 件 
(3.4.54) 有 


$ dim + Lr+i+ 1) o o*(aj/d(m+2,r+8+1)) 
f=0 
om -1 
< (1 7 (Am+ lrt+i+l 27” 
d{m+l,r+i+1) 


IM 


d(m+1jr+it 1)! /? ， 
| o(a” \dy 
dim+ir+i+31—gyli2 


< (1- ~ (+L (m + 1l,r +1- A 
dim +l,r +1) Gime) ) 
g(a teth 一 到 \dy 
p | olat \dy 
d(m-+1,r+1—8)!/2 —d(m+1,r‘ 1/2 
SE. (3.4.63) 
显然 ， 由 (3.4.63) 可 知 对 充分 大 的 荆 有 


d(m+1,r4+1—-—p)1/2 
d(m + 1,r+1— A 1/2 
dmtlri+l)y "十 1) 


So (aj/d(m+2,r+i+1)) < =o" 
i=0 
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ia 1/2 
Soe} o*(aj/d(m +2,r+141)) < So*(2tog 2)” 
i=0 2 hy 

Ee ae ee RBA 
— Xn (t + 8} ~ Xit) 

P: su su sup max 一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 一 
CON ostas kel a*(2log(T;/a;)) 7 
< 了 十 20} < Oa, 
由 此 即 得 (3.4.56). 


ERTA (1 + elo" (ar) RE ot (注意 到 对 充分 大 的 了 , o* < 
(1+ ¢)o*(ar) ), (3.4.57) 和 (3.4.58) 的 证 明 分 别 类 似 于 (3-4.40) 和 
(3.4.41), OARS. 定理 3.4.3 证 毕 ， 

作为 定理 3.4.3 的 一 个 应 用 ， 我 们 对 值 0-U 过 程 建 立 大 
HEAR. 设 {VY (tf); -ce < t < eol = {X,(t); -0 cte coj 吕 是 
独立 O-U 过 程序 列 ， 具 有 系数 人 > OR Ag > 0. 


推论 3.4.4 MRA 4 > 0, 使 得 


S/n) < 00, 

k=] 
BAR 2S a<e,0<5 <1—1/a Foss m> 1 使 得 (3.4.54) 和 
(3.4.55) 被 满足 。 则 


lim s [Ak(t + 3) — Xue) 
up sup max 一 一 -一 一 一 一 一 一 =1 as. 
PO 9<t<T—ar dsssar F21 o*(21l0g(T /aTr))l* 


limsup sup max 2*8 + ar) — Xr(t)| 一 1 as. 
Too O<t<T-eap #21 o*(2log(T/ar}}!/2 
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SQ Gauss 过 程 的 重 对 数 律 和 
增 量 的 几乎 处 处 下 极限 


自从 Chung #3 $r (1948) 和 Strassen 7 by BOOT Bee (1964) 
出 现 以 来 ,对 某 些 类 型 Gauss FRENZ A ERRE (FLIL) 及 它们 
的 速度 已 被 Qodaira (1972), Bolthausen (1978), Grill (1987), Good- 
man 和 Kuelbs (1988, 1991a, b) 等 所 讨论 . 借助 于 小 球 概 率 依 计 , 对 
各 种 Gauss 过 各 和 Gauss 场 的 Chung 重 对 数 律 已 被 Shao (1993)， 
Kuelbs, Li 和 Talagrand (1994), Kuelbs, Li 和 Shao (1995), Monrad 
和 Rootzen (1995), Shao 和 Wang (1995a) 等 所 研究 ， 对 Gauss 过 
程 的 其 他 重 对 数 律 ， 小 球 概 率 依 计 ， 不 可 微 模 也 被 若 于 作者 所 讨 
ie. 在 近 十 年 中 , 许多 作者 对 所 有 这 些 问题 , 特别 对 下 极限 性 质 给 
予 了 很 多 关注 . EARP, 我 们 将 汇集 并 许 细 阐述 关于 各 种 Gauss 
过 程 的 一 系列 重 对 数 律 和 增 量 的 玫 乎 处 处 下 极限 的 最 近 结 果 . 

在 §4.2 中 ， 我 们 介绍 一 类 Gauss 过 程 的 Strassen 77 oh BRE 
律 及 其 精 狂 收敛 速度 ， 以 及 Gauss 过 程 的 Erd6s 和 Révész 重 对 数 
律 , 在 $4.2 中 ,建立 了 Gauss 过 程 的 小 球 概率 ， 由 此 证 明了 Gauss 
过 程 的 Chung 重 对 数 律 . 对 Gauss 场 的 类 羽 结 果 被 介绍 村 $4.3 
中 . Æ $44 中 ， 给 出 具有 有 平稳 增 量 的 Gaus 过 程 增 量 的 as. 下 
极限 结果 . 在 84.5 中 ,研究 了 和 两 参数 Gauss 过 程 的 干 极限 .8$4.6 
节 介 绍 Gauss 过 程 的 其 他 轨道 性 质 ， 如 p 变 差 及 其 有 关 的 分 形 特 
Wit. 


$4.1 Gauss 过 程 的 重 对 数 律 
4.1.1 Strassen EHAR R HES RE 
设 {W(t}; t > 0} 是 Wiener 过 程 ， Cl0,1] Æ [0,1] 上 的 连续 
HAE, ic 
. 984 . 


= T = f sas DEES t f ods < if. 


ABA K 是 ClO, 1) CURR RRR, AK ERRARE (rk) 
国 数 R(s.t)=sAt HER Hilbert 空间 的 单位 球 ， 定 义 


falt) = Wint)//2nloglogn, O<ét < 1. 


ABA {falé)in > 3} 是 概率 为 1 地 具有 ClO, 1) 中 的 样本 轨道 的 随 
Slattery. Strassen (1964) 证 明了 下 述 定 理 . 


定理 S CHP, FF {hO 概率 为 1 地 相对 紧 且 
它 的 极限 点 集 与 大 重合 

Oodaira {1972) 拓 广 上 述 定 理 到 包 合 Wiener 过 程 的 Gauss 
WHE. we {X0 > 0} 是 一 个 可 分 、 可 测 实 Gauss WE, 
X(0) =0,EX(t)=0 HHFA 


R(s,t) = EX(s)X(t). 
记 o?(t) = R(t, t). 假设 下 列 条 件 被 足 ; 
(I) IHES T > 0, 存在 正 的 非 降 函 数 g(h, T), h > 0, 使 得 对 所 


有 的 tt 十 产 E [0,7], 当下 一 0 时 
Rit ht + h) 2R{t + h, t} + R(t, of < gh, T) > 0, (4.1.1) 


{g,T)} 71 [ote Tau <C ho, (4.1.2) 
H 
o(T)/9(1,T) to (T >o); (4.1.3) 
(II) 存在 正 阔 数 v(r),r > 0 使 得 v(r) +, 且 对 所 有 的 r > 
0s, t> 0 E 
Kirs, rt} = v{r)R(s, 2}. (4.1.4) 


ERF 下, 由 定理 2.1.3 知 , 对 任 一 工 > 0, 过 程 {X(t);0 < 


t<T}as. 具有 连续 样本 轨道 
: 259 > 


例 具有 协 方差 核 
R(s,t} = f o — rt Af dà, -1/2 二 有 二 加 
it 


的 Gauss 过 程 满足 条 件 (0 和 (ID. 这 一 类 过 程 包含 了 Wiener 过 程 
{W(t)}(R £ = 0) MISH {fo Wujdu} ( 取 B= 1 分 数 Wiener 
HLA AE RW A ER 


R(s,t) = (s?% + t° — |s ~ t/?*)/2, O< a <1, (4.1.5) 


的 Gauss 进程 ， 它 也 满足 条 件 (D #0 (ID). 
定义 
Mlt w) = X(nt,w)/(2e7(n) loglogn)¥?7, O<t<1,n>3. 
(4.1.6) 
E ACR) BAA rk. wee Rs,t),0 < s,t <1, 的 rk. Hilbert 4 
B. ad 
K = {h € A(R); lhlly < 1/e(1)} 


RF J-la 为 A(R) 的 范 数 .Oodaira (1972) WHT FEH R. 


定理 4.1.1 SHH (1) 和 (IT) 被 满足 ， 那 么 序列 {walt)} 的 
HREM RY 1 地 被 包含 于 集合 KF. 


Grill {1987) 得 到 了 下 述 关 于 标准 Wiener 过 程 (W(t)},0< t < 
oo} 的 Strassen 72 PRAT Pa OK 的 “最 佳 ” 速度 : 
O , a < 2/3, 


lim sup inf || f(¢) — Mn (£)li(log log n)* = | œ , a>2/3. 
1k O Ft 


Pf na(t) ek 最 终 成 立 =l, a < 2/3 


种 
P{ nat) EK”, Lo. =1, a> 2/3, 


其 中 sn = (loglogn)~*%,K* = {gig € CO, 1], infyex (lg(t) — Fl 
< Ent- 


称 过 程 {X(t)0<t< coo} 是 具有 指数 o 目 相 似 的 ， 若 对 每 一 
a > 0, WHE {X(at);0 < t < oo} ATE {a X (t);0 < t < 00} 同 分 
w. 一 个 具有 平稳 增 量 的 等 均值 的 自 相 似 Gauss 过 程 {Y(t);0 < 
t < oo 上 #27 Wiener 过 程 ， 对 0<st<o0<cea<1l 我 们 有 


Y = V+ XH, +20 

其 中 
X(t} = f (t 一 s)@e—-D/2 Ws), (4.1.7) 
Vij = f {6-9007 — (~s) 0/2 Law (8). (4.1.8) 


当 a = 1/2 H}, V = 0, Alt {X(t)t > 0} HH {Y(t > 0} 都 是 
Wiener 过 程 。 Goodman 和 Kuelbs (1991a) 证 明了 


定理 4.1.2 it {X(t})t > 0} fo {Y(t};t > 0} 是 (4.1.7) 和 
(4.1.8) 中 定义 的 连续 的 中 心 化 Gauss 过 程 ， 令 


t l 
— — ate udu zi 
K= {Fl je u) gl Jauo<tsl f {udu <1}, 


(4.1.9) 
HPO<a <i. 
(A) E y> 0 KA, MZ 
P{X(n(-)}/(2n?° log log n}1/? < xen} = 1, (4.1.10) 
其 中 
+(log log log nf log log n)?/, 当 a > 1/2 时 ， 
Ylloglog log n/ log log n) :+t /Bat Oca < 1/2 时. 


. ORT. 


因此 
log log log ny _0 


lim sup inf (FE) — mO Foo 


Heb a> l/2e,e@> 2/3; Ha 1/2, 8 > (2a4+1}/2(at+1). 
(B)#O0<a< le, = y(loglogn)7?7, B 


K = { 0) = T git} 0st uf g (uldu < Lh, 


其 中 
] 0 
T, — — y (toel)? d — 4 {2Za—Lj/2 
a(t) =f (e—wMFg(ujdut f (E-W 
~ (~u) FeO? \9(u)du, 
那么 对 任何 ?>0 
PLY (n(-))/(2n** log log ny'/? € Ke" 最 终 成 立 | =1. (4111) 
因此 对 an (-) = Y(n(-)}/(2n7* log logn}!/*, 2 6 < 1/2 时 
. . F 
lim: sup inf Z(E) — mn (€) [Clog log n)” = 0. 
Goodman 和 Kuelbs (1991a) tE HT p 参数 Wiener #4 p 
维 Wiener 过 程 的 Strassen BAIS MI EE. 


Monrad 和 Rootzen (1995) 给 出 了 分 数 Wiener 过 程 的 Strassen 
重 对 数 律 的 精确 收 伍 速度 . 设 Ha CCO, 1] BRA rk. 函数 


R(s, t) = {s** +t — |e — 4°") /2, O<s,t<i 


的 r.k. Hilbert 空间 ， Ha 中 的 内 积 记 为 4f, a A Fe He, RI 
有 


I Fo < Is — ti, Pa- 
定理 4.1.3 jE (f, Da <1. WHtLOR 


lim inf (log log t)'?**7)/?\Im 一 fl| =7(F), as., 
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其 中 常数 Sf 满足 : AERO <c<C<o, 


2-M?e%(1 — (fF, fla)? S ¥(f) TP = CF, Sad ™. 


定理 4.1.4 HtlORitok, FU fja=1, W 
lim inf (log log HPHOH — fi] = ee a.s., 


m (f, fla <1, H 
lim inf (log log HEHN lp — fj < ec a.s. 


Kuelbs, Li 和 Talagrand (1994) 研究 了 Gauss 样本 的 下 极限 
结果 .并 给 出 了 对 Wiener WHA BH Chung BORE 
速度 的 一 个 应用 . 


Col0, 1] = {f(z} € C{0, 1] : f(0) = 0}, 
Ye rla) = Br(W (t + arr) — W (t)), O<2r< 1oO<t<T-ar, 


其 中 Br = {2erf{log(T/ar} + loglogT)}—1/?. Révész (1979) 结合 
定理 0.2 与 定理 $ 经 详细 计算 得 到 


EER 设 ar T RE eR, AL 

(i)O<ar T, 

(ii) T/ar 非 降 . 

那么 在 Col0,1 {We O27 <1,0<¢<T-—ar,T > 3} 
mA 1 地 相对 紧 ， 极 限 点 集 为 K. 

F ar 还 满足 

(iii) limr yo (log(T/ar)}/ log log T = 00, 
那么 

lim sup inf sup IYertr) 一 不了 中 三 和 a.s., 


Po 0 二 二 下 一 ea 了 T FER oad 
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BIE Ff EK, 有 


lim inf sup ， Mir(2)— fís} =0 as. 


P06 vEt T~oer ge 


Chen, B. (1998) Heth, (Bh Aaa, Lb eee 
较 简 单 的 ， 由 此 还 可 给 出 泛 函 连续 模 定 理 . 记 


W(t + hx) — W(t) Grel 


Minle) = (2hlog h-1)i/2 | 一 


Tec 我 们 有 


lin su inf sup tM p(t firi = 0 as. 
fim sup juf sup Meala) ~ Ae) l 


且 对 任 一 SER, 有 


M -0 as. 
lim | iat kosae] | tale )- f(z) 4.5 


Bit, Wang, W. S. 利用 大 偏差 估计 给 出 了 上 述 和 定理 的 精确 
UBC ot HE FE. Te f = Col, t, 令 


i (f(z)? dz， 若是 绝对 连续 的 ， 
Nf}= 4 4o 
00, 否则 

定理 W.1 对 充分 大 的 了 > 路 有 


P| sup inf sup, Adi n(x) — fie)! 


GEELI- h vex OX 


> +(log log hl log h74)°/* o. }= 0, 


且 对 每 一 了 < 大 ,有 
inf sup Menta) — f(a} log h’? 


lin 
hb osti- -hotat 


“+4 HGF KOR: as. 
Oy f{f} = 1, 


定理 W.2 Bar 如 定理 RAMEL. MAME A 7 > O, 
有 
P| sup inf sup [YT (72) — fle} 


ULAT ar gex Aril 


> (log g(T))/9(T)) Lo. b= 0 


其 中 gT) = log(T/ar) + loglogT, 且 对 每 一 上 E 大 ,有 


liminf inf sup [Yi rlz)- Fa lT) 


Too Utsler Ocw<l 


{3 roy PS) s 
wo fal, 


若 ap 还 满足 定理 R POH (ii), PALA PH liminf TRA 
lim. 

Wei, Q.C. (EAA) 讨论 了 Holder 范 数 下 的 与 定理 及 和 3 类 
似 的 结论 ， 还 讨论 了 P {A Wiener 过 程 的 同类 和 定理 . 

4.1.2 Gauss 过 程 的 Erdés-Révész 重 对 数 律 
设 {W (t) t > 0) 是 标准 Wiener WH, FEM 
n(t) = sup{s :0 < s < t, W(s} > (2s log log si? t20, 
nst) =sup{s:0<s<t, W(s) 
> (2(1 — slog log s)'/*}, t > 0,0<8 <1, 
n)(t) = sup{s :0 < s < t,W(s) > s'a(s,p,s)}, £20, 


T 


其 中 


1/2 
3 p 
a{d, p, s) = (2( tog. s + z O83 8 + > logjs — slogp s) ) , 6 >U, 
j=4 


p= 3,4,+++, log, £ 一 log, (log; £), log, £ = lng (x > 0) 或 


l(c < 0)]， 这 里 及 本 节 以 后 均 记 logz = ns. HEKER 
: 291 - 


lim y(t) = lim ns(t) = lim net) = 00 a.s. 
+A 
t P(t 
lim sup 7 = lim sup 更 地 = limsup ds NU? À ) =] as. 
to ioc i 4 oe 


Erdés 和 Révész (1990) 考察 了 nt) 的 下 界 ， 得 到 一 个 新 的 重 
对 数 律 ， 对 某 常数 Co, 1/4 < Co < 2%, 


(log, t)? nit) 
lim in log, t - logt car ° 


Shao (1994) RAT Co 的 精确 值 和 mO 与 nf (t) 的 精确 下 
a 


定理 4.1.5 xH—-—0O<-6<21/2, 我 们 有 


dS. 


a.S., 


(log; t)? :的 - 
——_——- -lo —3 
imin ie t-logi ee = ~3V™ 


lim inf(log t)’ Mog, t)71/? . log no = ~26,/a/(1-—4 


定理 4.1.6 对 p= 二 3,4.……, 我 们 有 


| Pit) — log. t 
OE, Mo (t) OSD = 一 2 as 


lina ini 
上 一 ce log,41¢ 


log,_1 nP) — log, if 


lim inf =-36/n as, O<cd <1, 
ct ho log +4 t 
(P) 
1 t} — loe ,+ 
lim inf Ep2 | }= VE p~2 = IT as, >l. 


t+oo log, _2t- (log, $) ‘log, t 


注 4.1.1 定理 41.5 是 说 ， 对 任何 充分 大 的 t, 在 


413v log, t-(log, ry ie 和 z 
. ogo . 


之 间 存 在 着 s 使 得 W(s) > (2s loglogs)’/?. 定理 4.1.6 有 类 似 的 意 
x. 
令 
A(t) = sup{s:1<s <t Ws) > (2sloglogs)/7},  4t>1, 


W(e*) 1/2 x 
-r 2 (Zlogs)'/?}, Mezo. 


Ht} = sup] s (O48 <8, 
Sy WXTHE— t > 0 
A(t) = logñ(e*) as. 
因此 ， 由 定理 415 RNA 


1/2 
lim inf log t) 
foo f ' logs Ł 


EIR, {Wle*)/e%/*;s > 0} Æ O-U 过 程 , 它 是 一 个 平稳 Gauss 
过 程 . 由 此 导致 去 研究 一 般 平稳 的 Gauss 过 程 H(t) 的 相应 问题 . 

设 {X(t}; t > O} 是 可 分 平稳 Gauss RE, EX(t) = 0, BX*(t) 一 
1 . WERA Swe 


r(t) = EX(t+s)X(s), s >O0,t> 0. 
考察 随机 过 程 
E(t) =sup{s:0<s<t,X(s) > (2logs)/7}, t20, 


在 关于 r(t) 的 某 些 条 件 下 , 由 重 对 数 律 的 上 类 可 推 得 {参见 Qualls 
和 Watanabe 1971) 


{H(t} ~t} = -3/ 7 as. 


P{X(s) > (2logs}/?,i.0.} = 1. 


因此 我 们 有 
Jim &(t) = 00 a.s. 
和 
limsup(€(t} 一 二 =0 a.s. 
To em 
. 992 . 


Shao (1992) 对 平稳 Gauss 过 程 X(t) SEN FAY Erdés-Revész @ 
对 数 律 ; 
定理 4.1.7 fi Pik fe aL: 
对 某 C>O0ca< 2, Sto OW, r(t) =1- CIH* + oilte), 
对 革 y>0, Htoo WH, ra) = O(¢777), 
对 每 一 s > 0, sup | 人 让 <1. 


那么 
g(t) — t o _(Btar 
lim inf ‘(log ty eB ae). loge? = - OH, oH, (20) 174 as.,0<a < 2, 
(4.1.12) 
] Vit 
lim i pr COL . _ ev as.,a==2, (4.1.13) 
i= log. ¢ Ha yC 


其 中 0< He := limra T f° e* Pisupoc<r Y(t} > s}ds < œ, 
Y(t) 是 非 平 稳 Gauss 过 程 ， EY(t) = —jt|*, Cov(Y (s), Y(t)) = 
—|t — s|® + [s|% + lel. 

下 面 , 我 们 应 用 定理 4.1.7 于 两 个 特殊 的 Gauss 过 程 ; 独立 O-U 
过 程 的 无 穷 级 数 和 分 数 Wiener 过 程 (W, Shao 1992). 设 Y(t) = 
(Xith Xo(t),---), 其 中 {Xi (4); -20 < t < ee 上 = 1,2,---) 是 独立 
的 O-U 过 程 ， 具 有 系数 y 和 Ai- 假设 


2 _ 
zT 52S 
定义 
O= DAO (4.1.14) 


a(t) = pita- et) t20. (4.1.15) 


O i=] 
众所周知 {X(t t > 0} 是 平稳 Gauss 过 程 ，EX(t)=0, EX?) =1 
HHA EAX 


r(t) = EX(t+ s)X(s) =1-—o7(t) 3,1 > 0. 
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定理 4.1.8 设 {X(t):¢ > 0} te (4.1.14) ER. > 
E(t) = sup{s;0 < 8 < t, X(s) > (2logs}*/7}, t > 0. 


设 O° (t) te (4.1.15), BRAA OK a <1C>0 F205 >0 HF 


Yi 
一 te ng, 4.1.16 
oo aly AT ~ t ) 
_ a(t} 
lim Te =C, (4.1.17) 


则 (4.1,12} 成 立 . 
HK 1Z(t);t > O}  o 阶 的 分 数 Wiener 过 程 ， 考察 
| nit) = sup{s,0 < s < t, Z(s}) > (28? loglogs)'/7}, t > 0. 
由 2(#) 的 增 量 的 上 类 (参见 Grill, 1991), 我 们 有 


lim p(t) = oo as. 
ED 


limsup(#{t}-f=0 as. 
I — 0G 


下 述 征 理 给 出 了 nO) ER. 
定理 4.1.9 ATA 


(log log t) 1-9/2% log(n(t)/t) = A+ a)/x 


lim inf 
100 log t - log log log t attr 


54.2 Gauss 过 程 的 小 球 概率 和 Chung 重 对 数 律 


在 建立 Chung 重 对 数 律 的 过 程 中 ， 小 球 概率 估计 是 一 个 美 

键 ， 在 本 节 中 ， 我 们 首先 讨论 Gauss 过 程 的 小 球 娄 率 ， 然 后 应 用 
它 来 获得 Gauss 过 程 的 Chung 重 对 数 律 ， 特 别 地 ， 我 们 估计 了 分 
» HS. 


数 Wiener 过 程 和 O-U 过 程 无 穷 级 数 的 小 球 概 率 的 界 并 给 出 了 蕊 
们 的 Chung 重 对 数 律 . 
4.2.1. Gauss RA) 

Shao (1993) 及 Monrad 和 Rootzen (1995) 分 别 儿 立 好 对 具有 
FREH Gauss 过 程 建 立 了 小 球 概率 ， 在 此 我 们 介绍 Shao 的 
结果 ， 其 结论 带 有 较 精 确 的 常数 . 

定理 4.2.1 设 {X(t);0 < t+< 1} 是 具有 平稳 增 量 的 Gauss 
过 程 。 EX(t)—0,X(0)—Oas. $ 

oh = E(X + hk)- X(t), O<t<t+h<1, {4.2.1) 


在 (0,1) EX AEA, ML orc A 


Pf sup |X(t}| < a(2)} < 2exp(—0.17/z) (4.2.2) 
Octet 
和 
P£ sup IX < oia) + se f ace" Jay} > exp(—1.87/z)}. 
ae 性 
(4.2.3) 


特别 地 ， Æ oa {Zz) RMBs, LIK a > 0, clzjfz” 在 (0, 1) 
LA ARRAS, M 


pf sup |X(t}| £ caola) b> exp(—1.87/2}, (4.2.4) 
0<t<1 


其 中 ca = 1+ 3evria. 
证 明 利用 推论 1.2.6 和 log(28(v2) - 1) < -0.17, 我 们 有 


Ps ap， \X(t)| < z(a) < Py max IX (ix) < | 


[t/a] 5 JZ 
< - a. a 2 
s [yif a 


+ 二 1 
= (2$ (V2) — 1} 
< 2exp(—0.17/7}. 
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这 就 证 明了 (4.2.2). H o?(x) 四 性 ， 易 知 o7(kx) < ko*(x), k = 
1,2,…. 从 而 除了 指数 中 的 常数 因子 外 ， (4.2.4) 是 下 市 定理 4.3.1 
的 特例 . 故 (4.2.3) 和 (4.2.4) ATER ARS. 


推论 4.2.1 i {Z600 ctal} 是 阶 为 0 < a < 1/2 的 分 
Wiener 过 程 ， 那 么 对 每 一 0<z<1 我 们 有 


e _ 一 二 cr T 让 —1lfc 
xp( oz < P{ sup IZO) < i < 2exp( 0.172 E 
(4.2.5} 
其 中 6 = 2(1 + Bera)” 
注 4.2.1 Monrad 和 Rootzen (1995) DFARS 3f o WIAT 


形 有 类 似 于 (4.2.5) 的 不 等 式 成 立 ， 即 对 阶 为 0<ca<l 的 分 数 
Wiener 过 程 ， 存 在 与 # 无 关 的 常数 0<c<C< wo 使 得 


exp(-C2-¥*) < P{ sup JZ(t}| < x} < exp(—cz-/*). (4.2.6) 


参见 下 节 的 定理 4.3.3. 
4.2.2 分数 Wiener 过 程 的 Chung 重 对 数 律 


利用 分 数 Wiener 过 程 的 小 球技 率 估 计 , 即 (4.2.6), Monrad 和 
Rootzen (1995) 对 这 类 过 程 建立 了 如 下 的 Chung 重 对 数 律 . 


定理 4.2.2 ch {Z2(t),t > 0} ZHAO < a < 1 的 分 数 
Wiener st42. O62 AGE TERE Ca, ca' 使 得 


a 12(8)| _ 
limin! Sup periog log te 一 ca AS., (4.2.7) 


， ， 2(s)| La! 
ME oaee flogg a GR) 
定理 4.2.2 的 证 明 将 在 下 节 给 出 . 

YF 4.2.2 Monrad 和 Rootzen (1995) 对 更 天 的 一 类 Gauss 过 


程 证 明了 Chung 壬 对 数 律 ， 设 {六 (人 ;一 0 < < oo} 是 中 心 化 的 
. 207 . 


具有 平稳 增 量 的 实 连续 Gauss 过 程 . 假设 X(0) = 0 且 有 连续 的 
Dh FF 22 PB 


Ris) = f (em -De DA) 
其 中 对 称 谱 测度 A 满足 
f. Alda) < oo 


定理 4.2.3 & 
a ih) = Var( X(t +h- X(t)) Seah, O<k<bOSt<b-A, 
WO E P an O<A<5, O<t<G-A, 


且 对 某 了 > 
lim inf JAP A([A, A +i) > 0 
L3 |—D 


则 存在 正常 数 co 使 得 


M | 
lim int t*(log log t)-@ = fH 4.5. 

注 4.2.3 Li 和 Shao (1999) 的 定理 69 指出 (参见 Li 和 
Linde 1998, Shao 1999): 对 阶 为 a 0<a< 了 的 分 数 Wiener 过 
程 {Z(t);t > 0} 有 精确 的 小 球 概率 估计 ， 即 存在 常数 Cu 使 得 


lim zlog P( sup |Z(¢}| < z“) = —C,. 
IT O<t< 1 


从 而 有 如 下 重 对 数 律 


A 
lim in p SUPosest | (Ml -_ ye 
isco te{log logt} € 
VA 
lim inf _SUPo<s<e |28) = Ca a.s. 
#30 ¢*(Log log(1/t))~* . 
. 9OR . 


4.2.3 O-U 过 程 的 无 穷 级 数 的 Chung SIRF 
设 {Y 一 00 <t< co} = [Xith eo < t< ol}, 是 具有 
系数 ye MA, Fe O-U 过 程 ， 


X(t) = SXG), -oo < t < 00, (4.2.9) 


k=l 


A YO F039 oe Re. 
Shao 和 Wang (1995) 对 {X(i)} 证 明了 Chung 重 对 数 律 . 


定理 4.24 RE 


0 < > i, < oo (4.2.10) 
且 对 某 a > 0, o(h}/h* 在 [0,1] BAAR, HP 
o*(h) = E(X(h) — X(0})* = 2 HO — e74"), (4.2.11) 
那么 对 某 0 < Co 
Ix) 


li f 一- L ] ,号 
al SYP, o(Ch/ log log(1/h)) > 


定理 4.2.4 的 证 明 是 基于 小 球 概率 信 计 ， 它 将 作为 定理 4.3.5 
的 推论 在 4.3.3 小 节 中 给 出 


Zhang (1995) 对 X(C) 给 出 了 如 下 的 Chung 型 重 对 数 律 . 
定理 4.2.5 (ik (4.2.10) 被 满足 上 且 


TE 
D1 =2) yr <0, (4.2.12) 
k=] 


则 


Slog log Ag! 


1/2 
im 1 oo s|— — ] S. 2, 
imipf sup (peg) X9- X051 as (4213) 


它 的 证 明 从 下 节 的 定理 4.3.5 和 下 述 引 理 即 得 . 


引 理 4.2,1 34 {W(t);t > 0} 十 标准 Wiener if 42, 若 (4.2.13) 
被 满足 ， 则 对 任 给 的 5 > 0 BLA NAI ho = hol) 使 得 对 任 一 
>0,0<h<ho 胡 


2 


2 T 
(area) < Ph sup, WOS eV) 
< pf sup |X(t) - X(0)] < zu 

O<E<h 


< Py sup Im < ovTT5| 
< ~ exp( ap): (4.2.14) 
证 朋 J AREY we] < £2 S T3 £ ta, 
ELX (z4) — X (es) UA (£2) 一 X {z1}) < 0, 
且 对 所 有 O<t<tis<T, 
- (X(T) — X(t s)) (X(t +s) - X(t) 
- B(X(t+ s) - X(t)) (X(t) — X(0)) 
= 3 这 位 一 exp( 一 Xe] (2—exp(-A(T-t-s)) ~ exp(—Axt)} 


其 中 
H(T) = 23 y(i — exp(—e5)) +0 (T-30). 
对 任意 固定 的 4 > 0, 选 充分 小 的 < > 0. 对 任意 固定 的 正 整 数 n, 
Xf i=1,2,---,n, > 
e= xin) x (E5), 
m= W (r (1 + e)— —h) 一 W (Fi. +e) 


nt = W (Ti(1 - )=h) - Ww (T1(1 ~ 2) 


h), 

Eh). 

i die, Bm Lins 分 别 是 (El En}, (7H, ° n, (Ei, n ny) 的 协 
方差 矩阵 ， 那么 我 们 有 


> Bes = B(xo -x(a (x(n) x(a) 


(SY) o) 


1 
> 一 一 
> ——hH(A). 


由 于 Feil; <0 47), 我们 有 
Th Th 1 
= 5 le6el=| JO EEG|< aH). 
j= j=1i¥} 
注意 到 HA) 二 00,0 有 fh > Tiik > 0). 需 存 在 充分 小 的 ho 使 得 
XJ O<A< ho, 
(1 + eri2 一 o?(*) — pi >Q, (>) -— (1 — er — p, > O. 


因此 ， En- Ee 和 Ee- Er 是 两 个 具有 正 的 主 对 角 元 的 矩阵 ， 且 


每 一 行 中 所 有 非 对 角 元 的 绝对 值 和 小 于 或 等 于 该 行 的 对 角 元 ， 从 
+ 301 . 


而 E- De Ee Ey 是 半 正 定 的 ， 巾 推论 1.2.4 (Anderson 不 等 
式 ) 即 得 
Pf wax ba £ (Tih) ts | [eign > S zf 由 | 


i 
< 人 se 


W (( + er 有 < rn)? } 


即 
Pt max 
liin 
< Pf max [x (n) - x)| < eta) 
< Py max la 一 e) +h )| < (ray? 
n= 2™ > œ (m > oo), BN (4.2.14) 成 立 . 
74.2.4 M5] 4.2.1 的 证 明 我 们 可 看 到 , AEOS tT} 


FHE a.s. 连续 的 Gauss WH, WA 
(a) 对 所 有 0 < T, £ r3 S r3 < r4 ET, 


E(E(e4) — €(@3))(E(e2) — €(21)) < 0 


E(E(x4) — €(@3))(E(e2) — E(21)) > 0; 
(b) SSH O< A< co MPA O<t<tis <T 


E(E(t + s) — Elt) Y < As; 
(cj 对 所 有 x ¢ [0,7] 和 任意 整数 m1 <i <m, 


JE (E(x) — €(ix/m))(E(ie/m) - Elli — 1)z/m)) 
+ B((Qia/m) — Ei — lz/m))(€(@ — laz/m) — €(0})| 
< f{zje/m, 


其 中 f(x) 是 (0,00) KHOR, f(x) 一 00z > 0). 那么 对 任 一 
e > 0, 存在 充分 小 的 ho, ERIE — y> 00< 严 和 ho 有 


Pa sup Ece) — E(0)| < was)? | 


2 sup, WD] < wie} = exp ( - E). 


8(1 — ely 


注 4.2.5 在 Kuelbs, Li 和 Shao (1995) F, WRS TEHE 
的 Gauss 过 程 ， 当 小 球 由 各 种 H6lder 范 数 给 定时 ， 信 计 了 小 球 概 
率 ， 作 为 应 用 ， 他 们 在 Holder 范 数 下 对 分 数 Wiener 过 程 建 立 了 
Chung AS wi EHAE. 4 Li 和 Shao (1995) P, Æ Sobolev 无 
数 下 ， 对 某 些 较 一 般 的 Gauss 过 程 , 特别 地 对 分 数 Wiener 过 程 给 
出 了 精细 的 小 球 估计 ， 建 立 了 运用 大 偏差 技术 合计 小 球 概率 的 新 
方法 .作为 应 用 ， 他 们 给 出 了 分 数 Wiener 过 程 的 Chung 重 对 数 
律 ， 


64.3 Gauss 场 的 小 球 概 率 和 Chung EX eye 


Shao 和 Wang (1995) h T d 参数 Gauss 断 的 小 球 概 率 的 下 
FAT, 其 中 对 分 数 Lévy-Wiener 场 求 得 了 严格 的 上 下 界 ，Wiener 
单 的 小 球 概率 的 精确 上 界 和 和 下界 被 Talagrand ( 1994 ) 所 给 出 . 
这 些 佑 计 被 用 来 研究 Chung 重 对 数 律 . 


4.3.1 Gauss AR ERE 

设 d>i,X = {X(t},;t € R} BX Gauss Hh, BHAAB, H 
as t <b AHR T t= 1,2,---,d, as ti <b, 在 本 节 中 ， 对 
t = (t ta) E Rf liti 记 它 的 Euclidean 范 数 ， Shao 和 Wang 
(1995) 给 出 了 Gauss 场 的 小 球 概 案 的 下 界 ， 


定理 4.3.1 Bik A [0,1] 上 的 非 降 函数 olr) 使 得 对 每 一 

s,t € /0,1]¢ 
E| X(t} — X(s)[? < a° (lit — sli). (4.3.1) 
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RITE o > 0, o(z)/x* ~ [0,1] 上 是 非 降 的 , 且 对 母 一 0 三 R<1 
FoR k, Lk <1/h, 满足 


o(kh) < k’a(h). ' (4.3.2) 

那么 存在 正常 数 c= cla, d), HARE Oe cl 
PY sup, [A (t}| =< eola) | > exp(--5}. | (4.3.3) 
令 
A = {(a,b];a,b € (0, 1)", a < b}. 
MH— AeA, id |Al A Ro fp A ff) Lebesgue 测度 ， 并 形式 地 定 
M 
X(A P ax 
(A)= | axt) 


其 中 /2 也 可 理解 为 X 的 差分 算 子 . 


定理 4 和 .3.2 HAA [0,1] HIERA ole) 使 对 任何 AC 
A 
A E(X(A)})’ < a*l A). (4.3.4) 
又 设 对 某 a > 0, o(z)/x* 是 [0,1] 上 的 非 降 函 数 且 满足 (4.3.2). 那 
么 存在 仅 依赖 于 a 和 d 的 正常 数 c 使 得 对 任何 0<z<lL2 有 
_] d-1 
pÍ sup [X{t)| = e{ log Ly a(x)! S exp( LEN) 
E (4.3.5) 


定理 4.3.1 的 证 明 NTRS ASO Fatt, tA e l0, 12, 
gk (1) 9k (djok 
= SO s (E EA, (4.3.6) 


t-1 = 0. 由 条 件 (4.3.1) 和 olz)jz” 的 单调 性 及 定理 2.1.3 5A, 
{X(t};t € [0,1]?} as. ESE. MRE (4.3.1) BX(O)=Oas., 从 
- 304 > ` 


w 


IX (Of = lim |X (te) - X(0)] < JD IX (te) - X(te-2)}. 


k=l 
因此 
sup |X(t)| < > sup |X(te) — X(t), (4.3.7) 
O<t<1 bn OStSI 
并 且 
sup llt- te-1|} < Va 27°. (4.3.8) 
O<t<1 


不 妨 设 0 < z < 1/d, 否则 结论 显然 ， 令 整数 no 使 得 


l/r <2" < 2/z. (4.3.9) 


ia N = N(0,1) 为 标准 正 态 变量 . EX 


Cis Ca = (1 ~ 279°) Oa’), (4.3.10) 
—|k—ro| 
Ek = co( (5) var), k = 1,2,--:. (4.3.11) 


aF 


因 o(x)/o* 是 非 降 的 ， 注 意 到 (4.3.2) 我 们 有 


， 二 ] — 2728/2) 73) alk—nol 
Das Sp EG) elvis 


k=l 


O 


< (1-2°*/2)9(2) (3) ™ 


=| 
< olz). (4.3.12) 


注意 到 Card{tk: 0 <t <1} < 2t, HEM 1.2.4 及 (4.3.7),(4.3.8), 
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(4.3.12) 有 
P( sup IXI < a(2)) 


> PIS sp, |X itk) — X (tk) so} 


k=l 


> PÍ sun SUP ， |X (ta) — Xaos moh = Lf 


Dt 


T(r tw s ae is} 
_ (Pfs co((3) ` RONI 


ghd 


k>] E o(/d2-*) 
=: £1 + de, (4.3.13) 
其 中 ahd 
Zo 2 jk- no 
= lI PNI < Co(G) vd) 
k=1 o(Vd2-*) 
ao 3 \no—k ped 
n= I Pfi < SEa 
k=no+t a(/d2-*) 
注意 到 
PUN| <t}>t/2, #O<t<1, (4.3.14) 
1 bani? 
P{|N| < st} > exp(—< aye t} 2), E s> 00tl, 


(4.3.15) 


EIERE (4.3.9) 及 of) 是 非 降 的 ， 我 们 得 
no n _ gka 
A>] ptm < CP ve) | 


k=t 7 a(vd2-*) 
站 a(3*—"0 V/d2-*) 12 
= P{IM| < ce} 
bel o(/d2-*) 


> [[P{iN] < 034-0} (i (43.2) 


k=! 
i of 
> I (Eza) (由 (4.3.14) 
= exp(— > 2*4 (log z + 2{no — k} log 3)) 


一 - 2 
> exp(-2"4 ` 2-'4 (log Z + 2log 3)) 
f=) 
= exp(—27°4D, } > exp (27D. /2*), (4.3.16) 


其 中 Da AMARA a 和 dd Be Re. 
现在 来 估计 fo. HA 27% <a < 277t) A a(x) /a™ 是 非 降 
的 ， 我 们 有 


(Geia) 1 
rz H OEE] 
akd 
> Ñ 人 msc 的 和 ”| 


= okd C2 Ay 2k—no)e 
> I exp(- "aa exp -<-(3) )) 


此 一 TD 十 | 


(由 (4.3.15)) 
— prod 


= exp( ar 1 一 ec /2 | 3 20rd exp( -2 “i a) 


三 no 十 1 


wo Stew SEY") 


= expí-2™ Da) > exp(—27D,,/2"). (4.3.17) 


由 (4.3.13), (4.3.16), (4.3.17) 我 们 得 证 (4.3.3) 成 立 ， 
注 4.3.1 Talagrand (1993) 证 明了 如 下 小 球 概率 悄 计 ; E 
{Y(t);t € S} 为 一 实 值 Gauss WH, HPS c R? (qd > 1) 为 
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一 给 定 的 集合 ， 并 赋予 距离 d(s,t) = (EY (s) - Y(t))?)?*. ja 
NalS,e) 为 以 半径 为 e 的 d FRB S 所 需 的 最 小 覆盖 数 ， 若 存 
EA vl) 和 一 常数 A > 0, 使 得 对 Ve > 0, Na(S,e) < le) A 
wle)/A < u(e/2) < Ade), 则 存在 常数 C > 0 使 得 对 任意 的 4 > 0, 
A 


P( sup Y(t} — ¥(s)] < u} > exp ( 一 Cy(w)). 


定理 4.3.2 的 证 明 由 定理 的 条 件 可 得 a(0) = 0, 故 若 t 
AS, MA X(t) = 0 a.s. 所 以 我 们 可 写 


A(t) = f d.X(s). 


i/2™ 
Xix= f dX {s}, 1<i< 2% ike 2%. 
(i-1)/2* 
Ht (4.3.4) 即 得 
Var( Xin) < o2(27 81 Fe), (4.3.18) 


Oal, W ak = [a2]/25, k =0,1,2,---. REM 2.1.3, X 4 
FERRE as. 连续 的 ， 从 而 对 O< t= 0, (9) <1, 有 


KET ats tt Re 
xes dX (s)| = lim |f" dX (s) 
ü G i — ü G 
ou oOo d 


gf) 
kg=] kyl 2 1a fend 


一 3 1 {21 
< Max j s- | dX (s) 
ka= k=l Leis fag—1)/2*a (i, —1)/2*1 
< > max XG k| aS, 
1<i<2k 
likaw 7 7 
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因此 


ree, LX {ti} < max, XG Ac | 
1<k<00 
~ X 4.3.19 
= > 2, pmax, |Site (4.3.19} 


ned 1<k<ook=n 


Heh k= i 十 … thy. 设 整数 no 使 得 1/2" < s < 2/2, Hig 


Li = afzf273) no 站， no }. 


显然 
SO OE ms Enoe) 
mak jgkeoo, kan n=l | 


< Ss n?—1o{x}(2/3)' "ol < enti lio{r) < e(log(1/x2))*"'o{z). 


n=l 


因此 ， 由 定理 1.2.4 和 (4.3.18) 
P| sup [X(t j| < e(log 1) ve] 


-ttl 


> I} 1] It P{Xi I < Ea) 


n=d 1 ékeoo kan li 


> Il I] T[ PUNO DIS /Jal2-" }} 


n=d4<k< oo kon wick 


> T P{N{(0,1)| < zr/0(2 7")} 


rn=d 


dlani 


一 ， Ay + Ko, (4.3.20) 


其 中 


thg 一 上 
A — lyt 


= [J PUNO DI < clz(2/3) TAT, 
n=d 


= TE PNO DI < or(2/3)"™)/o(2"))}™ T 


n= tty 


FA (4.3.2) 和 (4.3.14), 我 们 得 


No - 1 
TE 


Ki > TT PUNO, DI < o(27"3" fala}? 


hol 
rig. — L 
> TT PEN, 1) < 32-70) pt” 
n=a 
Fig — l 
> I] (0.5 gn—no yn ar 
nad 
nomi 
之 exp —¢2" 5 (n — nojn 127m | 
n=d 


ee (WD (4.3.21) 


> exp{-cng '2"°} > exp} - 7 


由 (4.3.15), 


Kaz TT PUN, D| < o(27"(4/3)"-") /o(2-*) 2" 


I] P4|N(0,1)] < (4/3) moega" 22" 
n= Tins 
> apf 一 十 D př lon cap (—(4/3)%"-70)/2} | 


n= hp 


log" (1 
> exPp{ 一 cn3 2n0} > epf- 0, (4.3.22) 


由 (4.3.20) —(4.3.22) 就 证 明了 (4.3.5). 
现在 让 我 们 应 用 定理 4.3.1 和 定理 4.3.2 来 获得 关于 分 数 Lévy- 
Wiener 场 和 Wiener PENERE E fait. KiTA 


定理 4.3.3 Bd>1{Zt}te R74} Rah (O<acl) 分 
$ Lévy-Wiener 4%, 即 对 所 有 s,t > 0, E(Z(s}—Z(t))* = |s- t7. 
那么 存在 仅 依赖 于 a fe d 的 常数 0 < ct < cs < oo 使 得 对 任何 
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ce AS Cj 
exp( | < pi sup |Zít} <z} < ep( -有 ) (4.3.23) 


o<t<1 
TEAR ”由 定理 4.3.1 即 得 (4.3.23) 的 下 界 . 下 面 我 们 来 建立 上 
Mm isin nia) € 2%, 5 & = int /*, 显然 
| sup 1z(b < JE < Pt max 12(6)1 < e}, 


o<eci 
A L sjaa’ 
pf max Z(t) < sh= EH max, i Zl < x} 
P{\z(ts)| < |Z) Lisa Vix jf. 
借助 于 Pitt (1978) 的 引 理 7.1, 存在 一 个 正常 数 C = Cla, d), 使 得 
Var(Z(t))|Z(4),1 <i < 27/9, i j) 
> Var(Z(t;)|Z(s), lls — gl} > 2/*} = Ce’. 
因此 
PÍZ) < z| Z(t), I<icr if j} 
< P{{N(0,1)| < VE} <1 
E 


| < 
PL BR, AGS z) 


< PAIN(O, DI < 1/VE}P atti <e} 


marx 
Leige i/e ix) 


RHE, EHE RIS 


pf max IZ) < z} 


< P{|N(0,1)| < LVCIE < exp(—c/e%/%), 
: S11 - 


定理 4.3.3 EE, 
推论 4.3.1 Ge {[W(t);t e RO 是 标准 Wiener 单 . MZ 


KS cflog(L/x} t0 
Py sup, |W (t}| < z} > exp( - EEUN, (4.3.24) 


ARI, Hd =2, MIRER C> 0 和 任何 0<z< 1/2 
exp (~ EL) | sup [W(t)| < oI 
[oct<1 


på 
3 
<exp(- SECLE) (4.3.25) 

证 了 明 由 定理 4.3.2 即 得 (4.3.24) 式 ， (4.3.25) 式 中 的 上 界 的 
TEAR AARS {参见 Talagrand, 1994). 

注 43.2 给 出 在 (4.3.24) 中 的 下 界 与 Bass (1988) 中 的 结果 
一 孝 、 (4.3.25) 是 由 Talagrand (1994) 得 到 的 ， 它 是 不 可 改进 的 ， 
Shao 和 Wang (1995) 猜测 对 d > 2, (4.3.24) 的 下 界 也 是 不 可 改进 
的 . 

注 4.3.3 SARAH: MER 4.3.3 和 推论 4.3.1 7A, 
分 数 Levy-Wiener 场 的 小 球 概 宰 与 Wiener 单 的 小 球 概率 完全 不 
同 ， 这 表示 它们 的 下 极限 行为 也 必定 十 分 不 同 ， 我 们 将 在 下 一 小 
PPA A. 

注 4.3.4 Kôno (1976) 给 出 了 某 些 Gauss 场 的 小 球 概率 的 上 
界 ， 但 对 具有 平稳 增 量 (BA E(X(s) — X(t))? = o?(jls — tl) 的 一 
般 Gauss 场 尚 未 获得 ， 我 们 猜测 车 o°(-) 在 (0,1) 上 是 凹 图 数 ， 那 
A (4.3.3) 中 给 出 的 界 是 不 可 改进 的 . 


4.3.2 Gauss 5A) Chung 重 对 数 律 
it d > 1, {X(t);¢ € [0,1]*} 是 中 心 化 的 Gauss 场 且 在 下 述 意 
MPRA YEE: 即 对 任何 O<s,t <4, 


EIX (s) — X(t)P = 07(\[s — tih), (4.3.26) 
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其 中 o(-) 是 [0, 1] 上 的 非 降 连 续 函 数 . 在 此 我 们 来 讨论 supocecn 
|X (t}| 的 下 极限 行为 . 利用 小 球 概率 的 土 界 ,我们 可 以 较 容 易 地 时 
出 下 极限 的 下 界 . 然而 ， 从 小 球 概率 估计 导出 下 极限 的 上 界 却 不 
是 那么 容易 ， Shao 和 Wang(1995) 发 现 利 用 Monrad 和 Rootzen 
(1995) 的 方法 和 定理 4.3.1 可 建立 一 个 十 分 一 般 的 结果 


定理 4.3.4 ik {X(t);t € (0,1]4} 是 中 心 化 的 上 县 有 平稳 增 章 
的 Gauss 过 程 ， 假 设 X(0) = 0, 对 某 8 > 0 of) f/x? 在 [0,1] 上 
Aske, BAA O< O <2, 使 对 任何 0< 产 <172 


a(2h) < olh). (4.3.27) 


I 2 Fie > O18 


SUPO<t< lÆ (t) 
hm in o(h(c/ log log(1/h))2/4) <1 as (4.3.28) 
定理 43.5 Gk {[X(t):t € [0,H3 SRLS 43.4 中 的 
条 和 件 的 中 心 化 Gauss 4, Bik xR 0 <a eo < oo 使 得 对 某 
O<ho <1, IHT OS a hoh hi 有 


ex(-eath/2)4) < PY sup [XO < o(e)} < exp(—ca(h/e)), 
E (4.3.29) 
那么 


supoct<p A(t) 
=. a + + m h 
SRS zt/ og og) > 0330 


Xit 
: uposecn IX o 4.33) 


Mu FR log logi < 


特别 地 ， 由 定理 4.3.4, 对 分 数 Lévy-Wiener ty A Fit Chung 


YT A. 
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定理 43.6 it {2(t);t € [0.1]°} 有 是 阶 为 a (0< a <1) 的 分 
#: Lévy-Wiener 3%, APAZRXBRO< C < A 


ap oe log{1/h) jefe Sup Z(t} =C as. 
lim int ho tech 
定理 4.3.4 的 证 明 id 
M(h) = sup |X(t)|. 
OSLER 
由 (4.3.27) 即 得 ， 存 在 0 <b c= dap <8 ERR O<A<1 
整数 中, er Oe 
o(kh) < 2k!~°o(h). (4.3.32) 
由 (4.3.26) 和 Minkowski 不 等 式 ， 对 任意 的 1 和 ax<2 和 0 一 疡 二 
172, 我 们 有 
olah} < o(h) + o((a — LA} < (1+ (a — 1)" of). (4.3.33) 


这 样 ， 定 理 4.3.1 的 条 人 忻 被 满足 ， 因 此 存在 co > 0 使 得 对 任意 的 
crah $ 
P{ M(h) < o(z)} > solata) (4.3.34) 


我 们 来 证 


lim inf M(h)/o(h(co/ loglog(1/h))/*) <1 as. 


WB O<e <1, 4 
iz = en kt dp = eh HES Op = o(th(eo/ log log(1/t,))'/*). 
(4.3.35) 


只 需 证 曲 
lim inf M(t,)/o% < 1+ ef as. (4.3.36) 
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RET. otk, BHAA X HEET. FEL sv 或 (sv) 记 

Ti sv 已 知 EX(s)X(t) 有 形 如 如 下 的 唯一 Fourier #7 

E{X(s)X(t)} = | (eY —1)(e7*'¥ — 1) A(dv) + (s, Bt). (4.3.37) 
Ra 


其 中 B = (bu) 是 半 正 定 矩阵 ， AC) 是 Re 一 {0} 上 的 非 负 测度 
满足 vil? 
/ ———., A(dv) < oo. 
R 


a 1+ liv? 

进一步 ， 存 在 一 中 心 华 的 复 值 Gauss 随机 测度 WO) 和 与 W 独立 
的 Gauss 随机 问 量 Y, 使 得 

X(t) = f (eY 一 Wid) + Y-t. (4.3.38) 

Ra 
测度 W 和 A 有 关系 式 : 对 R 中 的 一 切 Borel Æ AF B 
E{W(A)W(B)} = A(AN B}. 
而 且 
W(—A) = WAN 
由 (4.3.37), (4.3.26) 式 即 得 
olt 一 sl|} = 2 0 — cos((t —s}:v)Adv) + (t, Bt). 


特别 地 ， AO<A<1 A i=1,---,d, 


o*(h) = 2 | (1—cos{hv;))A(dv)+t*b,; > 2f (1—cos(hv, Aldy}. 
Rd Re 
(4.3.39) 


Wockh< 1AM l<i<d, RITA 


l sin(hv;) 
aws iS, (1 SH) a 
大 | } l -sinl et masa’ ho; ) ( 


1 h 
= 一 一 一 一 -一 I 一 cos(uv, du A [dv 
(1 一 Si 只 a, (uw) (dv) 


1 f 
= — 一 一 1 — cos(uv,; D Aldy du 
(1 — sin 1})h f 加 (uv: Aldv) 


< do*(h). 
. 315 . 


AH 
J A(dv) < 4do?(dh) < 4d3a(h). (4.3.40) 
YI/ | 


类 似 地 ， 由 (4.3.39) 


-2 hu Ald 
/at dv) < dh yf (huy A(dv) 


i=) ' Re Jue sr 
a 

< adh? Y> f (1 — cos(hv;))A (dv) 

A Je | kh 
< dd°h-“a*(h). (4.3.41) 

Rp R=1,2,---MPO<ct<1 定义 
Arlt) = f (et -一 1} W (dv}, 
WHE (de—a da) 


X,(t) = j (et 一 1) W (dv). 
Iv He (ay —1 de] 


显然 


Mit Si X t 
lim inf ZEE) < tim inf MPoststs žl 


SsUPo<t<t, (X(t) 


+ limin f 
at AP") iT 
Y 
+d lim sup eee | (4.3.42) 


由 (4.3.35) 和 (4.3.32) 易 知 


, l/d t/a} 17i 
lim sup 让 | 到 os < IY || lim sup tg (Gog log(1/tz)) /teco )) 
kos k= 0 
= 0 as. (4.3.43) 


由 Anderson 不 等 式 (推论 1.2.4) 


P| sup Xe < (1 + eM) } > P{ Mite) <4 Por}, 
O<t<t, 
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因此 由 (4.3.33), (4.3.34) 和 (4.3.35) 得 
PY sup [XMAS + Pou} 
pe O<t<t, 


P| M(t} < o (txl1 + €)(co/ log loa (1/te))"/4) | 


Me” 


= 


= 
It 


Me 


> exp; —(1 + ee) log log(i/te)} = oo. (4.3.44) 


a 
il 
Pui 


因 {5UPocten [Xa(t}|;& > 1} 是 独立 的 ， 由 Borel-Cantelli 引 理 和 
(4.3.44) 即 得 


liminf sup jXz(t)//o, <1+e? as. (4.3.45) 
ken O<t<cty 
其 次 , 我 们 来 估计 (4.3.42) 右边 的 第 二 项 . 由 (4.3.40),(4.3.41), (4.3.35) 
和 (4.3.32), 我 们 得 到 对 O<t < ty 


Var(X,{t}) = T ; a — cos(t - v)JA(dv) 


a ž 2 | ¥ 
< f ya PIVAC) + f a A) 
< 4d tidi io (te/(rdk-1)) + do? (ty / (tedx)} 
< 4d (fede 1) a (th) + Ad (tede) F o (ty) 
< Bde F a (t,). 
所 以 对 性 意 的 0 < s,t < tr, ls- tl] € h £t: 8 
Var( Xn(s) 一 KE)) < FRA), (4.3.46) 
其 中 ilh) = min(o?(h), 16dte-e* o2(t,)). 注意 到 
f örltpe t idy < f min(4d7e~°*"/2o(t,), altre t Ydy 
< f 7 min(4d7e~**"/2¢(t,,},0(t,)e7P" dy 过 下 Res /2g(t,), 
1 
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其 中 天 是 仅 依赖 于 4 和 8 的 常数 ， 应 用 Fernique 不 等 式 (定理 
1.1.3), 对 性 意 的 9>0 得 

5 (30%)? 
PILER, DEOL moe} < Kool Terap eE, 


O<e<e 
9*(log log( l/t) 7 -) 


< K exp (- Kk exp(ek® je 


2 g 
n explek") 
< K exp( -ER ) 
Kk? 


这 样 由 Borel-Cantelli 3| 


lim sup sup |X:(t)}l//o, =O as. (4.3.47) 
koe Üste 


由 (4.3.42), (4.3.43), (4.3.45) 和 (4.3.47) 得 证 (4.3.36). 


定理 4.3.5 的 证 明 FAY (4.3.29) 和 子 序列 方法 , 易 证 (4.3.30). 
由 定理 4.3.4 的 证 明 可 得 (4.3.31). 


定理 4.3.6 的 证 明 : ay Pitt 和 Tran (1979) 的 0-1 律 知 Z(t) 
在 t=0 处 满足 小 1 律 . 从 而 由 定理 4.3.3 和 4.3.5 即 得 定理 的 结 

注 4.3.5 对 ve RIR A> O, RiT Biv, hk) = {x € R5 jjv- 
xl Sh} Æ v 为 中 心 ， 天 为 半径 的 闭 球 . 设 A % (4.3.37) 所 示 
Mim. Buys A> 0 


lim inf [}v|[**°A(B(v, A}} > 0, (4.3.48) 
[Vij 00 


Wy X(t) E t = O AEI Œ 0-1 FE { 见 Pitt 和 Tran 1979). UE 
4.3.5 中 的 条 件 和 (4.3.48) 被 满足 ， 则 存在 常数 c 使 得 c1 Sc < ce 


H 
tim SUPQ<t<h |X(t) 
| as 
h—=0 oa(Ale/ log log(1/h}}1/¢) 
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4.3.3 应 用 于 分 数 Wiener THM O-U 过 程 无 穷 级 数 


设 Z(t) ABTA a (0 < a < 了 1 的 分 数 Wiener 过 程 ， 现 在 我 们 
给 出 它 的 Chung 重 对 数 律 的 证 明 . 

定理 4.2.2 的 证 明 (4.2.7) 是 定理 4.3.6 的 特例 . 下 证 (4.2.8). 
由 (4.2.6) 右边 的 不 等 式 和 子 序列 方法 易 证 


lira inf (EE en)" oe, Z> i as. (4.3.49) 
BAM, WHEN O<e <1, R p> 1 eH -ep<l + 
Tr = 6. HX, (t) H X(t) 如 (2.2.19) 所 定义 . 则 Xn (区 Xal) 
独立 , H {Xa HE 相互 独立 . py Anderson 不 等 式 ( 见 推 论 1.2-4) 
和 (4.2.6) 左边 的 不 等 式 得 


P( (全 ago ) sop Hon(o| > 1) 


CTn O<t< 
(1 — €e} log log Ta 
= oe > 
> P(( GT a op Z> 1 


> (log T, {TD = n79, 
从 而 由 Borel-Cantelli 引 理 得 


.. of (1 — €)log log Th" 
FP 一 一 < . hs 
lim int ( CT. SP [Ant E1 as (4.3.50) 


ASh, = (2.2.20) FHA n] hE 
一 log log Ta x- 
a p( (Sze ey oo. |X, (t}| > e) < 00. 


由 Borel-Cantelli 引 理 得 


log log T, \ 0 - 
ming P( (5) sup [X,()| < e. (4.3.51) 
n+o0 Ln O<i<T,, 


: S19 - 


结合 (4.3.50) 和 (4.3.51), 并 注意 到 Z(t) = X(t) + X00) B 


lim inf (“SE sup, |Z) <1 as. (4.3.52) 
最 后 ， 广 意 到 (Z(t);t > O} 和 {Zh t > 0 是 两 个 等 价 的 过 
2 kk Z(t) CE t = oo Mt = 0 处 者 满足 Pitt 和 Tran (1979) 的 0-1 
i. 因此 ， 由 (4.3.49) 和 (4.3.52) 得 证 (4.2.8). 

对 O-U 过 程 无 穷 级 数 X(t) = Sh, Xe(t) BY Chung 重 对 数 
律 已 被 给 出 于 定理 4.2.4 中 . 

定理 4.2.4 的 证 明 FEE, 从 0 < Se a/v < oo 可 推 
得 X(C 是 平稳 的 Gauss WH, Boo? (kh) 在 (0,00) 上 是 种 函数 ， 设 
fiv) 是 (4.3.37) 中 A 的 谱 密 度 ， 易 知 


D-E Ak Eni oy" 


故 (4.3.48) 成 立 ， 从 而 XC) 满足 在 二 = 和 0 处 的 0-1 律 . 另 一 方面 ， 
由 定理 4.3.1 和 定理 4.2.1, (4.3.29) 成 立 ， 因 此 由 定理 4.3.5 就 育 定 
理 4.2.4. 


84.4 Gauss 过 程 增 量 的 下 极限 


在 本 节 中 ， 我 们 讨论 有 关 Gauss 过 程 增 量 的 下 极限 ， 我 们 先 
介绍 Csörgő 和 Shao (1994) 的 结果 ,在 那里 他 们 讨论 了 info<t<pr 
supo<s<ar 人 (t+ s) -— rE PRR REM. XS TC) 的 不 
RAK. 在 4.4.1 AP, RNR. Æ 4.4.2 小 节 
中 ,将 它 运 用 于 具有 平稳 增 量 的 Gauss 过 程 的 研究 中 . 在 4.4.3 小 
节 中 ， 我 们 对 独立 O-U 过 程 的 无 穷 级 数 建 立 了 下 极限 的 精确 界 ， 
由 此 可 知 通过 一 般 准 则 给 出 的 界 是 不 可 改进 的 . 


4.4.1 ”关于 下 极限 的 准则 


iz B ERAS HI AaS Banach 空间 ,， {P(t}; -co <t< 00} 
是 取 值 于 BB PRD, PRTC) 产生 的 概率 测度. 
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定理 4.4.1 Gk ag 和 bp SSE GRE RH, v(t) RAR HK 


Hik. Bik 
LÓT ar> 00, + T+ œ 时 ， (4.4.1) 
aT 
LEAG C>0 fod> 0 使得 对 每 一 上 0 <t < Qh, 
day r< ddar 
4tlog(br /ar) Tloglog adr) 全 一 (logíbr/ar) + loglogay)} ` 
Ai, SE. 
P| sup E+) -TON < we} < cexp(—dap/x), (4.4.2) 
he. /2 


其 中 主 =z++1iz. PA, KINA 
| IEE + s) — rë) l 
liming | int cu? v(daz/illog@@r/az) + loggar) 二 了 ** 
(4.4.3) 


定理 4.4.1 HERRAR. 

AAGW, £ ar> 0 Rar > oo, M by > œ (24 T => œ), 
则 (4.4.1) 被 满足 ， 因 此 ， 作 为 特殊 情形 ，(4.4.3) 包含 了 通常 的 大 
增 量 和 小 增 量 . 

下 例 说 明了 上 述 定 理 的 一 般 性 . 设 {Wit}, t > O} 是 标准 
Wiener 过 程 。 订 有 所 周知 (参见 Csörgő 和 Révész 1981), 对 任何 
t>0,ar>0,0<T<ar 有 


P W 一 WW’ Z pl? Žar 
(sop ,| Urs) (se js S 2exp(—- 16x ) 
所 以 ， 由 定理 4.4.1, 在 (4.4.1) 被 满足 时 
liminf inf sup ————/@+s)—Wey  _ 
mn inf O<tcbr O<s<ar (7 Zar /32(log (br jar) + tog log Gyp))i/? 


1 
>- as (4.4.4) 


2 
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特别 地 


ee > ee 四 + — 0, a — A $ 
im ink SUP (hi alos ha 11172 — g./2 as. | g ) 


a.s. (br = l,ar = h), 


mint inf sup VESO WU. 7 
imin OSEE Oc atch (Af log RnR- Lyfe — 24/9 
IW {s)| j 
-air b -一 Ü, = F t 
mint sup (T/log log T}? = /24 as Or OT ) 
ininf inf sup — ZES- WO _ 
Teo DIET Ny (ar /(log Tf/ar + log log dy) jie 


> = as. (br =T), 


8y2 
lim inf inf Sup (log TO IW +s) — WA 
Too KIST o 
> —— as. {br = T,ar = 1). 
We i T=1) 


众所周知 ， 若 不 计 常 数 因子 ， 所 有 上 上 述 下 极限 结果 是 不 可 改进 的 
(参见 Csörgő 和 Révész 1981). 这 些 重要 例子 说 明了 定理 4.4.1 中 
的 速度 是 不 可 改进 的 ， 当 然 ， 这 并 不 是 说 在 所 有 情形 下 ， (4.4.3) 
的 一 般 速 度 函 数 一 定 是 不 可 改进 的 . 
44.2 具有 平稳 增 量 的 Gauss TE 

作为 定理 4.4.1 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 研究 实 值 Gauss 过 程 的 
一 般 下 极限 问题 ， 设 {Gt 0 是 零 均 值 量 具有 平稳 增 量 的 实 
Gauss 过 程 ， 令 


o*{h) = E(G(t +h) — G(t))?, t,h > 0. (4.4.5) 


假设 o7(h) 在 (0,1) 上 是 非 降 的 上 四 函数 ， 那 么 由 定理 42.1, 对 所 有 
O<2< 1 RATS 


P| sup |G) — GOH < a(z) }< 2exp(—0.17/r}. (4.4.6) 
O<t<1 


结合 (4.4.6) 和 定理 4.4.1 我 们 得 下 述 定理 . 
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定理 4.4.2 ik {arit > 0} fe for: T > 0} 是 满足 (44.1) 的 
AE eM he, {G(t);t > 0} 是 零 均值 和 且 具 有 平稳 增 量 的 Gauss 
过 程 ， 今 a* —suppigar. Bik o (h) & (0,a*) ES AER UE 
x. IBZ, 


Toc O<i<hy Oar olar/24(logtbr /ar) + log logér)} — 23 o 
(4.4.7) 


对 分 数 Wiener WH, EM 4.4.2 的 一 个 直接 推论 如 下 ， 


定理 4.4.3 Gk {Z(t > 0} RAMA a, 0 <a < 1/2, 的 分 数 
Wiener if 42, JF EP o (h) = Ah 那么 当 (4.4.1) 被 满足 时 有 


log{br /ar) + log log dr \~ 
lim inf oat, Deadar ( merar) t oglogr Z(t + s) 7 Z(t)! 


>01 a.s. (4.4.8) 
特别 地 ， 我 们 有 


liminf sup (PELUS 2(8)| > 0.1 a.S., 


AO DEAE h 


log(1/h)\ ° 
imi inf, gp (CR) e+e- Z01201 as, 


log ] a 
lim inf sup (=) Zisi > 0.1 a.s., 

T= pgss T 
log{T/ar) + log log ir) zee +s) — Z(t) 


liminf inf sup ( 
aT 


P00 SEET gadar 
> 0l a.s. 


4.4.3 独立 O-U 过 程 的 无 穷 级 数 
在 这 一 小 节 中 ， 我 们 将 指出 对 O-U 过 程 的 无 穷 级 数 ， (4.4.7) 
中 的 界 是 最 佳 的 ， 进 而 将 指明 我 们 的 下 极限 结果 基本 上 是 不 可 改 


进 的 . 
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[BT ot AA bp oh TE Tr CSF HE O-U 过 程 YC) WAAR XC} 
AGEN : 
{X(t}; -00 < t < oo} = [Y xx 一 上 ct< oo 


k=l 


对 {X(-)} 已 获得 精确 的 Lévy 连续 模 ( 见 定 理 2.2.5, 注 2.2.5, 注 
2.2.6 和 林 正 炎 ， 陆 传 荣 1992 的 定理 3.3.2). 
本 小 节 的 主要 目的 是 讨论 XO 的 下 极限 结果 ， 这 里 总 设 


0<To= > 站 < 00. (4.4.9) 
At 


X(C) 是 一 个 平稳 Gauss 过 程 且 

o*(h} = E(X (t +h) — X(t) = 22 rae ~e >) A>0,t> 0. 
(4.4.10) 

由 于 To < 00, 易 知 在 (0,00) 上 olh) 是 四 函数 ， 所 以 作为 定理 

4.4.2 的 直接 推论 ， 我 们 有 


定理 4.44 ih bn RA ASAE ER HR. 那么 


liminf inf sup LACE + s) -X (H) >05 as, 
R0 OStSbn OCs<h o( h 
24(log(br/hk) + log log(1/h)) 
(4.4.11) 


aH, RITA 
Xet- xe) 


inf >05 as. (4.4.12) 
k= ù Stl gesch 


dE log(1/h) 
fo 
liminf sup JX + s) -xW 


内 一 站 Giech o( h 
24 log log(1/h} 


20.5 as. (4.4.13) 


在 下 一 个 定理 中 ， 我 们 给 出 下 极限 的 精确 上 界 , 
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定理 4.4.5 if bn A (0,1) EAA RAR, A 
log(h,/h) 
假设 存在 常数 > La > 0 使 得 对 所 有 的 0<a,h<1l 有 
olah} < a olh)}. (4.4.15) 


MAERT a 的 常数 d > 0 使 得 
limsup inf sup IX + s) — XM 
h0 0StSbn ocecn F{ db, log(ba/h)) 
结合 定理 4.4.4 和 定理 4.4.5 得 
推论 4.4.1 设 bn 是 满足 (4.4.14) 的 非 员 连续 函数 ， 假 设 
(4.4.15) 被 满足 那么 


<4? as. (4.4.16) 


l 1 
= < hi f j f ee ma f _ Y t 
a RUD octet ob, o(h/ (a4 log(bn/hyyy > ÉT TA 
1 
< limsu inf S11 —— Xft 十 一 Xt 
nso og Fabs ne OCGA] logon /hy) > Ct + 9) — XO) 
< 40 as. 
特别 地 


© . 1 
2 < Hig ACET K+) ~ XO) 


< limsup inf Hx +s) -XH 


l 
SU Ty 
kao OSfS1 up, (a log(1/#}) 


<4? as. 
推论 4.4.2 (igs O<a< 1/2, >0 
(A) 
lim h2a = Go. (4.4.17) 
那么 对 革 d=d(a) 有 
(log Aa!) 
3(24)° = THe, osteo, oR ee +s) KO 
| (log h—')* 
< limsup inf —————jX (t +8) — X(N <d as. 


Su 
k— 0 0<t< Lge geh oth} 
(4.4.18) 
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由 (4.4.9) 可 知 o2(h)/h 在 (0,00) 上 是 非 增 的 . 因此 对 任意 的 
0<a<l,h>0 有 
olah) > a!/?o(h), (4.4.19) 


它 和 定理 4.4.4 一 起 可 推 得 
推论 4.4.3 RMA 


(log h-t). 
X(t)| 2 0.1 as. 
lim inf inf, BUP, IR) [X(¢+s6)— X(t)| 2 4.5 


注 4.4.1 (4.4.12), (4.4.13), (4.4.18) 和 Pitt 和 Tran (1979) 
的 0-1 律 可 得 ， 在 条 件 (4.4.17) 下 ， 存 在 常数 0< c Sw, O< 
Ca, g < OO Ap 48. 


os (log log AT!” 
lim inf Oo = 
hs0 ceca o(h) 


liminf inf su QUogh ) 
AO O<tlbgcs<ca oth } 


IX {s} — X (0) = C1 4.5., 


[XE+ 3)— X(E)| =c2 as., 


(log R~!) 
t 一 t = S. 
limsup ini, SUP. a(h) |X { + 3 X{ H C3 as 


注 4.4.2 由 (4.4.19) 可 得 liminf, 9 o (h)/A > 0, AE 


lim A(log hT!) fa(h) = 0. 
A-+0 


所 以 由 推论 4.4.3, 过 程 XC) 的 几乎 所 有 样本 函数 是 不 可 被 的 . 
4.4.3 需要 指出 的 是 关于 XC) 或 1? {È Gauss 过 程 (M 
83.3) 的 几乎 所 有 有 关上 极限 的 已 知 结果 是 平行 于 标准 Wiener 过 
程 的 相应 结果 的 (如 参见 Csörgő 和 Révész 1981 的 第 一 章 ). 而 上 
述 结果 指出 对 下 极限 情形 是 十 分 不 同 的 . 
张立新 (1995) 建立 了 下 述 关于 XC) 的 精确 不 可 微 模 . 


定理 4.4.6 ”假设 
Ti:=2 Yk < 00. (4.4.20) 


k=l 
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那么 我 们 有 l 
, 8log A7 
tim oii sup 人 nD yh 


+ 


1/2 
iX(t+s)-X@#|=1 as. 
(4.4.21) 


Csörgő 和 Shao (1994) 指出 ， 存 在 常数 Cla) 使 得 (4.4.18) 中 
可 以 等 号 代替 不 等 号 ， 他 们 提出 下 述 狂 测 : 
ER EE (4.4.17) 被 满足 .那么 存在 仅 依 赖 于 a 的 常数 
Cla) 使 得 
i, (log log 六 一) _ 
mind ‘sup Shy 8) =C(a) as., 
oo, (log A-1)* 
im, pint nceth a(h) 


IX(t+s)-—A{t)]= Cla} as. 


Cle) 的 精确 的 计算 看 来 是 困难 的 . 
$45 “两 参数 Gauss 过 程 的 下 极限 


4.5.1 ”两 参数 Wiener 过 程 的 下 极限 
SIW, yh < 2,y < co} 是 两 参数 Wiener 过 程 ,， O<er sf 
和 br > Tl? OT POSER. i8 
Dy 一 {(2,y); ry S T,9 < E, y < br}, 
Ds. = {(2, yay =T,0 < x,y < br}. 
对 矩形 R = [21,22] x (yi, yol, HEM ACR) = (za — 21) (yo — y1), 
W(R) 一 W (#2, Y2) 一 W (21, yo) 一 W (xo, yi) + W(x , 42). 
设 LT = [R; RC Dr, A( A) < ar} TEPER R = ET tal x ly Ya]. 
EX 
àr = {2T ilogi1 + log br T 1/7) — log log log TY le? 


_ loglog¥ 31/2 loglog T 4-3/2 
p12 
Pr= i (ioe 7) (os ET TA) 

- 327 - 


Lacey (1989) 建立 了 如 下 的 重 对 数 律 : 
定理 4.5.1 假设 入 = {2T log(1 + iogbrT YPP 满 是 


hm hm sup Nak JA giti = | (a) 
G41 kao 


A br =brT 1? R T AER EH, br> oo. 又 设 对 任何 0 < 
e<lARdcacl $ 


2 exp{- (log bn „F <0, (4.5.1) 


HP m, =exp(k),k EN. ARA 
liminf sup Ar 全 (mr =1 as. (4.5.2) 


Tao (2, WeD3 
特别 地 Wey) 
F osewsr VZT log log? JT loe loz T =1 as. (4.5.3) 
利用 推论 4.3.1, 我 们 可 得 陋 参 数 Wiener 过 程 的 Chung 型 重 
WME (参见 Talagrand 1994): 
定理 4.5.2 我 们 有 


(log log T)1/? 
0 < lim inf 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 , < 5. {4.5.4 
~ To T (log log log TY3/2 osr Es rY (myi <o as ( ) 


Lacey (1989) HE : 对 于 (4.5.2), (4.5.1) 式 是 否 是 必要 的 ， 进 
一 步 的 问题 是 在 减弱 (4.5.1) 后 ， 是 否 存 在 类 但 于 (4.5.2) PR 
限 ， 为 外 ， 一 个 有 趣 的 问题 是 :(4.5.3) 型 下 极限 与 (4.5.4) BP 
限 之 间 有 什么 联系 ， 张 立新 (1996b} 回答 了 这 些 和 问题 .他 得 到 了 
这 两 类 不 同 的 下 极限 的 分 界线 ， 也 指出 了 定理 45.1 中 的 条 件 (a) 
BRE. HARF. 

定理 4.5.3 £ 


log by T 1/4 


Or = glog T 


+o {T+ w), (4.5.5} 
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Sy 
lim inf Ay sup |W’(R}| 
Tan RCD 
=liminfAr sup |W(R}| (4.5.6) 
Poo Rc DA 


= liminf år sup | 全 fr, 切 | 
Too (2,y}¢ Dr 


=liminfA; sup |W, y)| 
本 一 ea {TIED 
=] ass. 


7 
Ar 70 (T > œ), (4.5.7) 


I Ff EH Ci, Co 使 得 
C <liminf Sr sup |W(R)|< C a.s., (4.5.8) 
-om RC DOr 


Ci <liminffr sup [Wis,y}i< Ce as. (4.5.9) 
ioe (x,y) E Dr 


介 于 这 两 个 下 极限 结果 之 间 的 截断 双 曲 线 起 看 联系 它们 的 桥梁 作 
用 . 车 我 们 取 Br = T3, 则 (4.5.9) FEA (4.5.4). MER br = T, 
则 (4.5.6) 就 是 Lacey 型 重 对 数 律 (4.5.3). Sb, RPF (4.5.5) E 
Lacey 的 条 件 (4.5.1) 弱 得 多 .为 验证 这 一 事实 ， 只 需 指 出 在 定理 
4.5.1 PRET, (4.5.1) 等 价 于 


log log br 
im 一 一 一 一 一 一 一 = 
T= log log log T 


EXE, 4 (4.5.10) 成 立 ， 则 


(4.5.10) 


_, ,loglogh,, n., loglogb,, 2 

lim in = lim inf 一 一 -一 一 一 一 > 一 ， 

k-o loglogé k-+00 logloglogm, € 
ROTA AB k, 有 


(log bm, )° > (log k)”, 


这 就 推 得 (4.5.1) 成 立 . 
另 一 方面 ， 者 (4.5.1) 成 立 ， 注 意 到 br 是 非 降 的 ， 我 们 有 
. 329 ， 


k exp(—(log bn, )°) < 》 exp(—(log bhn, )*) < 00. 
k= 1 


故 
exp((log bm, )*) 2 ok, 
oO TE ih 
log log bin, 
eo0 log log log mx 
Aim, S T < mi 我 们 有 
log log bf. log log bn, log log my 
log log log T ~ log leg log my log log log mr1 
因此 (4.5.10) Bay. 
由 定理 4.5.1, 我 们 也 可 得 : 若 
log log bp T7142 _ 


1 
>L, 
£ 


= > wh 
T 900 log log log T ret (4.5.11) 
那么 
—1\1/2 
lim inf Ar sup |Wiz,y} = (- -) a.s. (4.5.12) 
一 r 


ve (æy) EDT 

固 此， 从 (4.5.12) 容易 看 出 ， 对 (4.5.2) me, (4.5.1) 或 (4.5.10) 
是 十 分 接近 于 必要 的 . 

注 4.5.1 记 

HT) = (2 + 2log br )/ log log T. 

Csáki 和 Shi (1998) 研究 了 当 8(T) 趋向 于 有 限 极 限时 两 参数 Wiener 
过 程 的 下 极限 性 质 ， 得 到 了 如 下 结果 : 

假设 杂 二 1 是 非 降 的 且 (TT)/T 是 非 培 的 . A 0 := limy = 
A(T} € [0, oo). HA 


lim inf i}, AT) sup Wis,t) 
Prox T st=Tj0<a,t< Tb 

一 二， z d= ORT, 
— Ve8(1/0), 4O<8< oo 时 , 


l 


liminf ———- sup _— |W, #}] 
Poo VTOT) asTincatcvTor 
nf2, = 8 = OMY, 
E g-1/24(1 /8), 4O<0< «oH, 


其 中 加 fa) > 0 SE Fak Kummer pea M(—u/2, 1/2, vD 的 最 大 正 
AE A: | 


一 a{a+1)---(a@+n—1} z” 
M(aba)=1+ 2 oe iy Otni) nt’ 


B(u) € (一 00, co) & FR a DLC) RAR we: 


2 


D, (2) aate (TU) M] #12) 


Tl 一 u)/2) 
x I{-1/2) l-u 3 2° 
mM 2 72" >) I: 


定理 4.5.1 和 4.5.2 的 证 明 不 在 这 里 给 出 .定理 45.3 的 证 明 
基于 下 述 概率 不 等 式 . 


引 理 4.5.1 AMEA e> 0, BARR C = Cle) > 0 w = 
up{e) > 0 To = Tole} > 0 RAITT u> uo TIDA 


P| sup Wey) sur?! 
(zy) EDZ 


< exp(—C(1 + log bp T 172)e- C-e), (4.5.13) 


WERS it L= LIT) 是 使 下 述 不 等 式 成 立 的 最 大 整数 ; 
TŽ M*+! <br (M > 1). 
EEE 


S; = S(T) = [xi (t), eo(t}] x [yi (2), yo(2)} 
= 条] x [0, T3 MT], 4 =0,1,---, L. 
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BBA S; € Dr, A(S;) = T(1 一 1/Af}, i = O,1,---,Z, H L > 
(log b¢-T~!/*)\/log M. 设 


Si = (0,T7/7M*) x (0, TV7 M], i =0,1,---, L. 


P| sup wz, WI < wT 
(x yD 


< P{ ax Weal) yal) < uT") 


_ 5. | 1/2 
PÍ mar (W (5,) + W(S)| < uT } (4.5.14) 


我 们 使 用 条 件 概 率 化 的 论证 方法 . w oa t o = of{Wiz,y),0 Sy < 


bp, O < x < TYMI, WZ WS) E ai WCS) eo H WIS,) 
5 oi W. 故 对 充分 大 的 邓 , 我 们 有 


oF l 1/2 
Pt max [WS + W (Sol < uT } 


= elr{ max |W(S;)+ WI(Si)| < uT?) 


eicL- 


' P(\W(Sz) 十 W(Sz}| < uT"/*o1,-1) 


1 max |W(S,)}+W(S,)] <u?) PW (Sz)! < uty 


Oi Ll 
A 1/2 , 1/2 
= P( max |W(S:) + W(Si)| < uT™?)- P(W(51)] < wT?) 
i 
<e < [PUW < eT?) 
+ 二 心 


si- (- (FD) OF sfl 


1 = 
al — —1/2 -4 /(2—e) 
~ xp { ci FT (log brt Je }. (4.5.15} 


+ Jad 


因此 由 (4.5.14) 和 (4.5.15) 有 
P| sup |W(z,y)| < uri} 
(my EDA 


S apj -ej nog brT™1/2)e-™ /0 i 


这 就 推 得 (4.5.13) EM. 
由 推论 4.3.1 即 得 下 述 引 理 . 
引 理 4.5.2 ZAK C > 0 FHT O < u < 1/2 和 
Ti, To > 0 有 
W < (TT) ul] nye 
{sp (zDD < DD) (a tog =) ) 


KS C 
=> exp 一 一 外 
u 


引 理 4.5.3 A RFK C > 0 使 担 对 任何 0< u < 1/2 和 
了 > 人 0 有 


exp( -Co= log br T=?) 
j 1\3\1/2 
< PÍ sup WR < T 2 (u (log =) ) | 
< exp (- a log brT"/?) ， (4.5.16) 
2 
exp (-C2= log by TY?) 
1/2 1)3\1/2 
SPL sup, Wie) =! (elos) ) ) 
< exp(- 一 - log brT 2}. (4.5.17) 
2 
证 阴 注意 到 
sup |Wiz,y}|< sup IW{B)| ES4 sup [Wi(z, WI, (4.5.18) 
{2,9 )6 Dr ACD {rE Dy 
我 们 只 要 证 明 (4.5.16). 首先 我 们 建立 下 界 . 不 失 一 般 性 可 设 工 = 


l. 记 Dp = D, br = b SH. He R; = [0,27] x [0,277+!], j} = —1 
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—[logy 6],-++,1+ flog, d]. 注意 到 每 ~- R; 的 面积 为 2 H 
1 十 [to 有 > h] 
Rix [J RD D={{z,y): sy S10< x,y <b}, 


j=—1—[log; b] 
那么 由 引 理 4.5.2 和 定理 1.2.4 我 们 有 
1\3 A 
P W{z, log — 
{sup Wens (u(loe 5) ) 
1 ~ 3 1/2 
> Py sup, Wiz, | < (u(log =) ) | 
KS i+f{iog., bf 1\3\ 1/2 
> pi sup |W(x,y)| < (ullog — } 
ae ee EE Cee) ) 
> exp(—< log). 
因此 我 们 求 得 了 下 界 . SFE, EX 


Si = [TP M, TVI MH] x [0, TMT], 1=0,1,..,L, 


Ep L Eit Tee! <br (M > 1) RR AR. 那么 由 推 
论 4.3.1 的 (4.3.25) 式 ， 我 们 有 


Pf UP IW (BR) < T? (u (iog =) ) “| 
< {ew gup wm <7 (4(t2)")"*| 
人 
L i YY 
Me rip S (Gai) (ol a) ) i 
S ITP, se we S ( 远 一 (人 ( (les a) yy 


< 


< exp (- = log bp T13) , 


引 理 4.5.3 证 毕 . 

定理 4.5.3 的 证 明 ”从 定理 2.3.2 的 证 明 的 第 一 步 , 令 ar = 了 
(参见 (2.3.23)) 就 得 (4.5.6) 的 上 界 ， 利 用 不 等 式 (4.5.13) 可 验证 
(4.5.6) 的 下 界 . 类 人 羽 地 ， 利 用 (4.5.16) 和 (4.5.17) 可 证 明 (4.5.8) 和 
(4.5.9). 


4.5.2 两 参数 O-U 过 程 的 不 可 微 模 
设 {X(i,v);t > 0,0 > O} 是 两 参数 O-U 过 程 (OUP;) 


t v 
X(t, v) = e-em xot f f eo Pra (x, y)}, ft 之 曲 v0 
0 JO 
(4.5.19) 


Lin (1995d) 给 出 了 OUP, {X(t,v)} 的 不 可 微 模 ， BR GE 
ô > 0 使 得 ElXols < oo. id 


B(w} = (1 — e /2 


定理 4.5.4 ”对 任意 的 vv>0 我 们 有 


. 8log h~t} 1/2 
fim iat, sup (Carpe) (ets) ~ Xosi as, 
(4.5.20) 
8 log AT? 
lim inf E 
h-0 Ota] Desh ,sup 《50 ) [X(t + 8, u) X(t, ul 
=1 as. (4.5.21) 


注 4.5.2 FF X(t) KF iF v ERR, ARTHEN t > 0 
也 有 


Slog kT! 


1/2 
EEA (A260 mAh z) [Xt vtu — At vl =1 as., 
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Blog holy 1/2 
lim inf su su (= X(s,u+tu}— X(s, v)| 
AO OSue1 o<uch tocteh r B(t)A |A (s; ) 一 


=] as, 
定理 4.5.4 的 证 明 思 路 如 下 ， 首 先 ， 如 同 (2.5.2), 我 们 写 
+ 5.0) A(t v) = 
其 中 


E(t, s, v} = e ttt Av] 一 


E(t, sv) + élt, s, v) + Est, 5, v), (4.5.22) 


e“*} Xo, 
上 十 号 p 
£o(t, s, v) — eTett+a)-Puf] _ et) f j ett tPV AW (x, y), 
4 i ü 


f+s 1 
talE, 5, v) 一 e Ao J j, esr tPvdW (x, y). 
ł 0 


可 证 ， 对 任 给 的 <> 0, FETE A = hle) > OFM C = Cle) > OTF 
得 对 i=1,2 有 


Ot la h vu 人 uth 
< Chlogh 1) 2. 


Pf sup sup sup (PA eeso) > = 


由 些 吻 得 


Slog h`! 5 1/2 


wt? BCVA ) [人 s, u) 
(4.5.23) 


lim sup sup sup (a 
AO g<te16<cechucucutha 


=? as, t=1,2. 
为 证 明 


& log hT! 
lim sup inf su su A(t+s,uj—<A{f,u 
hoo OStSlo< ech REO t Blush awe) |X ( (£, u)| 


<1 as, (4.5.24) 
记 


i+ a u 
mii, s, u) = em f 人 et dW (29); 
t 心 


+s tt 
na(t,s,u) =e “fF / / (ec ~ er)evaW (x,y). 
t 0 
， 336 - 


则 a(t, s,u) = m(t, s u) + mlt, s, u) 仿照 对 Ealt, s.u) 的 研究 ， 可 

得 

"malt, s,u)| =O as. 
(4.5.25) 


lim sup sup sup 


(ee) 
h—Og<rciO<sch eaoh 


Tw) 


进一步 还 可 证 明 


limsup inf sup sup ( 


hog Ost@sl Ost hvucusvt+h 


Slog h`? 


)/2 
agar) ‘im(t,s,w)| $1 as. 


(4.5.26) 
gt & (4.5.23), (4.5.25) 和 (4.5.26) BUG (4.5.24). 
对 任 给 的 +>0 
Slog hT! 


1/2 
一 >” _ 一 > 3. 
iminf int sup (Same) JX(f+s,v)—- X(f v| >21 as 
(4.5.27) 


等 价 于 


Slog h—!y 1/2 
一 一 一 . ~ S. 4.5.28 
lim inf inf, sup (zagar) MOSOIZI as (45.28) 


a, 


t u 
holt) = ee f / epvawW (x,y). 
心 0 


TERI n/B 关于 t+ Æ Wiener HA m(t, s,v) 是 加 的 的 
WE, h Wiener 过 程 的 不 可 微 模 可 知 (4.5.28) 成 立 , 因此 (4.5.27) 
得 证 ， 结 合 (4.5.24), 就 完成 了 定理 4.5.4 的 证 明 . 

由 类 做 的 讨论 ， Lu 和 Yu (1997) 对 两 参数 O-U 过 程 证 明了 
Chung Ext Sf: 

定理 455 在 定理 4.5.4 的 和 起 设 下 我 们 有 


Slog log AT! y 1/2 
Tv 


Slog log h 1" 1/2 
li f TT t, = A Q, 
mint sup sup (aao ) lew) ~ X(0,u) 


liminf su p { A(t v) — X {0 v) =1 as., 


上 一 0 oteh 


=] as. 
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$46 Gaus 过 程 的 其 他 轨道 性 质 


4.6.1 Gauss RA p E 


设 {X(t 0} 为 具有 平稳 增 量 、 均 值 为 零 的 Gauss WHE. 
令 
o (h) = ECX(t +h} — XWV. (4.6.1) 
Arg = {D= ay t t < oe, =O} 表示 [0,0] 的 一 个 分 划 且 记 
MÍT) = maxy<i<k,(@i — Zi-1) A FT 中 的 最 大 区 间 的 长 度 . 
对 随机 过 程 的 p 姿 差 的 关注 始 于 Lévy 关于 Wiener 过 程 {W (t); 
ft 过 0 的 2 变 差 的 漂亮 结果 ， 即 


tin, (w) aa as 


这 一 结果 有 很 多 推广 .Dudiey (1973) 指出 对 [0,0] 的 任何 分 划 序 
Pj {rtn)j, 5 m(a(n}) = o(1/ log x) 时， 


lim > (W(2,) -W(2;_1))* =a as. (4.6.2) 

nooo ER 
而 de la Vega (1974) 指出 当 关 于 mir(n)) 的 条 件 减弱 为 m(x(n)) = 
O(1/ logn) 时 上 述 结论 就 不 再 成 立 ， Taylor (1972) 证 明了 

fim, SP, 2 PUW E ~Wiz;_1)f}=1 a.s, 
其 中 pir} = |e/y2loglog1/x|? H Qa(6) = {[0, a} 的 分 划 r: mx) 
<6}. 对 一 个 随机 过 程 ， 以 p RE 2 时 ， 这 类 结果 称 为 是 关于 这 
个 过 程 的 p EERE. 

关于 Gauss 过 程 p 变 差 的 各 种 结果 已 由 Kôno (1969), Kawata 

Fl Kono (1973), Giné 和 Klein (1975), Jain 和 Monrad (1983) 及 
Adler 和 Pyke (1993) 等 人 人 得到. Marcus 和 Rosen (1992b) 证 明 


T TEER. 
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定理 4.6.1 $F 上 ,al 上 o (h) Mest, HRP p 2 2 和 
0 < 之 b oo 满足 imp 002)/hYP =b , MAR [0,a] 的 性 一 满足 
mia) = o{{1/log m2)?2) 的 分 则 序列 {rin} 有 
lim SO [X(s:)- Xr = EIN(0,1)P Pa as. (4.6.3) 
TH Erir} 
E 
iim XO [X le:) ~ X Hri) 
Et mir} 


= EJN (0, DP (2P f “IX(a)\Pdx as, (4.6.4) 


Shao (1996b) 减弱 了 加 在 c(h) 上 的 条 人 忻 且 给 出 了 较 一 般 的 缚 
果 . 


定理 4.6.2 设 p>1, i o2(h) 是 非 降 的 ， 如 果 以 下 两 条 
件 之 一 被 满足 ; 
(Al) Æ [0,a]  o*(h} PEETA A 
m(m(n)) = ol((log n) P2); 


(A2) I4 ep > 0, A [0,44 eo] 上 op a htt, E 


max 《zi — r1)? TI^ a(z; — i1) = ollog™? n). 
x ,em(n) 


那么 对 癌 ,a] 的 任 一 分 划 序 列 {r(m} 
Jim 2, (eyo ri iN (ei) Ao? pINGO, DI as 


P — 
x, erin) ° (z: i 1) 


(4.6.5) 


定理 4.6.3 假设 o (h) & [Da] 上 连续 ， 满 足 
i ole-* \dz < 00. 
1 
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MZ CTE 4.6.2 的 条 件 下 我 们 有 
lm > (zi — wi) X? (e) — X? le)? 


w Emir) oP (ei — Lii) 


= PENO Dp | AX (zade as, (4.6.6) 
0 


4.6.2 Gauss 场 的 像 与 图 的 分 形 性 版 


随机 分 形 的 古 党 早 在 20 世纪 40 年 代 就 开始 了 ， 尽 管 当时 还 
设 有 随机 分 形 这 个 词 。 Lévy FLA 1940 年 左右 就 开始 赋 究 Wiener 
过 程 的 样本 轨道 性 质 ， 随 后 ， Besicovith 和 Taylor 也 研究 了 类 似 
的 问题 . 综合 和 他们 的 结果 ， 可 知 : 一 维 标准 Wiener 过 程 Wi) 的 
a $f) Hausdorff 维 数 为 172, Bp 


dim{t & [0,1]: W(t) = 0} = > a.S. 


AA Fee PLT Ee EB TEAR. 在 Gauss 场 (包括 多 
参数 Wiener 过 程 ) 的 像 、 图 、 水 平 集 利多 重点 的 分 形 性 质 中 有 着 
很 多 值得 重视 的 有 兴趣 的 问题 ， 早 期 的 结果 是 ， 一 维 标 谁 Wiener 
过 程 在 10,1| HAA Hausdorff 44 1, 而 2 HEE Wiener 过 
FEE [0,1] 上 的 像 集 的 Hausdorff 维 数 为 2, BB 

l, @d=1, 

2, H#d>2, 


其 中 W(t) = (W1(t},---, Walt)) A d HE Wiener it ##. Xiao (1995) 
研究 了 指数 a 的 Gauss 场 的 像 和 图 的 Hausdorff 维 数 和 packing 
HER. 这 一 节 我 们 介绍 他 的 结果 ， 其 他 有 关 的 成 果 可 参见 Adler 
(1981), Cuzick (1978, 1981}, Goidman (1981), Kahane (1985}, Tay- 
lor 和 Tricot (1965), Talagrand (1995) 等 . 

Be X(t} = 人， 有 df) 是 R™ 上 的 RI (A Gauss 癌 量 
H, HA Xi o Xa RA FRE. io 


a; (t) = B(X;(t) - X;(0))”. 


dirn{ W(t) :t € (0, 1)} = | 


二 0 - 


车 对 每 一 了 = 1,2,…,d, FEO < ej < 1 RH 
a; = supfa > 0: dim if) = 0} 


= inf{a > 0: lim lt “0;(t) = oo}, 
i|> 


其 中 |:| 是 Euclidean 范 数 ， 则 称 X(t) 是 指数 o = (0n,---. 04) 的 
(N,d) Gauss 场 .为 简单 计 ， 我 们 将 假设 ， 当 lt ze> 0 时， 在 
[-1,1]*% 上 ， 所 有 lo 的 | > > 0. 为 了 避免 退化 ， 我 们 对 坐标 场 
XX,…- ,Xa EFFERRE: FERE €> 0 使 得 


cf 
det cov( X(t) — X(s)) > e | oF(t - s), (4.6.7) 
j=l 
其 中 cov(Y) 记 为 随机 向 量 Y WOT EERE, det B AEE B 的 行 
Fist. Bey he, AE. 分数 Wiener 过 程 是 
指数 a 的 Gauss 场 的 --- 个 特例 . 
我 们 来 给 出 Hausdorff 维 数 和 packing 维 数 的 定居 . 设 9 : 
[0,1] — [0, 00) 是 任 -- 连 续 的 增 函 数 ， 满 足 $10} 二 0. BOR” 的 
ġ-Hausdorff TAFE SE X 


@-mes& = iim inf { 2 (2r:) :Ec LU Biri), r= 5}, (4.6.8) 


其 中 B(zi,ri) BRP DA m, BEA n 的 开 球 ， 此 外 Birr) 
组 成 EE 的 一 个 $ 覆盖 { 即 半径 不 超过 6 RR, EINE 
了 £). (46.8) 中 的 下 确 界 是 在 E 的 所 有 + 上 Bi LEA). ¢mes 
是 外 测度 度量 且 所 有 的 Borel 集 关 于 它 是 可 测 的 . -~- 子 集 E 的 
Hausdorff 维 数 定义 为 - 


dim E = inf{a > 0: s*-mesE = 0} 


= sup{a > 0: s*-mesk = oo}. 


Taylor 和 Tricot (1985) FA] ASABE BO SFE (BEA HB E 
| - 34l - 


TATRAN ¢-Pack £ : 
@-Pack E = lim sup { dors) : Bæ ari) BAAR, 
r; 全 E, ros 5}. 


é--Pack 不 是 可 列 次 可 加 的 ,因而 它 不 是 外 测度 . 然而 ， 四 Pack 是 
预测 度 ， 因 此 我 们 可 由 它 产 生 一 个 及 ”上 的 外 测度 : 


d-pack E = inf{ 》 g-PackE; : E c ( JE}. 


d -pack EKA E tt -packing WE. E 的 packing 维 数 定义 为 
Dim E = inffa > 0 : s°-packE = 0} 
= sup{a > 0: s*-packE = oo}. 
可 证 @mes E < g-pack E {参见 Taylor 和 Tricot 1985), & 
O< dim < DimF < N. (4.6.9) 


对 每 一 & > 0 MAREE CR’, th Mc, E) 是 覆盖 五 的 半径 为 < 
的 球 的 最 少 个 数 ， 令 


5(E) = lim inf PEME) 
e—U — loge 
. log Ni (ce, FE) 
ALE) = “=. 
(E) lim su Pp loge 


9 和 和 A 分 别称 为 Kolmogorov ERA FRE. Tricot (1982) 证 
AA T 


- Dim E = A(E) := inf { sup AlE): EC Us}. (4.6.10) 


下 面 是 有 关 指 数 为 a 的 (六 ,dj Gauss 场 X(t) 的 像 X(E) = 
(Atte E MB Gr XE) = {(t, X(t)) :te FE} WY Hausdorff 4 
数 的 结果 ， 其 中 E 是 RY 中 的 任 一 紧 集 . 
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定理 46.4 ik X(t) 是 一 个 指数 为 a 的 (N,d) Gauss 4. 
其 中 a 的 坐标 分 量 满足 


Oana, S++ a 


HiR ECR 是 一 紧 集 ， 若 对 任何 (s,t) E Ex EF (46.7) 成 立 ， 
出 概率 为 1 地 在 


i J ay: 
dim X(E) = min {a dim B+ diel 7%) | je a} 
Oy 
k k—l k 
(dim E + S (ak — i) ) ak, 当 y a; <dim E<$. cry FF, 
— t=) 1=0 ; 4 一 王 (4.6.11) 
d, 当 dim & > Sa; EF, 
dim Gr.X(E} i=1 
_ [dm E +5 (a; — a; d 
= mind Et Rail) ~ a0) 1 <7 d: dimB +$- as) | 
OF =I 
dim X(E), 当 dimX(E) < dk, 
= g 4.6.12) 
dim Æ 十 > (a -oih 当 dimX(F)=d 时 . 


和 一 工 


4 E = [0,1)", RAS PRE. 


定理 4.6.5 GR X(t) 是 定理 4.6.4 中 定义 的 (N,d) Gauss 
场 ， 若 对 所 有 的 ste (0,1)", (4.6.7) Re OR ZAR 1a 


dim X((0,1)*} 


= Dim X (f0, 1]") = min} d Nt Dilya <j< a}, 
2 


dim Gr X((0,1}") = Dim Gr X([0, 1]*) 


d ， + 
. > N 了 | 一 Q; 
+ 三 1 了 
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% 4.6.1 5 p1” 被 任 一 具有 非 空 的 内 部 的 紧 集 EF RE 
上 时， 定理 4.6.5 Savy. 
4.6.3 P H Gauss 过 程 增 量 的 分 形 性 质 

ve {W (tjt > 0} 是 标准 Wiener 过 程 ， 由 重 对 数 律 知 


hoo. (2h log log h-})*73 


男 一 方面 ， 由 Lévy 连续 模 和 定理 【有 定理 0.1) wl 


im sp WEH - Wt) 
AO tefas) (2hlogh-1)172 


= 1 as, Ye [0,1]. 


一 ] as, VOSacb<il 


我 们 还 可 以 证 明 
sup limsu [W (t +h) WA =] as, VO<e <6<1. 


te [a,b hoe {2h log h-1)}4/2 
(4.6.13) 


它 说 明 : 对 任何 0 < a < 1 as. 地 存在 te [a,b] 使 得 
W(t +h) -WO 
Roger = ° 

由 a A ETE: FEWE (人 至少 可 数 个 ) + & (0,1) 使 上 式 成 

F. 人 们 有 目 然 要 研究 这 样 的 上 组 成 的 集合 的 性 质 ， Orey 和 Taylor 

(1974) 研究 了 集合 


[W(t + h) — WO) 


(Qhlog hy? = a} (se 


Bila} := € [0,1] : lim sup 
h—0 
的 分 形 性 盾 ， 季 们 证 明了 ， 对 每 一 0 万 a < 1, Bla) 是 随 桃 分 形 ， 
并 证 明了 : 
定理 4.6.6 ”对 任 给 的 a € [0,1] ,概率 为 1 地 有 


dim B(a) = 1-a”. (4.6.14) 
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如 上 所 述 ， 这 一 结果 对 应 于 Wiener 过 程 的 重 对 数 律 和 Lévy 
连续 模 . 在 第 二 章 和 第 三 章 中 已 指明 许多 Gauss 过 程 有 者 类 似 于 
Wiener 过 程 的 连续 模 ， 例 如， 在 第 三 章 中 我 们 研究 了 中 {H Gauss 
过 程 的 增 莉 , 定理 3.3.3, 3.3.4 HT P {É Gauss 过 程 的 连续 模 . 形 
如 (4.6.14) 的 分 形 性 质 是 怎样 的 呢 ? Deheuvels 和 Mason (1994, 
1995) 也 研究 了 具有 独立 增 量 的 过 程 和 经 验 过 程 的 分 形 性 质 .， E 
他 们 的 方法 不 能 用 来 研究 具有 相依 增 量 的 Gauss IHE. 

设 {Y (t), —o0 < t < co} = 直人 的 ,一 oo < t < oof}, ARMY 
Gauss 过 程序 列 ， EX, (t) = 0 有 是 有 平稳 增 量 of (Ah) = E(Xe (t+ 
hy— X(t), 这 里 总 设 o,(h) 是 非 降 连续 函数 .回顾 前 面 的 记号 ; 


gip, h) = (Sara) P o*{h) = max CR 人 


| <P A), @il<p< 2, 
e(ph)= i *7P 

a*(h), 4 p> 2, 
bP = BIN(O,1}?, p21. 


HER 3.3.4 的 条 件 被 满足 ， 那 么 我 们 有 
P(e + A) — Y {t)r 


limsup inf 


hoop. Ot<l 6,0 (p, h) 
IY (nA? +A} -— ¥(nh* Hjir 
> yee NE 
im sup 6 ipo (ph) 
. Y+- Ylle oip, k?) 
— 2 lim sup su sup 一 一- 一 -一 一 一 一 :一 一 一 
hao 0< Ea Occ? bpo(P, h”) a(p, h} 
WY inh? +h} — Y (rh?) |e 
= Pp 4.6.15 
Mp ocas- Spo (p, h) “ee 
类 似 于 (3.3.33) 的 证 明 ， 对 任何 1 <8<2, 当 5 充分 小 时 我 们 有 
hR? +h) “ae 
PÍ min IY (nh + h) — Y (nh) llir <2— o} 
O<nsh-2 dna(p, h) - 


(0 — 1)°d50*(p, YY 
8 52(p, h) 
< 4h-* exp ( — flog =) = 4h +0 AO, 


< 2(h-* + l}exp ( 一 
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‘ES (4.6.15) 一 起 可 推出 


lim sup inf (eae: 十 fi) 7 (ee 
ho 


> | as. 
O<t<] 5,0 h) 一 


人 从而， 如果 我 们 定 交 一 个 类 似 于 Blo) 的 随机 集合 ; 
IY {t+ A) - YOlle 
po {p h) 
WER OSa sl Ela) = [0,1] as. HEXA Ela) 的 分 形 没 

有 什么 需要 我 们 考察 的 ， 
现在 ， 假 设 定理 3.3.3 中 的 条 件 被 满足 ， 并 定义 类 似 于 Ba) 
的 随机 集 


F (E+ A} Y(t) 
— ee EE | > < < a 
Ea) {ee (Oa): lim sup > WG logh- IA > a O<a<l 
(4.6.16) 


Zhang (19974) 得 到 了 关于 F(a) 的 Hausdorf 维 数 的 下 述 结 


Ela) = fre [O, 1] : lim sup ~ > al, O<a< 1, 


R. 
定理 4.6.7 RRIA A>O, & [0A] 上 Gp, h ht Bay 
ea}. Rik 
o(p, h) = of &(p, hillog kh 5), h — 0, (4.6.17) 
a34 — e> 0 
| E(Xe(h) 一 AO XRT + DA) 一 Xr (jh)) 
msup, max _, max (log h-1)~2a2(h} 
< 0, 
那么 对 任何 a E [0,1], REI 1 地 有 


dim Ela) = 1- a”. 


对 随机 集合 
IY (E + A) — (Dil 


E*(a} = ¢t OE: h 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 <x s 
(2) | = [0 ho gip, h)(2 log h-1}1/2 af, ses), 
(4.6.18) 
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RANA PRA 果 : 

定理 4.6.8 ”假设 对 某 个 各 >0, Æ [0,A] b alp, Ahi 是 拟 
way, Rik (4.6.17) Rž, BRAT P>O 

Him sup eX cys MOK [E(Xg (A) 一 XO XRG + DA) 
—Xx(jh))]/ [Mog ht) 7a (A)} < 0. 
那么 对 任何 a € [0.1], MEA 1 地 有 
dim E*(a) =1— a’. 

作为 定理 4.6.8 的 推论 ， 我 们 可 以 得 到 关于 PP (ore 0-U 过 

程 和 分 数 O-U 过 程 的 无 穷 级 数 的 分 形 结 果 . 


4.6.4 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 无 穷 级 数 的 增 量 与 Chung 
重 对 数 律 有 关 的 分 形 性 质 
设 {W (t); > 0) 是 标准 Wiener 过 程 . Orey 和 Taylor (1974) 
EWR TES 


Blgh yA 


Bila) := f: € [0,1]: lim inf ( -ER 


- sup |W(t+s) Wit) < a) (a > 1) 


Zath 
的 分 形 性 质 ， 他 们 证 明了 对 每 一 a > 1, Bi(a) 是 随机 分 形 且 有 


定理 4.6.9 “对 任 给 的 e > 1, 概率 为 1 地 有 
dim Bi(a}=1—- a <. 


这 一 结果 是 对 应 于 Chung 型 重 对 数 律 和 不 可 微 模 的 . 在 本 章 
的 前 几 节 中 ， 已 介绍 过 对 一 大 类 Gauss 过 程 ， Chung 型 重 对 数 律 
成 立 . 例如 定理 4.2.5 和 4.4.6 分 别 给 出 了 O-U 过 程 的 无 穷 级 数 的 
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Ching 型 重 对 数 律 和 精确 不 可 微 模 ， 现 在 ， 我 们 将 对 这 类 过 程 建 
立 类 似 于 定理 5.4.1 的 分 形 性 质 . 

设 {Y(t}; -00 < t < co} = {Xe (tj; 一 co < t< oo 了 1 Fe Sh VF. 
O-U 过 程序 列 ， 具 有 系数 y 和 Ac. 假设 {X(t}; -o < t< oo} = 
(Z, Xto < i < co} 是 [Yaha < it < wc} NASH 


H F 
,2 < OO, P= 23 4 > 0, 
k= 1 kot 
l 一 - Vi Anh 
oth) = E(X(t +h) — XOF 2x! (1 — e° 


我 们 定义 一 个 类 似 于 Bila) 的 随机 集合 


Slogh-! ae) 


Ela) := f: e f0, 1]: lim inf (= TETIN 


: Sup IX{t+s)-X(Q)< a (a > 1). 


ost 
Zhang (1998) 证 明了 下 述 定理 ; 


定理 4.6.10 ”假设 [Ti = 208, < o0， 则 对 任 一 a > 1, 
概率 为 1 地 有 
dim Eila} = 1-07? 
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It pleases me very much to have opportunity for in- 
troducing this remarkable book on fine analytic path 
properties of Gaussian and related processes. In a series 
of papers in the nineteen twenties, Norbert Wiener un- 
dertook a mathematical analysis of Brownian motion. 
He showed that, except for a set of cases of probability 
zero (with respect to what has been called Wiener mea- 
sure since), all the Brownian motion paths were contin- 
uous non-differentiable curves. In the forties, Paul 
Lévy proved his famous modulus of continuity theorem 
that established “the exact rate of continuity” for al- 
most all sample paths of Brownian motion (Wiener pro- 
cess). Ever since, these fundamental contributions 
have been the principal guidelines in the literature on 
path properties of general Gaussian and many other re- 
lated stochastic processes. 

Inspired by the approach taken in Chapter 1 of the 
1981 M. Csérgo and P. Révész’s book to constructing, 
and proving precise finc analytic path properties Gls a 
Wiener process, in 1987, together with Lin Zheng-yan 


we initiated a study of the path behavior of infinite di- 


a je 


mensional Ornstein-Uhlenbeck processes along similar 
lines. This line of research has since evolved into simi- 
larly studying a wide class of more general Gaussian, as 
well as other, stochastic processes. In conjunction with 
the fundamental methods and achievements of the 
worldwide “French school”, the literature on this sub- 
ject is immense. This book by Lin Zheng-yan, Lu 
Chuan-rong and Zhang Li-xin is a most timely basic ex- 
position on the global foundations and some of the more 
recent developments in this ever more beautifully grow- 
ing complex area of research on the intrinsic path be- 


havior of stochastic processes. 


Miklós Csörgő 
(a fellow of the Academy of Sciences 


of the Royal Society of Canada) 
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Path behavior is one of the basic properties of a 
stochastic process. Earlier on, the boundedness, the 
continuity and the non-differentiability were investigat- 
ed for Gaussian processes. And the study was started 
with the Brownian motion (Wiener process) which 1s of 
a lot of good characteristics. 

Let {W (4);t220} be a standard Wiener process, 
i.e. , it is a process with the following properties: 

G) W@)—W(s) is a Gaussian variable with mean 
zero and variance t—s for all Qs te oy and WOS 
Oa.S.3 

Gi) W (t) is an independent increment process, 

Wa) —W (th) WD) — W ta) ts W Gad — 
W(t»_1) are independent random variables for all 0S) 
LLL LL by Kt LOO CFS 253,50) 5 

(iii) The sample path function W (t,) is continu- 
ous in t with probability one. 

A standard Wiener process (W(t) ;#220} is a math- 
ematical model of a Brownian motion. Wiener N (1923) 


ele 


showed that, except for a set of events of probability zero, all 
paths of {W (t); tŒ 0} were continuous curves. And later, 
Wiener and Zygmund (1933) showed that, except for a set of 
events of probability zero, its all sample paths were non- 
differentiable. Lévy P (1937, 1948) proved his famous modulus 
of continuity theorem stated as follows. 
Theorem 0.1 We have 

pp Ma separa WC) WD | y) ay 
h = V 2hlog (17h) 


and 
lim SUP ocr on Wath) WO 
“0 Vv 2hlog (1/h) 

The boundedness and the continuity of general Gaussian 
processes have been studied since 1950’s. For a general discuss, 
one can refer to the work of Adler R J (1990). In Section 2. 1 we 
will introduce some of his main results. 

Another important result on the sample path properties of 
the Wiener process is the functional law of the iterated logarithm 
proved by Strassen V (1964). In his paper, by using his strong 
approximation Strassen V also proved that the partial sums of in- 
dependent identically distributed random variables have the simi- 
lar property. 

In Chapter 1 of the book Strong Approximations in Probabil. 
ity and Statistics by Csérgo M and Révész P (1981), fine analytic 
path properties of a Wiener process were proved. For example, 
they proved the following theorem on how big the increments of 
a Wiener process are. 

Theorem 0.2 Let ar(T 0)be a non-decreasing function of T 
De 


for wh ich 
G) 0<arST 


Gi) T/ar is non-decreasing. 


Then 
lim sup SUP Pr IWit+ar—-W) |= Aa.Se 5 
T eee Os te 
lim sup an|W(T tar) -WT Vi] “Asses 
eke 
lim sup sup BAW psy WA =I a.s. 
人 ce ORS asp 
and - 
lim sup sup A Br atin [=] aS 
T ree OKT — ay , Ose 


where Br= Tn tee eye logT)}—'". If we have also 


(ii) limp+«.ClogT /ar) /log logT =, 


then 
lim sup fr|WG@+ar)-W@®) \=1 as. 
T reo QELE — ag 
and 
lim sup sup Br \Witt+s)-W@|=1 as. 


Teco dt TT 一 Bey. MERE nay 


zg 


Some authors also studied how large the increments must be 
when ar does not satisfy the condition Gil). For example, if (iii) 
is replaced by 

Gv) limy ...logT /ar)/log logT =r; 0<<r 委 co， 


then 
，172 


r 
lim inf at BrlW +ar)—W @) | =| ] 十 r 
Tosco UKAT o dyp 


(c.f. Book S A and Shore T R, 1978); if Gii) is replaced by 
(v) lim .os log (T'/ar)) /log log logt =, 
then 


lim inf sup sup Y(T)|Wats)-W@|=1 a.s., 


T- eon DE- Ee T- ay Os SE 


e 3 


where 


uc n? T = ee 
| 


(c.f. Csáki E and Révész P, 1979): and if 
(vi) limr...(T/ar) /log logT =co, 
then 
lim inf oe, A Yo TIW ats —W Ct) =] 


d. S. $ 


lim inf sup %(T) [W Ha -WA [=1 a.s 


where ¥,(T)= (2ar (log (T/ar) —log log logT)}°? (c.f. Shao Q 
M, 1986). 
Obviously, Theorems 0. 1 and 0. 2 are related to I 


mous law of the iterated logarithm: 
Theorem 0. 3 


.évy’s fa- 


(Lévy 1937, 1948) We have 


P WI 

m SUP 一 一 一 一 一 一 -一 1 a.s., 
Pee v2Tlog logT 

lim sup A EE =. | = 


— a. 5. 
^œ v2hlog log1/h 


Csörgó M and Révész P (1981) also studied another type of 


path properties of a Wiener process (W(t) ;t220}. They gave the 


moduli of non-differentiability of (W (t);2220} and showed how 
small its increments are. 


Theorem 0.4 We have 
logh! 
lim inf sup Soeh WWGtn)—W(s) =] a 
h-00Ss<1—A OSA mh 

Theorem 0.5 Let ap 


à S. 


be a non-decreasing function of T for which 
conditions (i) and Gi) in Theorem 0.2 are satisfied. Then 
lim inf ¥; inf sup IW Hs) WwW all as., 
T— co 0 一 9.0 say, 


sa a 


here Yr= {8 ClogT ar’ + log logT)/ Cr ar). If condition (iii) 
where Yr = 
in Theorem 0. 2 is also satisfied, then 


lim Yr inf sup |W@+s)—-W@)|=1 a.s. 


-eoo EuT = a 0 Edp i aj 
Theorem 0. 4 implies the well-known result that almos 
mple paths of a Wiener process are nowhere differentiable. 

Sa | 
i rated 
Theorems 0. 4 and 0. 5 are related to Chung’s laws of the ite 
1e s 0. 
logarithm. 


Theorem 0.6 We have 


 . .f Blog logT \!” et ducks 
im in "Sere ) sup, WOI 
/2 
_ 4 8log log(1/h)\" = aie 
lim inf 了 一 my sup |W 0) | 


In the book of Csérgo M and Révész P (1981); it is ua in- 

vestigated how big the increments of a two-parameter Wiener 
are. 

E the publication of Csérgo M and Révész r ene the 
theory on the strong approximation has been developed ULERY: 
Also, many of the main results in Chapter 1 of the Bees ee 和 
proved and were extended to other processes. On an pony 
Csérgo M in 1987, Lin Z Y was a visitor at Carleton University 
in Canada. During this time Csérgo M suggested a study of ue 
precise path behavior of Ornstein-Uhlenbeck processes. aes 
then, Csérgé M, Lin Z Y, Shao Q M and various a Ree 
an and Chinese scholars have been working on this ails 
studying not only some special Gaussian processes but also oe 
sian processes in general as well. In their book Strong Limit 
Theorems, Lin Z Y and Lu C R (1992) introduced the taaie 
main results up to that time. On the sample path properties, in 
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their book, 


(C1) The increments of the Wiencr process were studied more 
precisely and perfectly, for example, the result of Shao Q M 
(1986) on the liminfs of the increments under the condition (vi) 
was introduced, the general form of the increments of the Wiener 
process was discussed, and the limits on the lag increments and 
their convergence rates were studied; 

(2) The result on the increments of the Wiener process un- 
der the condition (v) was extended to the two-parameter Wiener 
process, and, the general form of the lag increments and the 
general form of the increments of the two-parameter Wiener pro- 
cess were studied; 

(3) The result of Ortega J (1984) on the moduli of continu- 
ity and how large the increments are of a fractional Wiener pro- 
cess was introduced; 

(4) The investigation was initiated of the processes generat- 
ed by the infinite dimensional Ornstein-Uhlenbeck processes, 
such as the partial sum process, the infinite series and -norm 
squared processes. 

In 1990’s, besides the further study on the increments of the 
Wiener process, the research has evolved into similar study on 
many other special Gaussian processes of practical background, 
as well as a wide class of more general Gaussian processes. The 
aim of this book is to compile results on various kinds of fine 
analytic path properties of these Guassian processes, such as 
continuity, non-differentiability, moduli of continuity and large 
increments etc. , for general Gaussian processes. Some special 


Gaussian processes (e. g. Ornstein-Uhlenbeck processes) are 
* 6 4 


considered in more detail. The book extends and deepens some of 
the results of the two books mentioned above. And it can be re- 
garded as a continuation of them. | n 
In Chapter 1, we introduce some basic tools oe e study 
the sequel. In particular, a list of important ae arc = 
sented; such as Borell’s inequality, Fernique = ee ye 
Se inequality, Anderson’s inequality, ee S 
equality, etc. As well, an extension of the Borel-Cantelh lemm 
is given in Section 2.1; which is another basic ee | vn 
In Chapter 2, some basic results on the continuity a the 
boundedness of gencral Gaussian processes are introduced in Sec- 
tion 2.1 firstly. And then, we start our main topics on the ied 
uli of continuity and limit behavior of large increments of Gaus- 
sian processes in Section 2.2. Many related results, such as the 
moduli of continuity, the results on how large the EERE are 
and the limit inferior behavior and the gencral form of the incre- 
ments, cte. , for the Wiener processes are extended in this sec- 
tion to the fractional Wiener processes, and some are also ex- 
tended to the Gaussian processes with negative correlation. In 
Section 2. 3, we study the limit inferior behavior of the nest 
ments of a two-paramenter Wiener process under a Enae 
similar to (vi). In Sections 2.4—2. 6y we study moduli of conti- 
nuity and limit behavior of large increments of a two-parameter 
Lévy-Wiener process and a two-parameter Ornstein-Uhlenbeck 
process, as well as more general kernel generated two-parameter 
Gaussian processes. In the last section of Chapter 2, Ene local 
lime process of a Gaussian process is investigated, which is also 


a two-parameter process. 
. 7° 


Chapter 3 deals with the infinite dimensional Gaussian pro- 
cesses. Firstly, the conditions for the continuity of /’-valued 
Gaussian processes are given in Section 3.1. In particular, the 
sufftcient and necessary condition for the continuity of /*-valued 
Ornstein-Uhlenbeck processes is presented. With the estimates 
of the limsups of a general B-valued scparable stochastic process 
in Section 3. 2, we start the study of the moduli of continuity and 
limit behavior of large increments of /*-valued Gaussian process- 
es with nearly negative correlation in some sense. In the last SCC- 
tion of Chapter 3, the 1™”-valued Gaussian processes are studicd. 

In Chapter 4, Strassen’s law of the iterated logarithm of a 
class of Gaussian processes with stationary increments and the 
rate of Strassen’s law of the iterated logarithm of a self similar 
Gaussian process with index a are investigated in Section 4. 1. 
Also, the Strassen’s moduli of continuity and Strassen’s limit 
behavior of the large increments of the Wiencr process are intro- 
duced in this section. In Section 4. 2, Erdés-Révész’s law of the 
iterated logarithm of the Wiener process and a class of Gaussian 
processes with stationary increments are discussed. In particu- 

lar, Erdés-Révész’s law of the iterated logarithm of the infinite 
series of independent Ornstein-Uhlenbeck processes and the frac- 
tional Wiener process is established. 

The rest four sections of Chapter 4 deal with Chung’s law of 
the iterated logarithm, the moduli of non-differentiability and 
how small the increments are of Gaussian processes and Gaussian 
fields. The small ball probability estimates are the key to study 
this kind of limit inferior behavior. In Section 4.3, the small ball 


probability estimates for Gaussian processes with stationary in- 
La 8 ka 


crements » especially for the fractional Wiener processes, are pre- 
sented, from which Chung’s laws of the iterated logarithm of the 
fractional Wiener processes and the infinite series of Ornstien- 
Uhienbeck processes are established. Similar results for Gaus- 
sian fields are given in Section 4. 4. In Section 4.5, limit inferior 
behavior of the increments of Gaussian processes are studied. In 
particular, the exact moduli of non-differentiability of the infi- 
nite series of independent Ornstein-Uhlenbeck processes are es- 
tablished. In Section 4. 6, the limit inferior behavior for some 
two-parameter Gaussian processes are investigated. It shall be 
mentioned that the small ball probability estimate problem as 
well as its related topics is still an interesting “hot” topic in 
growing, and there are many new researches on this problem 
ee we prepare the book. One can refer to Li W V and Shao Q 
M (1999) for more details. 

In the last chapter of the book, we introduce some other 
path properties of Gaussian processes, such as the fp-variation 
and the fractal natures. In Section 5.1, a much general result on 
the p-variation of a Gaussian process is introduced. In Section 
5.2, the Hausdorff dimension and packing dimension of the im- 
age and the graph of a Gaussian field are investigated. In Section 
5.3, the fractal nature of the increments of the /?-valued Gaus- 
sian process is studied. At last, the fractal nature related to 
Chung’s law of the iterated logarithm of the infinite series of 
Ornstein-Uhlenbeck processes is discussed in Section 5. 4. 

The book is dedicated to Miklós Csérgo (a fellow of the 
Academy of Sciences of the Royal Society of Canada) on the oc- 
casion of his 65th birthday. 
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The writing and publishing of this book is supported by the 
National Natural Science Foundation of China €10071072 and 
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Chapter 7 


Some Basic Results on Gaussian 
Variables and Gaussian 
Processes 


eee 


Throughout the book, ¢ denotes a positive constant, which 
may take different values at different places. The letters K, 
C, almost always denote the numerical constants. N is the set 
of all non-negative integers, Z is the set of all integers, R is the 
set of all real numbers, Z+ is the set of all positive integers, R+ 
is the set of all positive real numbers. We write AB to signify 
that C 'A<XB<X<CA for some positive constant C. We also use 
the symbol ~ to signify that two sequences (of real numbers) 
are equivalent, or only of the same order of growth. (* ae 
(+) [+ ] denote respectively the positive, negative and inte- 
ger part functions. Card(A) is the cardinality of a (finite) set A. 
A‘ is the complement of A. Tais the indicator function of a set A. 
(OQ,F ,PY will be a complete probability space. 

In this chapter, we present some basic results preparatory 
to studying sample path properties of Gaussian processes, 1N- 


elie. 


cluding a list of important inequalities, such as Borell’s inequali- 
ty, Fernique’s inequality, Slepian’s inequality, Anderson’s in- 
equality, Khatri-Sidak’s inequality, etc. 

Firstly, we recall some basic definitions and classical prop- 
erties of Gaussian variables. 

A real valued random variable X with mean # ER and vari- 
ance GE R, is said to be Gaussian (or normal) if its Fourier 


transform satisfies 


| 1) 22 
Fe —ew 2 


or, equivalently, the law of X has the density o '@((x—u)/o), 


where 


glx) : =(2n)~texp(—2?/2), 


PAX fe =z} 
== Plr) := | 


~- 


olt)dt, z E (— œ, 00). 


If wp 一 0 we call X centered, and if we also have c=1, X is called 


standard normal. A random vector X = (X,+, Xx) in R” is 


N 
aX; 


t=] 


(centered) Gaussian if for all real numbers @,,°*',ay;5 » 
is a real valued (centered) Gaussian random variable. The distri- 
bution of a centered Gaussian random vector X in R“ is complete- 
ly determined by its symmetric (semi-) positive definite covari- 
ance matrix I =CEX,X;).<i.jcn. Indeed, if T =AA’, the distri- 
bution of X is the same as that of Ag where g= (gis, gn) IS 
distributed as the canonical Gaussian distribution Yy on 及 ”with 
density 
(2n) ~ exp — || x |] 7/2), 


where || « {| is the standard Euclidean norm. 
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A (centered) Gaussian process is a family X=(X,;t€T} of 
random variables, indexed by a parameter set T, such that each 
finite linear combination ST aX, is (centered ) Gaussian. 
Throughout the book, T is almost always a subset of R, and 
sometimes a subset of R*,£>>1 (“multi-parameter time”), or LO, 
1]*. If X is a centered Gaussian process, the covariance function 
Ts,t) =~ EX,X,,5,t€ T, completely determines the distribution 
of X. 

Without further mention we shall always assume that T is a 
metric space and has a countable dense subset, and shall assume 
that X is a separable stochastic process, i.e. there exists a negli- 
gible set RZQ and a countable dense sct S in T such that, for 
every w Ri, every ET and e>0, 

NX Cw € {X,(w)3sES,dGs,t)<e}, 

where the closure is taken in RU {cc}and d(* ,* Jis the metric 
on T. If X is separable, in particular, super | X: Cw) | = 
supse s |X, Co) |, super X: Cu) = supyes X, Cw) for every w & M. 
Moreover, every dense sequence S in T can be chosen as a sepa- 
rable set. A process (X,;t€R*} is called to be (strictly) station- 
ary if its distribution is the same as that of (X,,,;f€R*} for any s 
ER'. A process X={X,;t€T) is almost surely bounded or con- 
tinuous, or has almost all its trajectories or sample paths bound- 
ed or continuous, if for almost all w, the path t~X,(w) is bound- 
ed or continuous, 

Finally, given a Banach space B such that there exists a 
countable subset D of the unit ball or sphere of the dual space B’ 
such that || x || =suprepf/(x),xz€B, a random variable X in B 
is called (centered) Gaussian if f(X) is measurable for every f 


. ]3 > 


in D and if every finite linear combination 2 FiCX) 2, CRS, 

€ Dis (centered) Gaussian. It is easily seen that X can be re- 
garded as a Gaussian process {f/(X);/€D)} indexed by D. 

There are many modern results on the probability inequali- 

ties of a Gaussian vector. We state two of them here. The first is 

the so-called isoperimetric inequality; for any Borel set A in R”, 

inv®(7¥,€A,)) Sinv®(Y,; (A) +r, 的 

where A, is the Euclidean neighborhood of order r of A, and in 


particular, if Yy(A)221/2, 
IAA NZI BW) K He” 


the second is Brunn-Minkowski’s type inequality: for convex 
sets A, Bin R* and AE [0,1], 

invðø(Yx (AA+ (1—A)B)) 

>À invð (Y (A) + 0O —A)invð (s (B)), (1.0.2) 
where 

)4 十 (1 一 和 如 一 1rER 57 =Aat+1—-Ab.aE A, bE RB}. 

If A is convex，(1.0.1) can be deduced from (1. 0. 2) by 
taking B to be the Euclidean ball with center the origin and ra- 
dius r/(1—A) and letting A tend to 1. 

For the proofs of (1. 0.1) and (1. 0. 2) one can refer to 
Ledoux and Talagrand (1991), Ehrhard (1983, 1984,1986) re- 
spectively, we do not present them here. 

In this chapter, we give two kinds of basic results in theory 
of Gaussian processes. The first is about the tail behavior of the 
supremum of a Gaussian process. The second is the comparison 


theorems. 


. |4 。 


1.1 Tail Behavior of the Supremum of 


a Gaussian Process 


1-1.1 Borell’s inequality 


Let X be a centered separable Gaussian random variable 


with variance o°. Then set 


Wir) :一 1 一 下 (Cr) = | e di. 
af = 


20 
Straightforward approximations give that for all r>0 
(l—o’x *)Co/ Smet? 
<PIX> 2} VA/ EVI) es. (1.1.1) 
Assume that {X,;t ET} has bounded sample paths with 
probability one, the Borell’s inequality tells us that super X; 
behaves much like X with of : =sup,crE£X? instead of gt’, which 
we shall give as 
Theorem 1.1.1. Jet {X,;t€T} be a centered separable Gaussian 
process with almost surely bounded sample paths. Let I xX | = 
SUPrerX,, then for all A>0 
P{| "xX —EWUx | | >A} <2exp(—A’/(207)), (1. Le 
where a} + —suprerEX?. 
Since a general Banach space valued Gaussian variable can 


be regarded as a Gaussian process, the process in Theorem 1. 1. 1 
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can be taken to be a Banach space valued Gaussian variable. Fur- 
thermore, the term E || X || in (1.1. 2) can be replaced by the 
median of || X ||. Though (1.1.2), with the median of || X || 
instead of the mean, can be deduced from the isoperimetric in- 
equality (1.0.1) (cf. Ledoux and Talagrand 1991), we present 
a purely probabilistic proof here, which was given by Maurey 
and Pisier (Pisicr 1986). 

Recall that (X,;t€ T} is a separable process, we assume the 
existence of a countable subset D in T for which 

supX;=supxX;. 
ted rer 
Consequently, to prove Borell’s inequality, it suffices to replace 
| X || by suprepX; in (1.1. 2). Furthermore, if we can show 
that (1.1.2) holds for D finite, this will also suffice. Taking D 
= {fiy shi} ET, k <œ, the following lemma is the main step 
in the proof. 
Lemma 1.1.1 Let f: R 一 R have derivatives of up to second or- 
der, bounded pointwise by Ae"'*" for some A, B< œ, where 
| » || ¿s the usual Euclidean norm, and let X= Xa stt Xa) be 
a k-dimensional centered Gaussian variable with covariance matrix 
Vp= (EX, Xi iciice IIS — FNS zy for all z,y€ 
R*, then for all A>0 
PUL 270) A= 2ezp( =4/ (a ))e 1.19) 


where 


g’ up VoU i) = sup EX;. 


=$ 
Ix: re 
Proof Let {B,;s220}=({(B!,+++,Bi);s220} be a &-dimen- 
sional Wiener process, i.c., the B‘ are i. i.d. standard, rcal- 


valued Wiener process, and choose OSs <s <<" <s, 1. Let 
和 16 e 


J; be the o-field generated by (Batto Bs} » and let {V;;0< yj 
n} be a sequence of R*-valued random variables such that V; is 
F -measurable for all 7. Assume | Vj || <oa.s. for all j, and 


set 
Sn = X), (VB, — B,_,). (1.1.4) 
joi 


Using the measurability of V; and the independence of the incre- 


ments of B,, we have 


1 42 _¢ 2 
Fes = E0810 0 8 8, LE Ce-i?’ GS, Sp? ) 


for all real 6, where the last expression follows from standard 
Gaussian calculations and the fact that || V || <o. Thus 
Ec s<e7"”, 
A standard Chebychev type argument gives us that 
P{|S,|>A}=2P{S,>A}<2e "Ee 


Qe Mel = 20-2", (1.1.5) 
the final equality is a consequence of setting @=A/o’. Recall now 
Ito’s formula, that for a sufficiently smooth function 

F=F (x,t): RIXRI>R, 
FCB,.t)—F (Biss) 


du ， 


š 
5 


= [OV FB) ,dB,) + | T AF (Busu) + F (Busu) 


(1. 1. 6) 
k 
where Y, = (9/ari,9/ Aare" 3/221) and A= >), 9yararide- 
note derivatives of F (z,t) with respect to z, and F, (x,t) = 
OF (xr.t)/a. Let (P) be the Markov semi-group associated 
with B, so that for smooth g + R'—R 


(Pig) (2) =E" gB) = Canty ?| ge FE dy , 
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where E” denotes expectation with respect to the Wiener process 
B starting at that point r€ R* at time zero. Let f : R*-R satisfy 
the differentiability requirements of the f of the lemma, and as- 
sume | f(z) —/ Cy) | <o | z— y ||. Setting F (x,t) = 
(Pf (Cx), the conditions of the lemma imply that F is suffi- 
ciently smooth for (1.1.6) to hold. Setting t=1, s=0 this yields 


l 
{=k = | CY (P,P) (B,) ,dB 


(Some algebra is necessary.) The fact that | f(x) —/(y) |< 
o || z—y || immediately implies that P,_,/ satisfies the same in- 
equality, and so || V.P.-./ || <o a.s. It then easily follows 
from (1.1.5) that 


P{I PCB) —Ef(B,) SA 2, LD 
1 
To complete the proof note simply that f(X) = f(VZB,), 
1 
where v2 satisfies Vp=V2 (V2)’, so that (1.1.3) follows from 


(1.1.7) with f=sfWiz) which satisfies all the requirements 


placed on it. 

Proof of Theorem 1. 1. 1 

Theorem 1. 1. 1 will follow immediately from Lemma 1. 1. 1 
if only sup( * ) is sufficiently smooth function. Unfortunately, it 
is not, being non-differentiable on the diagonal. Fortunately, 
however, it can be approximated by smooth functions. Any 
standard approximation procedure will work. 

Jt is clear that (1. 1.2) implies 

lima” “log P (supX; >A) = — (20)! 
There are many refinements of this equality. In the case of T = 
[0,4], the following is optimal. 
ziga 


Theorem 1.1.2 Let X be a centered separable Gaussian process 
on R with variance one and covariance function T(s,t) satisfying 
P'(s,t)}=1—Co|s—t|*+oC|s—t|) as \;s—t|—0, 

where 0<<a< 委 2 and Co>0. Then for any h>0 


i P {maxyeco.njX DA? — polar 
n Y CA) hCo Has 

. Phmaxgejetar/*oyX (JOA */*) >A} pOr H.) 
lim REPO) 


for each >00, where H.Q) ts a positive constant depending only 
on @ and a satisfying lims.o Ha (0)/0 = Han 0 < Ha: = 


limpat ePi sup Y(t) > s}ds < co, and Y Qt) is a non- 
Q 


ort 
stationary Gaussian process with mean EY @)=— lt |" and covart- 
ance function Cov(Y¥(s) ,¥@Q))=— Ie—sle+ Islet lele. 


This result dates back to Pickands (1969a,b) and one can 
find a full and detailed proof in Leadbetter, Lindgren and 
Rootzén (1983). We would not present the proof here. There is 
an extension to random fields on Rt, however, see Qualls and 
Watanabe (1973). The exact valuc of I. is unknown except for 
two special cases, I7,=1 and H,=1/ / x, a lower and upper 
bound as well as two statistical estimators of H. are given in 
Shao (1996a), such as; 

(5.2970. 625 HK (ae/ Vx)" if Lae 

(a/ A) (1—e "(1 +1/a))<H, 

<( fa (0.77 Va +2. 41(8. 8—alog(0. 4+2. 5/a) 7)” 
if 0<a<]1. In particular, we have 

0. 12.3. 1 if l<a<2, 
lim a logH,/loga=1. 
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1.1.2 Fernique’s inequality 


Now we consider the case 7 一 「0， 1 ]* and assume that X is a 
centered separable Gaussian process with covariance function I. 
For any (s,t)€ TXT, define d(s,¢)= [s= |= supica |5;—1; |. 
Let g: [0,1 ]~R, be a function defined by 


PR)= sup VEX(s)—XWF 
(SOE LX? 


lst] sh 


一 JR 
one ber MG) — 2E Cst) ET CEE), (1.1.8) 


Theorem 1. 1. 3 Suppose | ge" )dz < co » and that for some 
l 


A, EX OSA’ holds for all t€T. Then for x y 1+4klogp we 


have 


P| sup |X (t) | 之 z| A arse VD f oP "de) | 


<2 = 
a en dy, (1.1.9) 


where pa: is an integer. 
Proof For simplicity, we define the norm: 
iF || =supses| f(s) | 

for an any function f on S=T or T XT. For integer m>0, let J, 
be the multi-indices integers {i= Gj); ISIS, 0Ri <m}, and 
for each 7€ 1, define 

A =irE[0, DY JEL k] i Kmr; <i; +1}, 

a” 一 A a 

2m 
For each m, define an (unique) approximation X„ of X on [0,1)4 
. 20» 


ISSR 


by 
Ag HS Alas VE 
Then || Xn |] is the maximum of m* absolute values of centered 


Gaussian variables with variances not larger than A, it follows 


that 


Yy ER PU Xall yA) Sm f2[ edu. .1.10) 
学 

Given an integer m, choose integer m, >m, such that m/m; is 

also an integer. Then (A™; i€ In, } is a partition of (Am; iE 

Im }, and | Km Xm, | is the maximum of m$ absolute values of 


centered Gaussian variables with variance not larger than 


|< mÈ af 2) eo du, 
T 也 


(Lode) 


Suppose that {y,;2220} is a sequence of positive real num- 


1 
a a Te tallowe hat 


VIER, Pl Xn — Xml Sel zo 


bers and {m,;n221} a sequence of integers such that for each n, 


m,+,/m, is an integer. From (1.1.10) and (1.1.11), it follows 


= z l 
Pi | Mae || T 之， | eG > | 之 WA 十 2 9 2m» | 


= 2 > mee | edu. (1.1.12) 


n= 0 


Let A= [hamei EL. Then A is a countable dense subset in 
[0,1]. Since X is separable, || X || is equal to suprea| X(t) | al- 


most surely, and the latter is less than || Xn, |} + pe ees 
X 


that 


1 十 上 


a | . It follows that 


e 2?) œ 


P{ |X || > yA + Drd gh -) | 


<=, £ 2 Ony) | edu. l-1133) 


Now, for integer 万 之 2,1et 
m, =p ,yn 一 32 22> 1+4klogp, r= 2"? no. 
Then for any nl, 


A f Ioj 
| VE) Cz, = mn AFP j 


<2 J d tp a 


It follows that 


> a o| 


|< x(2 十 D| d -5 p~% | du. 
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ne 


Also, for any 7220 


j =n? f! a " n E a 
(ress) | ‘du | exp {2 Tlogp oe Dp log2 2 2 jd 


, 2 
< | exp | — Si + 2klogp + = (nlog2 a Gk! ee ldu, 


which implies 


oo oa 2, 
y Gaa C j dig 
se Yn 
= on | co 
Zk >» nif2 ,一 一 一 
<Ê 2 E | e 
n= 


Swi $ paf ezdu, 
This completes the proof. 
Corollary 1- 1 1 Let X be a centered separable Gaussian process 
on T=[a,b] > with covariance function I and EX’ OSA for all 
ET. Let Hh) be defined by (1.1.8). Then for z> V1+4klogp 
we have 


° 22 a 


Pls up plx) | > z| 4 FOF VD A =e] du | 


< 9?” “e-"?du, 
where p2=2 is an integer. 
Remark 1.1.1 Let X be a separable process on T=[a,6]*. 
Suppose that there exists a function d (*,*) on TXT and Co, 
¥,8>>0 such that 
PIXOS XO | rd (z,t)}<Coexp(—Va"(s,t)) 1.1.14) 
for all zx 之 0. Define function g; 了 一 RH by 
ph)= sup d(s,t). 
s.t€T 
本 
Following the proof of Theorem 1. 1. 3, we also have for 
reaz((1+4klogp)/Y))”*, 


P{sup|X(t)| > z| sup dls,t) 
tET 


(GAELTXT 


十 (一 2 y 中 本 20 | dz | 


<=. 2 Coptexp (一 Yr’), 


where p-=2 is an integer. 


1.2 Comparison Theorems 


In this section we investigate the Gaussian comparison theo- 
rems which, together with the tail behavior, are very important 
and useful tools in the theory of Gaussian processes. The first 
comparison property is the so-called Slepian’s inequality Cor 


e 23 œ 


Slepian’s lemma), without which many of the most basic results 


in the theory of Gaussian processes would have no proof. 
1.2.1 Slepian’s inequality 


There are a variety of different ways to present Slepian-like 
inequalities today. We choose the following formulation (from 
Kahane 1986), which actually includes a number of interesting 
side results. 

Theorem 1.2.1 Let X=(X,,°°,Xn) and 了 一 (Yi Yn) be 
centered Gaussian random vectors in R”. Assume that 
EX;X;SEY.Y; ifi peas 
EX;X,2EYY;, ifQ,pEsB, 
EX,X,;=EYY; ifG,j)@ AUB; 
where A and B are subsets af (lees NYX {love N] his a 
function on R“ with its second derivatives in the sense of distribu- 
tions satisfying 
D;h20 ifG, Eas, 
D;h 0 if, pEB, 


| ax; J OX OZ | 


Proof We may assume that X and Y are independent. Set, 
for each z€ [0,1], Z0) = (1 —t)" X +t!”Y and P(t) =Eh(Z()). 
We need to show that ¢(0)<¢(1), for which it is sufficient to 
show that ¢/ (4)>20 for all € [0,1]. We have 


N 


gi) = DE(DACZ))ZO}. 


r=] 
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Fix ¢ and 7, it is easily seen that, for every j 
EZ,@)Z;G@Q)=E(Y Y:—X,X;) /2. 
The hypotheses of the theorem then indicate that we can express 
the Z;’s as 
Z(t) =a,Z;(t)+W;, 
where (W,,:*;Ww) is a new sequence of Gaussian vectors, inde- 
pendent of both the X,’s and Y,’s and a, 20 if G,)EA, aot 
G,jEB, a=O0if G, j) AUB. If we now regard E{\DAZ)) 
xXZ;(t)} as a function of the as (for (G,j) € AUB), differenti- 
ate it with respect to each a;, and note the hypotheses on A, that 
the resulting expression is positive if (7,7) € A and negative if 
G,j)EB. That is, E{DA(Z(t))Z;,(t)} is an increasing function 
of a; for (i,j) E€ A and decreasing for (i,j) € B. On the other 
hand, this function vanishes when all the a;’s are 0, since 
E(D:h(Z ZA) } =E{ D:hW)Z.)} 
= E (Dj (W)}E{Z;(t)} =0. 
Consequently, E{D,h(Z(t))Z;(t) } 220. Hence ¢ (t)220, which is 
what we have to prove. 

The first consequence is Slepian’s inequality. It is simply 
obtained by taking in the theorem A={(i,j);i4j7},B=@ and h 
—I,, where G is a product of the intervals (~ ,à;]. 

Corollary 1.2.1 (Siepian’s inequality) If X and Y are centered 

Gaussian vectors in RY such that EX}=EY? for all i and 
EX,X;<EY:Y; for all iF}. 

Then, for all real numbers A, iN, 


N N 
P{UCYi>A) } SP I U CKD i 

i=] i= 

In particular, by integration by parts, 
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E max Y:<E max 》 
An interesting extension of Slepian’s inequality, which is a 

result about Gaussian maxima, is a Gordon’s result about the 
minimax of a rectangular array of Gaussian variables. 
Corollary 1.2.2 Let X=(X,;) and Y=(Y;i;), ISi Sn, 1XSj<m 
be centered Gaussian random vectors such that 

EXi=EY?, for allisj; 

EX, Xa SEY:;Ya for all i,j,k; 

EX Xu-EYijYu for all ix#l and j,k. 
Then for all real À; 


PINU (Y ;> 1) ISP { N U (Xi > Aj) }. 
This implies, for example, that for any increasing function g on 
R 
E {min max g(Y;;)}<E {min max g(X;,;) } 
; <m ixa jim 


i<n 3 


and also for all real A 
P {min max Y; >A} <P {min max X; >å}. 


JIS oj<m i&u jám 


Proof Let N=mn. For IE (1 Ni let ¿=i (1), j=} C) 
be the unique 1[SiSn, lim such that I=m(i—1)+4. Con- 
sider then X and Y as random vectors in R” indexed in this way, 
ie. X= Xim.. Let 

AS{ (O, J); i Cd) =i}, B={(, J); DFiG)}. 
Then, the first set of hypotheses of Theorem 1. 2. 1 is fulfilled. 
Let h be the indicator function of the set 

y nh ES R“; X1>A.juy}. 
Theorem 1. 2. 1 implies the conclusion by taking complements. 

Slepian’s inequality cannot work for super | X, |. To see 
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this, take T= {1,2}, with X and X, standard normal with cor- 
relation p. Writing P,(A) for the probability under correlation p 
that max(X,,X,)->Aand WV as usual for the right hand tail of the 
standard normal distribution function, we see that 

P_,O=P_ (XV Xap =P {UX [> ApH2VQ), 

P(A) =2P (A — Y A), 

P.O =P, (X VX>} SH PL X>} sYa). 
Hence P- (A) POA) P(A) as Slepian requires. But if P,(A) 
is the probability that max (| Xi|, |X) >å, then Ê (A) = 
P,A)=2¥0), PAD =4{VA)—W(a)}, so that for all A>O 

P_\AS<P.(A), PARA), 
and the monotonicity required by Slepian’s lemma breaks down. 
One of the inequalities which can work for sup;er |X (¢) | is 


the Anderson’s inequality. 
1.2.2 Anderson’s inequality 


Theorem 1.2.2 Let E be a convex set in RY, symmetric about the 
origin. Let f(x) =0 be a function such that 
G) f =f Car), 
Gi) Ka: ={23;f(xr)2u} is convex for every ulu <0}, 
(iii) | Fdz << co (in the Lebesgue sense). 
Then 


E + hy)dz > | fe + y)dz 


for all O<h<1. 
Before we prove this theorem, here are some consequences: 


. 27 


Corollary 1.2.3 Let X be a centered Gaussian vector in R”. If E 
is a convex set, symmetric about the origin, x is a point in RÄ“. 
Then 
P(X+x2€ EJ} SP(XtALEE} 
for all O<|hk|<1. 
Proof Since P{X—hxa€ E}=P{(—-X+hx€ —E}=P{X+ 
hx € E} by symmetry, we can assume that h2=0. Let f(x) = 


(2r) ~ exp | 一 zee te | be the density of X, where + is a pos- 


itive definite matrix. The conclusion follows by Theorem 1. 2. 2. 
Remark 1. 2. 1 Corollary 1. 2. 3 is also a consequence of 
(1.0.2). To see this, it is enough to consider the case that X 
has the distribution Yx. Then in (1.0.2) by taking A=E+2, B 
=E— zx and A~(h+1)/2, it follows that 
invð(yYx(E—hz))2invðø(Y (A+ (1 —A)B)) 
ezAinv®(YyCE+27))+¢C1—A)inv®(Y,) (E—a2x)). 
By symmetry, we have 
inv®(Yn(E—hx)) Sinv®(/y(E—2)), 
which implies 7y(E—ha) 227, (E—<2x), as required. 
Corollary 1.2.4 Let X, and X, be two centered Gaussian vectors 
in R” with covariance matrices Si and > respectively. If =, 一 >, 
is positive semi-definite and E is a convex set, symmetric about the 
origin, then 
P{X,€ E}2>P(X,€E}. 
Proof Let Y be a centered Gaussian vector in R“ with co- 
variance matrix 2, 一 2 and independent of X,. Then X, has the 
same distribution as X,+Y. By Corollary 1. 2.3, it follows that 


P(X, € E} = P(X, +Y€ E} = [Pix tyeri 
° 28 r 


< [Pix € E}dPy(y) = P(X, € E). 

The following is a direct consequence of Corollary 1. 2. 4. 
Corollary 1.2.5 Let (X: G); 0StST?} bea centered Gaussian 
process with covariance function T(t,s) (i=1,2). Suppose that 
ts) —I',(,s) is a positive function. Then 


P{| xtcdde < r> P{| Xia < x}. 


If X;(t) ts a separable process, then 
P (sup [X,(t)|<r}>P{ sup |X.) <z). 
I=. T Qta] 
Now, we give the proof of Theorem 1. 2. 2. 


Proof of Theorem 1.2.2 Equivalently we have’to prove 
| I(adz = | fr)dx. 
E+hky E+ y 


The theorem follows almost directly once we prove that for 
every u 
vol {(E+hy) 1) K.}2vol((E+y) NK} 
where vol{ * } denotes the volume of the set. Let a= (h+1)/2, 
so that ay+(1—a)(—y) =hy. Then (E+hy) NK. Dai (E ty) 
1 K,}+0—a){(E—y)1K.}, because K, is convex and Ethy 
Del(E+y)+ d—-a) (E—y)=(eE+ 1—-a)E} thy. Thus 
vol{(E+hy)()K, 3} 
vol{a{ ENAKA +a (E—y) NK.. 
(E+y) NK. is the mirror image through the origin of (E— y) N 
K., and therefore these two sets have the same volume. Then 
volfaf{(E+y) NK + —o ENK?) 
vol{(E+y) Kuz} 
by the Brunn-Minkowski theorem (cf. Bonnsen and Fenchel 
1948), which states that 
229° 


vo ~ {(1—-@) Ey +E} == (1-0) vol” (E) +6 vol” CE) 
(E and E, nonempty, 0<@<1). Thus 
Hu)? =vol{(CE+hy) NK.) vol (E+ NAK. }= : H* (x). 


Definitions of Lebesgue and Lebesgue-Stieltjes integrals show 


| f(r)dzr 一 | Kidz =— | amreo 十 | ear (u) 
E+ky E+ y 0 0 


= [oud rt es 


Integration by parts shows for 6>>a>20 
| ud{H* (u) — Huy} 
= b{H" (6) — H(6)} — aiH" (a) — H(a)} 


b 
-+ | {H (u) — H* (u)}du 
= b{H”* (b) — H(6)}. 
Since the integral of f(z) over E is finite, 617(6)—~0 as b—> oœ 


and hence 6H* (6) 一 0 as b— co, Therefore | eat (u) 一 
T1(u)} 2 0, which completes the proof. 

Using Anderson’s inequality (Corollary 1.2.3), we can get 

the following inequality for max;|X,|, which was given by Mar- 
cus (1968). 
Theorem 1.2.3 Let X=(€X,,°",Xyn) be a centered Gaussian vec- 
tor in R“ with a positive definite covariance matrix 2. Let È, be 
the determinant of the i* principle minor of >. Define p, = 
Balear 2 = 152 ND = 1. Then 


N 2 mT ia 2 
P{ max |X| <a}< |] zf edz, 
IKEN 4 N Jo 
Proof Let4 一 之 , and A=PP, where P=(P;;) is asym- 
© 30° 


metric positive definite matrix. Define Y; = Dy PX; . Then Yi; 
+., Yx are independent standard normal variables, and the func- 
tions Y; have the following form: 

Y= (0) P X+ Y iY) i= 1 N. 
Then by Corollary 1. 2. 3, it follows that 


P! max [Xl<a}=P{NN IY; —Sf; Yi Yı) | <a(p,)'")} 


ISIN 
=E(T{ N UYA YY) | <acey*)} 

LP Ora Dern a 
和 BUT UY Aas Y) Kace) | 

x P{l¥v|<a(en)!*}) 


N N 2 atp)? 4 
<- < [PUY <a) = JI z en Ply, 
i=1 j 


i=] 
Corollary 1.2.6 Let X(t) be a real valued stationary Gaussian 
process with covariance function YCh)=EXG)XG+h) which ts 
convex for hE [0,8] for some 80. Let toth Le <tn, ty—toS 
ð. Then 


N JT ala, , 
Pimaxléi<ai< TT J 2h, et dis 
where €,can be either X (ti)—X (;_,) or X (t;} —X (to), au =06 (t; — 
tia), I=L, Nand &P&QW)=ECXW)—XO))’. 
Proof Let &S=X(t:)—X (t-11), i=1,°:,N and A= (a;) = 
(E&,€;) be the covariance matrix of (€,,*+*,&y). By the convexity 
of YCA), it follows that a,;<0 for i#j. For each i, Let X be the 


determinant of the 7” principal minor of A, 


i i 
S. = > |a | TS A uu Jar D i : = CC 1l < u <= ts 
v=] v=] 


ve 


e 3] œ 


and 
ti= max oi. 
Iki] 
By the convexity of Y(A), it is easily seen that 
Su Gun — EX Au) —X Clo) ) XK anr) — X u1) ) Kamus lLKu <n 
and 


S: =y (0) 人 


KIO) —7 th) = as 


Then it follows that A is a matrix with positive diagonal elements 
such that the sum of the absolute values of all the off diagonal cl- 
ements in given row is less than the diagonal element in that 
row, and hence A is positive definite. Also, we have 

(a; 十 tiS Bu 2S u > (au — tisi) 2. 
Since Si<Si<az,, it follows that O<#<1. Then 


2i- 2. 2 
Di = di Ct; — tid 


To complete the proof, it is sufficient to note that the functions 
2-1/2; for the covariance matrices of the random variables X (,) 
— X (t), j=1, ,i and the functions 2;_,/2; for the covariance 
matrices of the random variables X (t;) —X (to), J= l,"",i are 


equal. 
1.2.3 Khatri-Siddk’s inequality 


Let X = (X,,°*+, Xx) be a centered Gaussian vector with 
EX;X ;<0Ci4%j). Slepian’s inequality (Corollary 1. 2.1) tells us 
that 
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N N 
PINA: SAIS |] Pix: SA} 


for any numbers A, i<N. 

But, unfortunately, Slepian’s elegant proof does not extend 
to the case of a two-side barrier. For the latter case, the follow- 
ing theorem gives a two-side analogue to this inequality. 
Theorem 1.2.4 Let (X,,°°°,Xwn) be a centered Gaussian vector 


in RN with an arbitrary covariance matrix, then for any positive 


numbers A, i<N 
N N-1 
PIM CX:L SAS PAN UK <A 


N 
> TT Px <2 
i=1 
We can rewrite Theorem 1. 2. 4 in the following way. 


Theorem 1.2.4’ Let {X(t);t€T} be a centered separable Gaus- 
sian process, {A(1);t ET} be a real positive function. Then for 


P{|Xy| S àx} 


any toE TT we have 


IX |X (t) | PS 
Cp AG) ay <1)>P |, sup, xt) Pa) 


Theorem 1. 2. 4 is due to Khatri (1967) and Sidak (1968), 
so it is called Khatri-Sida@k’s inequality. We present Khatri’s 


<1}. 


proof here, which seems simpler. Actually, Theorem 1. 2.4 1s a 
consequence of the following proposition. 
Proposition 1.2.1 Let X= (X‘°’,X®) be a centered Gaussian 
vector in R", where X= CX pe KD XO = CK? 
Xt?) are centered Gaussian vectors in R” and R” respectively. Let 
D, and D, be two convex sets in R” and R" respectively, symmetric 
about the origin. Then 
P ee E D, 了 E a dD, P ix € D,} 
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provided that the rank of Cov(X™, X™) + =ECK oe, XPV 
X (XP, e, XP) is at most one. 

To prove Proposition 1. 2.1, we need 
Lemmal 1.2.1 Let g(X) and A(X) be two functions of random 
vector X in R”. Then 

Eg (X)h(X)2Eg(X)EACX) 
provided (g(x)— g(22)) (h(a) —h (22) 20 for any two point 
zand x, in R”, while Eg (X)h(X)<Eg(X)Eh(X) provided 
Cg (zy) — g(a) ) (h(a) hr) 0 for any two point x, and xz 
in R”. 

Proof Let Y be an independent copy of X. Then (g(X) 
—g(Y))(A(X)—h(¥)) 20, which implies E (g (X)—g(¥)) 
X ACK) —ACY)) 20. Hence the conclusion follows. 

Proof of Proposition 1.2.1 Let È, and 2, be the covariance 
matrices of X” and X” respectively. By the fact that the rank of 
Cov(X¥™, X”) is at most one, there exist two vectors a= (a), 
"dn) in R” and b= (d,,°*,6,) in R” such that Cov (X, X?) = 
a'b and we can write 

XM =YY tag, X? =Y +bg, 
where g is a standard normal variable, ¥Y® (Y®) is a Gaussian 
vector with covariance matrix =, 一 a'a(>, — b'b), and Y? , YP 
and g are independent. Noting Corollary 1. 2. 3 implies that 
P{Y™ +ay€D,} and P(Y¥”+by€ D,} and both increasing in 
iy|, by Lemma 1. 2.1 we have 
P{IXV ED, XP ED)=P(YY +ag ED, Y”? +bg E D} 


= [rae +ay € D,,¥® + by € D,}dP, Cy) 
= [pa + ay € D,)PiY® + by € DAP, Cy) 
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> li 十 ay E€ D,}dP, (9) [PY + by € D,}dP,¢y) 
= P{YY + ag € D,}P{Y® + bg € D;} 
= P(X” € D,}P{X™ € D}, 
which is what we have to prove. 
Proof of Theorem 1.2.4 In Proposition 1. 2.1, choosing 
XY = (Xt Xn), XP =Xn, Di= /i (jnl) and D,= 
{|2y|<<Ay} implies 


PAM AXIL SP CN UX1SA)) PX CW). 
Then the conclusion follows by induction. 
Theorem 1.2.5 Let X=(X,,°°',Xw) be a centered Gaussian vec- 
tor in R“ with covariance matrix T satisfying that a;i; = aa; Cau X 
aj)” for la;|<1, ij, and an>0 for alli. Then for any posi- 
tive numbers Às i<N 


N 
P{| X: Asi = 1e N) > [[P0X] Sah. 


izi 
Proof Let of=a;. By the hypothesis, we can write l =T 
二 oa, where T is a NXN diagonal matrix with diagonal ele- 
ments g? (1—e&?), and a=(o0,a,5***;oyay). Then we can write 
X=Y+ag, 
where 了 一 (了 ; ,… ,7Yv) is centered Gaussian vector in R“ with co- 
variance matrix T, g is a standard normal variable independent of 
Y. It follows that Yi,***,Yn, g are independent. Noting that 
Corollary 1. 2. 3 implies that P {| Y; + oa;y | ZA} is non- 


decreasing in | y| for each i, by Lemma 1. 2. 1 we have 
N 

PULX,| 2 Ai = 1, N} = [TIP 1 + aay | 2 A}dP,(y) 
i=t 
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N 


> [[ [P(X + sayl > ayer. = TTP SA), 


ml 
which complets the proof. 
Finally, we give an extension of Theorem 1. 2. 4’. 
Theorem 1.2.4” Let (Y(t); ET} =(X,0);tE€ TIP, be a se- 
quence of independent centered separable: Gaussian processes, 


{A(t) ;t€T} be a positive real function. Then for any thE T 


| xh) 1 ip 
P {sup A(t) <1 
YQ ey | | Yo) lle 
SP sup A(t) <1}P ACty) Sl 


where pozland || Y() || $ = 2 |?. 

This is an immediate consequence of the following proposi- 
tion. 

Proposition 1.2.2 Let X={X,(t);tE TU {to} } be a sequence 
of independent centered separable Gaussian processes, D, be a con- 
vex set in the function space 有 = {x)= (ay) szy ));tE 
T}, symmetric in the sense of that (xil * )y*,2n0* DDE Dy tm 
plies (er * ) ,EvrnC 2 DIE D, for all a= 41, i1=1,"*,N, 
and D, be a convex set in R“, symmetric in the sense of that 
Czisettsan) © Dz implies (Eri1s'"* ENTNIE D: for alle;s=+1, i 
=l,°", N. Then 

PIX); ET) ED XG) ED} 

>P {Xu ETIE Di} PiX Go) € Dz}. 

Proof We can assume that T is finite. Let N; Cr;), 
N;r(x®) and NjoCri?) be the densities of {X,;@);tE TU {tot}, 
{X,(4);t€T} and X;(to) respectively. By noting that for fixed 
(X(t), Xn (2) t ETU {to}}, the sets Di = (x (2) 3 (T(t) ;1E 
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T}€D,} and D,= {zxi(t0); z(o) E D1} are convex and symmetric 
about the origin in R'*’ and R! respectively, it follows from 


Proposition 1.2.1 that 


N 


P {{X(t);t E€ T} € D,, X(t.) € Dy} = 


Be 


1 


ph 


N(x;)dz; 
1 
N 
5 N, (x,)dx, [| N; (a)dz, 
2 j=2 


N 
2 | Nela dai Nia Jda Il N ,(z;)dz;. 
DxD, j=? 
Iterating the arguments for zz, then z;,**, and finally zy we get 


P{{X(t);tE TED, X(t.) € Dz} 

: 

J, There adem ama 
D xD, j=l 


=P{{X H; ETEDIP{X Q) ED}, 
as desired. 
Remark 1.2.2 We can rewrite Khatri-Sidak’s inequality (The- 
orems 1. 2.4 or 1. 2. 4') in the following way: if (X,,°*,X,) isa 
centered Gaussian vector, then 
P{max |X.|S1}22P (|X. | <1}P (max | Xi|<1). 


li 
(1.2.1) 
This inequality is a special case of the Gaussian correlation con- 
jecture which states that for any centered Gausstan vector 
(Xi, Xa) and cach 1<k<n, 
P{max |X;|<1)2Ptmax | X11} Pt, max |X;|<1}. 


Sia iA 


(A2) 
An equivalent formulation of (1. 2. 2) is as follows: let A and B 


be two symmetric convex sets in a separable Banach space @, 
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(X,Y) be a centered Guassian vetcor in €X, then 

P{XEA, YC BS SP(XEA}P(YEB}. (L29) 
For early history of Gaussian correlation conjecture we refer to 
Gupta el. (1972), Tong (1980), Schechtman, Schumprecht and 
Zinn (1998), et al. (1.2.1) tells us that the conjecture (1. 2. 2) 
holds for £=1. By Proposition 1. 2.1, it is known that (1. 2. 3) 
holds, if & is an Euclidean space and the rank of Cov(X,Y) is at 
most 1. It is also known that the Gaussian correlation conjecture 
is true for some other special cases. For example, Pitt (1977) 
showed that (1. 2. 2) holds for n=4 and k= 2; Schechtman, 
Schumprecht and Zinn (1998) showed that the conjecture is true 
whenever the sets A and B are symmetric and ellipsoid or the 
sets are not too large; Harge (1998) proved that (1. 2. 3) holds 
if one set is symmetric ellipsoid and the other is simply symmet- 
ric convex, etc. In the general case, whether the conjecture is 
true or not is still an open problem. Recently, Shao (1999) gave 
an inequality approximated to (1. 2. 2) as follows; 


P{max|X;|<1}2227*°" P{ max |X,|<1}P{ max |X;|<1} 
(Lin IZh 


k4+1Stn 
| (1. 2. 4) 
for each 1<k<cn. And, Li (1999) established a weak form of 
the conjecture which states that for any 0<(A<c1, any two sym- 
metric convex sets A and B in & and any centered Gaussian vec- 
tor (X,Y) in EXE, 

P{XE A, YEB SP(XEAASP(YE i —-A")'7B}. (1.2.5) 
(1. 2.5) is a consequence of Anderson’s inequality. In fact, if we 
let a=(1—A*)"?/A, and (X* ,¥* ) be an independent copy of (X, 
Y), then ¥ —aX”* and Y +Y*/a are independent. Thus, by 
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Anderson’s inequality (Corollary 1. 2.3), 
PIXE A YC BSSP(UCX.Y)+(—aX’ ,¥"/adECAXB} 
=P{X—aX* CA.Y+Y"/aGB} 
=P ak" CAIPIY- TY (ae bi 
>P{XEAA}P{Y E (1—X) 2B}. 
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Chapter 2 


Moduli of Continuity and Limit 
Behavior of Large Increments 
for Gaussian Processes 


With this chapter, we begin the subject of path properties of 
Gaussian processes and related processes. In this chapter, we 
shall be interested in real valued Gaussian processes, and special 
interest will be in multi-parameter processes. 

One of the most important path properties of a Gaussian 
process is the continuity of its sample paths. Some basic and 
general results on the continuity of not only real Gaussian pro- 
cesses but also general Gaussian processes will be presented in 
the first section of this chapter. These basic results will be used 
in other sections and chapters occasionally. We start our main 
topics on the moduli of continuity and limit behavior of large in- 
crements for Gaussian processes in Section 2. 2 and with a simple 
but important Gaussian process, i.e. , the fractional Wiener pro- 
cess. Sections 2.3, 2.4 and 2.5 deal with the moduli of continu- 
ity and limit behavior of large increments of some special two- 
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parameter Gaussian processes. In Section 2. 3, what we will 
study is the “simplest” two-parameter Gaussian process — the 
two-parameter Wicner process, whose increments are indepen- 
dent and stationary. The process studied in Section 2. 4 is the 
two-parameter fractional Lévy-Wiener process which is a Gaus- 
sian process with stationary but not independent increments. It 
is an extension of the two-parameter Lévy-Wiener process. In 
Section 2. 5, we will study the two-parameter Ornstein- 
Uhlenbeck process whose increments are neither independent nor 
stationary. It is an extension of the famous one-parameter Orn- 
stein-Uhlenbeck process. Section 2. 6 deals with a kind of more 
general two-parameter Gaussian processes. In the last section, 
we investigate the local time 1 (z,t) of a Gaussian process, 
which is also a two-parameter stochastic process. Moduli of con- 
tinuity of the process (x,t) in ¢ for fixed « and the suprema in 


xE R of moduli of continuity of L(z,t) in t are discussed. 


2.1 The Continuity of Gaussian Processes 


2.1.1 Boundedness and continuity 


Let (7',d) be a pseudo-metric space. For each e>0, denote 
by N(T’,d;e) the entropy number, that is, the smallest number 
of open balls of radius s in metric d which form a covering of T. 


It is clear that T is totally bounded for d if and only if NCT ,d; 
è 4} + 


€)<(oo for every €>>0, a property which will always be satisfied 
under all the conditions we will deal with. Denote further by D 
= D(T) the diameter of (T,d), i.e. , D=sup{d(s,t);s,2€T}. 

Let X= {X,;t€ T} be a centered Gaussian process and de- 
fine the canonical metric on T by dx(s,t)= || X,—X, las tET. 
It is easily seen that 

E sup |X,—X, | = Esup(X,—X,) =2EsupX,, 
It follows that for every ET, 
Esup X,<Esup |X| SEX, |+ Esup |X.— X: | 
<E|X,,| + 2Esup Kis 
This inequality tells us that as far as almost sure boundedness is 
concerned it is irrelevant whether we work with sup,X, or 
sup; |X|. 

The next result tells us that a centered Gaussian process 1s 
bounded if and only if the moment of its supremum is bounded. 
Theorem 2.1.1 Suppose that X is a centered Gaussian process on 
T and (T ,dx) is bounded, then 

P {sup X, <o] S&S Esup X <o. 

Proof Write, as usual, || XI for superX,. Since E || X || 
<co obviously implies || X || < a.s., we need only prove the 
alternative implication. In fact, we shall prove the somewhat 
stronger result that for a> 0 sufficiently small (where “ suffi- 
ciently small” is a function of suprerEX; ) 

Eel <M<oo, CARE 
where M is a universal constant. 

Let Y and Z be two independent copies of X. Then, since 
(Y+Z)//2 and (Y—Z)/¥V 2 are also independent copies of 

2 4? 。 


X, it follows that both Cl] Y |], |] Z ||) and (|| Y+Z| //42., 
|| YZ || / ww 2) are pairs of independent copies of |! X ||. Con- 


sequently, for every pair (a,6) of reals 


P{ || X || <a} P{ || X || >} 
=P{|Y¥4+Z|_<V/2a, || Y—Z||>V26} 
<P{ || Y || >@-a) V2, || Z I| >a) V2 } 
<(P{ IY || >G—a) V2 3)’. 


We now choose a>>0 such that g: =P{ || X || <a} € Gan. It- 


erating the above inequality with 


b=b,= (4 27'—1)0/2 41a 


easily yields that, for each xa, 


P{ || X || >r} Sexp 


SE EE 
2425 08g EA i 
it follows that 


A 2 ae i Í 
Ece lA <= ew + | exp | — 7447.28 i — a|r’ jdz 
Taking a<< | log f 240) yields (2.1.1). 


Remark 2.1.1 Note that we do not use the fact that | « || 
was the supremum norm. The above proof actually works if 
| + || is any measurable semi-norm, and X takes values in a 
separable Banach space. Also, if we are asked the boundedness 
properties of a centered Gaussian process X with respect to an- 
other metric d for which T is bounded, we need simply assume in 
addition that dx is bounded on (7',d). 

The next theorem relates continuity closely to boundedness. 


Theorem 2.1.2 Let X={X,;t ET} be almost surely bounded and 
ka 43 s 


let d be a metric on T such that the canonical metric dx is d- 
uniformly continuous. Then X is d-uniformly continuous with 
probability one if and only if 

lim E sup (X,—X,)=0 


+0 dis. AAK 
To prove Theorem 2. 1. 2, we need the well-known Borel- 


Cantelli lemma, which will be used frequently throughout the 
book. We present it in the following version. 


Lemma 2.1.1 Let (A,;n221} be a sequence of events, if 
D2) P(4) < co then 已 (di 0.) =0, where {A,,i. 0. } = 
Ni UA I >) PA) = co and 


lim inf S$) (PCA,AD — PCA) PCA) /( BPA))’ = 
j=] 


ee SIAN 


then PCA, si.0. )=1. 

Proof The proof can be found in Petrov (1995). Since the 
proof is simple, we give details for the sake of completeness. 
The first part of Lemma 2.1.1 follows easily from 

P(A,.t.0.J=P(N2 ULAR PCURLALD 
< >)P(4,) 一 0 as noo, 
k=n 
since Dy P(A») converges. For the second part of Lemma 
2.1.1, we let J,=J,4. Then EI,=P(A,„). It follows that 


a ‘ 1 < 

lim infP | 一 areola zar 
4Varf 

< lim inf pie! 


et Ie ETE 


E BQ eici PAA) — P(A)P(A,)) 
= 11m In = = 
nN— oD ( > ee ADI 
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which implies 


lim inf P(B,)=0, 


where 5, = | > < 


increasing sequence of integers {nn} such that en PRA < 


5 PAD 7 Hence there exists an 


oo, By the first part of Lemma 2. 1. 1 which has just been 


showed, we conclude that 2 = 3 Sn PCA) for all but 


finitely many m’s with probability one, which together with 
ya AD = co implies that P¢ 2 diverges) =]. It fol- 
lows that PCA, 51.0. )=1 as required. 

Proof of Theorem 2.1.2 Let (7) = Esupag,y<,(X;—X,). 
We start with necessity. Let U= { (s,s) ETXT;d(s,t) <E}, Y; 
=X, — X.. Then 了 ,ls a centered almost surely bounded Gaus- 
sian process on (TXT, dy), where 

dy((s,t),(s' D= || (KX, -—X,)—- (CX, -X,) |l: 
<dx(s,t)+tdx(s',t'). 
Since dx is d-uniformly continuous, we can find a €>0 such that 
(syst), Cs ,st ) EU, implies dy (€ (5,0), (s',f))<1. It follows that 
(U.,dy) is bounded. Thus, Theorem 2. 1. 1 implies 
E sup |X,—X,|<oo, 


dist) ae 


Also, for almsot all w we have 
lim sup |X,€w)—X,(w) | =0, 


Y~Od(s <9 
so that the fact lim,..g@(7) =0 follows from dominated conver- 


gence theorem. 
Conversely, we can find a sequence 7, with @(7,)<47’. 


Consider the event A, = SnD | X,— | > 277}. Since 


e A5 » 


at ee < ee < oo , the Borel-Cantelli lemma gives 


us that X is almost surely d-uniformly continuous as required. 
2.1.2 Fernique’s conditions 


Now, we consider the case of 了 一 [0,1 }f and assume that X 
is a centered Gaussian process with covariance function I”. For 
any (s5t)€ TXT define d(s,t)=|s—t| =supjcice |s;—t; |. Let 
p: [0,1 ]—>R» be a function defined by (1.1.8) L.e., 

ph)= sup | X, — X, jl 2. EAR EA. 


dls AER 
Theorem 2.1.3 There exists a constant K such that 


E supl X,| < K fsup || X, lle + | we dz}. (2.1.3) 
‘eT ‘eT t 


nik eee l ,下 
Furthermore, isf pe jdr < œ , then X is uniformly continu- 
1 


ous almost surely Chere, continuity is to mean d-continuity). 


Proof By Theorem 1.1.3 and Remark 1.1.1, we have 
E sup|X,| < {sup || Xi lp + (2 + JB) e Lp #)au) 


x | VTF Klogp + 9 
» 


< K [sup | X, la + | re du}, 
:ET 1 
and for any toET 
E sup X,|<| ah) + (2+ V2)| hp du) 


dUd h 


VITMIogp+ | 
x| as 


<K [chy + | ghe du. (2.1.4) 
] 


. AG» 


Hence the first part of the theorem is proved, and we conclude 
that for any to ET, X is almost surely continuous at fy. But what 
we want to prove is that X is uniformly continuous. To this end, 
we need some more lemmas. 

Lemma 2.1.2 Let (X;(€t);t€ T;},7=1,2,°5)N be centered 
Gaussian processes. Then 


EmaxsupX;(¢) 
ix.N rE 


Se) +3(logN) maxsup | 和) |e. 
In particular, for any real centered Gaussian variables X;,1=1; 
2,3", N we have 
E maxXi<5(logN) max (EX?)', 

Proof Write || X; || for super, X: (t), o CX;) for 
super, (EX? (Ct) )'”. We can assume that the right hand of the in- 
equality is finite, otherwise there is nothing to prove. Assume 
that maxjeyo(X;)<1. For any 6220, we have by integration by 
parts and Borell’s inequality (cf, Threorem 1.1.1) that 


E max| | X: || — FI XI | 
te 
<+ SP PUIXI EU XI | > ud 
i=] 


< ô + NJ exp(— u’/2)du. 
è 


Then, simply let 6= (2log N)? so that we have obtained, by ho- 


mogeneity, 


Emax l| X. || <2maxE || X; +3(logN)'"maxo(X,) ， 

as required. 

Lemma 2.1.3 Let Y=(Y,3;3t€ T} be a centered Gaussian process 
ona metric space (Td). Let dy(s.t)= || Y,—Y, || 2 be, as usual, 
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the canonical metric. Then for any 70 
E sup |Y,—Y,| 


dY 
<K {supE sup |Y,—Y,|+ sup dy(s,t)(logN(T ,d;7))'"}, 
tet dD dis. t) <3} 
where K >00 is a constant. 

Proof Given 7>0, let N=N(T,d;7) (assumed to be fi- 
nite and larger than 2). Let U= {uy uw} in T be such that the 
d-balls of radius 7>0 and center u; cover T. Clearly 

sup LY. —¥,|<2max( sup |Y, —Y.|) + max |Y. -Yl 

2 nve 


dD uet (2 pny 
dlu) < 39 


By Lemma 2.1.2, we have 


E max( sup |Y, 一 |) =Emax( sup (Y,—Y,)) 


HEU dany EU dU 


<—2maxE( sup (Y,—Y,)) +3 max dy(s,t)(logN)'”; 
KEU Jag ds EN 


ditti 


similarly, 
E max |Y.—Y.|<5 max dron deN ne, 
uv dls.f)< 37 
dlu.v) 37 


and the lemma is proved. 

Continue the proof of Theorem 2.1.3 By (2.1.4) and 
Lemma 2.1.3, we have 

E sup |X, — X,| 


dish 


<K{g(h) + [ghe du + Ph) dogh?!) (2.1.5) 


Since | ge )du <0, we have ule“ )—>0 as 2 一 co which im- 
1 


plics g(h) Clogh™'!)'?—>0 as h>0. Thus, we conclude that 
limE sup |X,—X,|=0. 


ho dls NEk 


Theorem 2. 1. 2 gives that X is almost surely uniformly continu- 
ous. This completes the proof. 
If X={X();żEL0,1]} is a centered Gaussian process with 
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stationary increments and g(h)= || XG&+AR)—X (t) ||. is non- 


decreasing on A. Then, the Fernique condition that | ge du 
l 


< œ is also necessary for X to be bounded or continuous. We 


will prove this fact later on. 
2.1.3 Majorizing measure conditions 


As usual, T is the parameter space of a centered Gaussian 
process X, equipped with the canonical metric dx. Now, let m 
be a probability measure on T, and let g : [0,1 ]—R+» be the 
function defined by 

plop PE OS, 

Let B(z,£) be an e-ball in the dx-mctric about the point t€ 
Ta 
Definition 2.1.1 A probability measure m is called a majorizing 
measure (for(T ,dx)) if 


sup| gOn (BU, de < co (2.1.6) 
t 0 


The following general result on the boundedness and conti- 
nuity of a Gaussian process dates back to Fernique (1978) and 
was obtained by Talagrand (1987) in the general case. Since it is 
not an casy result, we would rather not present the proof here. 
One can refer to Ledoux and Talagrand (1991). 

Theorem 2.1.4 Let X={X,;t€T} be a centered Gaussian pro- 
cess. Then, for some constant K >0 and any probability measure 


mon (Tdx), 


E supX, < K sup] g6m(Bite)) de, (2.1.7) 
T tET JO 


red 


#496 


and there exists a probability measure m on (T',dx) such that 
sup| gl(m(lBlt,e) de KE supX. (2.128) 
t 0 {ET 


i. €., X is almost surely bounded on (Tdx) if and only if (T, 
dx) admits a majorizing measure. 

Furthermore, X is almost surely bounded and (uniformly) 
continuous on (T,dx) if and only if (T ,dx) is totally bounded 


and there exists a probability measure m on (Tdx) such that 


lim sup| g(m(B(t,e)) de = 0. (2-179) 


7*0 ET 

Remark 2.1.2 Note that, if e>2D where D= DCT) is the di- 
ameter of (T ,dx) then m(B(t,e))=1, the upper limit of the in- 
tegrals in (2.1.7) and (2.1.8) is really D/2. Also, if we are 
asked the continuity properties of a centered Gaussian process X 
with respect to another metric d for which T is compact, we 
need simply assume in addition that dx is continuous on (T',a), 
in other words that X is continuous in (or in probability). Ac- 
tually, if (T,d) is any compact metric space, a centered Gaus- 
sian process X= (X,;t€ T} is continuous on (Td) if and only if 
it is continuous on (T ,dx) and dx is continuous on (7',d@). Suffi- 
ciency is obvious. If X is d-continuous, so is dy. By the com- 
pactness, X and cx are both d-uniformly continuous. Theorem 
2.1.2 gives 

limE sup |X,—X,|=0. 


e+ 0 dis) Ze 


For 7>0, let A= {(s,t)ETXT; dx(s,t}<7}. This is a closed 

set in 7 XT and [),A,=Apo. It is easily seen that (sÐ ETXT; 

d(sys')<e,d(t,t' )<e, (s',t') E Ao} is a closed set and contains 

Ay. Fix €>0. By compactness, there exists 7>>0 such that, 
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whenever (s,t)€ A,, there exists (s’,2’) € Ao with d (s,s) Se, 
d(t,t')<e. Then 
IX—XI SIXX. | 4 [Xe — Xe | + [Xe XI. 
Since(s' ,t’)€ As, X =X; with probability one. It follows that 
E sup |X,—X,|<2E sup |X,—X,|. 


dy G9 dilst) EE 


Then 
limE sup |X,—X,|=0, 


Teo dO DSI 


which implies the almost sure dx-uniform continuity of X by 
Theorem 2. 1. 2 again, 

The following corollary is due to Dudley (1973). 
Corollary 2.1.1 Let X=(X,;t€T} be a centered Gaussian pro- 


cess. Then 


Rey K| dogN (I ,dxse)) de , (2.1.10) 


ret 
where KO0 is a constant. Furthermore, tf this entropy integral 
converges, X is almost surely bounded and (uniformly) continuous 
on (T dx). 

Note that the upper limit of the entropy integral in (2. 1. 10) 
is really D. 

Proof We may assume that the diameter D=D(T) is fi- 
nite, otherwise, N(t,dx;e) is infinite for some e>>0 and there ts 
nothing to prove. We will show that there exists a probability 
measure m on T such that 

sup| g(m (Bite) de <= K| (dogN(T ,dxse)) de, 
(2:1-11) 
where K is some constant. Let /, be the largest integer with 27‘ 


>). For every (22/, let T;CT denote the set of the centers of a 
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minimal! family such that the balls B(1,2°) (ET,) cover T. By 
definition, Card T,= N(T,dx;27'). Consider the probability 
measure m on T given by 
m= S 2 FNT drit T 18, 
ETA (ET, 
where ô, is the Dirac measure at t. Clearly, for every t and />J,, 
m(B(t,27')) 22°C NT ,dx327')° 1. Hence 


[ai m(B(t,e)))de< >) 2-'e( m(B@,27'))) 


i>l, 
< St2-( log (2 nN T ,dx327'))) 2 
>l 
< i doer ea a oN T ida na 
i>t, f>ty 


1/2 D 
< pa don isg 2 (logNCT da de 


1/2 D 
< 4D| (logz-1)12dzr + 2| (logN(T ,dy;&)) ‘de 
0 g 
1/2 D 
= ?| 1+ 2 dogz- vedzj| (top NCT dyre) "de 
0 
and the announced claim follows. Similarly, for any <D, if let 


l, be the largest integer with 2->7 we get 


7 1/2 
[a m(B(t,e))) de S | 1 十 2| 


1/2 
log 7 ay 


x K logN(T ,dx;€)) de: 


Co Le F2) 
By Theorem 2.1.4, (2.1.10) follows. When the entropy inte- 
gral converges, m iS a majorizing measure which satisfies 
(2.1.9), it follows that X is almost surely bounded and (uni- 
formly) continuous on (T ,dx). This completes the proof. 
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When X is stationary , there is a converse to the above corol- 

lary. To state the result, we only consider the case that T 1s a 
subset of R}, and write T, +7,=(tt+s; tETis sE T} for T; 
and TOR Ty T =T FT anrs {t+s3 s€ 
T} for rE R44 and TCR}. 
Theorem 2.1.5 Let X={X,; t@ RL }be a centered Gaussian pro- 
cess indexed by Ri. Assume that X ts with stationary increments, 
i.e. dx is translation invariant in the sense that dx(ut+s,utt) = 
dx(s,t) for all uss,t€R. Let T be a compact subset of RY. with 
non-empty interior. Then X is almost surely bounded and Cuni- 
formly) continuous on T if and only if dx is continuous on TXT 
and 

H(T ydx) += | (logN(Tydxse)) de < 00 (2.1.13) 
Moreover, there is a constant K>0 such that 

K-MH(T,dx)—(log IT" /IT |) DCT) } 
SE supX; SKH (PT dx), (2.1.14) 


where | + | is the Lebesgue measure on R}. 

Proof By Corollary 2. 1. 1, it is enough to show the left 
hand side inequality. By Theorem 2. 1. 4, it suffices to show that 
for TCR‘. 

1? IT | 1/2 D 
tf log JTN (T sxe) de <sup| gl m(B(t,e))) de, 
2 Jo ee :EF J 0 
(2.1.15) 
where m is a probability measure on T and D=D(T) is the dx- 
diameter of T. Let us denote by M the right side of the inequali- 
ty (2.1.15), and let àC» }=|- | be the Lebesgue measure on 


R. Since g(x) is convex, by Jensen’s inequality 
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‘ 


M> | : -| gl ml(B(t,e))) dade 
0 [Lyx 


, 172 
log ee d 
Jn (B(t,€) date) 


Now, by the Fubini theorem and the translation invariance, 


| m(BOe,e) )dA(t) = ae () Bet,e) |dn(s) <= |T' TJ} BCO,e) |. 
Hence, 
eo 辐 的 生生 
IT” (} Bco,e)| 
Let {f,5't+.¢,} be maximum in T under the conditions (7, + B(0, 
EDN GHB, Ee) = Vij. If tE€T, by maximality, (+ 
BODD N HBO, EE for some i=1,°, p. Hence tE {t 
+ BCO,2e)}. It follows that TCU, tz: + BO, 2e€)}, and then 
NG ,dx32€)<p. Noting that t +T'NBO,e)CT”, we have 


1 172 
| de, 


M | 


D 
0 


P 
T ANBO l= S la + T ABO] 


P 
= | U te, + T' N B(O,e)}| 
< |T"|. 
It follows that 


IT"| 
T [NBO 


from which (2.1.15) follows and the proof is completed. 


N(lt,dx;2e)< 


The converse to Theorem 2. 1. 5 cannot be true in general. 
Here is a counterexample. Let 7’=Z, so that our process is actu- 
ally a sequence {X,;n221}. We assume that X, are independent 
with 


o,=0(X,) = (EX; VPS (lloga). 


The sequence {X,} is almost surely bounded, moreover 
E sup| X, |SK (2.1.16) 


for some K. To see this, note for each nl and r2 


Ps |X, | sree PH gt FAH bee Cy 72, 
Thus 
Pisup|X,| 22}< SI Pt \X,| 2} aey < Be 


n=l n=} 


This and simple integration prove (2. 1. 16). 

On the other hand, the sequence {X,;n221} don’t give a fi- 
nite entropy integral. Given e>0, for n<in,=exp(—1+1/(2e*)) 
we have o(X,)>e v 2. Thus 

dx(nym)>2e for all nym <n.. 
Since this means that n and m cannot belong to the same e ball if 
nym<cn,, it follows that N(T,dx;¢)22n.—]1, so that 
inf el logN (T ,dx;€)) ?>0, 


and so the metric entropy integral | logN (T ,dx;€)) de cannot 
be finite. 

The following result about the special case of k= 1 shows 
that the Fernique’s condition is necessary for a Gaussian process 
with stationary increments to be bounded and continuous. 
Theorem 2.1.6 Let X={X,;t€[0,1]} be a centered Gaussian 
process with stationary increments. Suppose that o° (t) =ECX,— 
Xo)“ is increasing. Then X(t) is almost surely bounded and (uni- 
formly) continuous if and only if 

| dolu) 


-151/2 


o u(logu d 


Furthermore, there exists a constant K such that 
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1/2 
Kk] a) Pre sup X, 


F uklopi G 1€ [0.1] 


1/2 glu) 
< K| Tadu。 (2.117 
Proof Note that 
1/2 olu) E M = 
i idee a = eines Jdu, 
By Theorem 2. 1. 3, we need only to show the left hand side in- 


equality. Noting that D=sup, „eto. 10C |t—s|)=0C1) and N(LO, 


lj,dx;e)= lp ey 


, it follows from Theorem 2.1.5 that 


5 
log — | "de < CE sup X,+C 
| hoe gal a 
=< CE rae >. a 十 CCECX, 一 X,)’ 7 
1€ [0,1] 
< CE sup X; + CE|X, — Xol 
te [0.1 
<CE SU sup IX. 一 Pa 
sel 
<= CE sup X. 
te [9.1] 


We can assume that E supicloX <, for otherwise there is 
nothing to prove. Then the integral in above inequalities con- 


verges. Integration by parts yields 


atl) 1 \ 1/2 
| | log RTO) de 

1/2 | atl) a(l) 
mellem] e Th 


0 
1 1/2 
之 | log : | 


log 


1/2 
ors 


ail) 


十 [ove du. 


inva (Ee) 


Since inve(e) is non-decreasing, we have e| log 


1/2 
| 一 > 人 as 


Inva(e) 
e—»0. It follows that 
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a1) 1/2 = z 
i lo 8 neat | de => | gle~" Jdu 


= | ; ole" Jdu — (log 2)12c(1). 
(log2)!/2 


Hence, we get 


1/2 alu) i 
| edocs yes" < K = uD A = o(1) 
< KE sup X,, 
r€(0.1] 


as required. 
2.1.4 Vector valued Gaussian processes 


Let B be a separable Banach space with dual space B’. A 
process X= (X,;t€ 7} with values in B is a family {X,;t ET} in- 
dexed by T of Borel random variables X, with valucs in B. X is 
Gaussian if each finite sample CX, ots Xs, LET is Gaussian in 
B~“. The following result is due to Fernique (1990). 

Theorem 2.1.7 Let CT d) be a metric space and X=(X,;tE€T} 
be a centered Gaussian process with values in B. Suppose that 
there is a centered Gaussian random variable € with values in B 


such that 


Ef XJSEF CE). Y (ft)EB' XT, 
then there is a constant CO such that 
E sup || X, || 
t€-7 


KCLEWE| + sup [log dra s€)) de}. 


(22 7218) 


Moreover, assume that (1',d) is a compact metric space, if 


ora 


| (CX) — fF CX.) || zis continuous on (T.d) for each FEB and 


7 
lim sup | (louN Dd nn oe} des=0s (2.1.19) 


nO 1S ido 
then X is almost surely continuous on (T sd). 
Proof We first show (2.1.18). Let Bi be the unit ball of 
B'. We consider X as a process indexed by T =B, XT’. By The- 
orem 2.1.4, the real valued Gaussian process E= {f (E); JE Bi? 
indexed by B, has a majorizing measure; that is, there exists a 
probability measure py on (B.de) such that 
sup| gB ede < CE sup f(é) = CE | ê ， 
ine sie FEB, 
where B(f,e€) is the ball of e with respect to the metric on the 


space which contains its center f, that is, def, g) = | FE 


gE) |lo, feg EB, (We use further this convention about balls 
in metric spaces below. ) Let D=D(T" ) be the dx-diameter of 
B\ XT and 
dx( (f1t)s(g55)) = W/X) gX.) las EB, st ET. 
For each FE B'i, let SCf u) denote the set of the centers of mini- 
mal family such that the balls Bex ltu) tE SCf,u) cover T. By 
definition, Card S(f,u)=N(T dow;u). Consider the probabil- 
ity measures x, on T given by 
= T Ô, 
ty 一 242 E NT dr D/2)’ 
where & is the Dirac measure at s. From z and {a;;fE Bi}, we 


construct a probability measure Aon BI XT by 
A= [O @ aN. 


From Theorem 2.1.4, it follows that 
e 58 全 


E sup | X, || =E sup f(X) 


nE B XT 


<= K sup [at AC BUCS I ey) de. 


OER XI 
Given (f,t4)€ B\XT and p21, for any (g.s) € B, XT, by the 
iriangle inequality we have 
dx (fst). Ces | fCK)—g CX | at Il ge XD — 2 (XD | 
<dil fog) + dg Cts) 
and 
dc OS | (ad Ge a 
+ Il FX —- eX) |e 
Sd pix) (st) +H 2d; lfag). 
Thus the following implication is true; 
dex) ty DAD, del gs DPAD/2 t =>d Cft), (ess) ) SD/2?. 
It follows that 
ACE CCS st) D72) 


> [aB 0, D/D gg E€ BUS, D/2*) dule) 


之 | TERRA Fag C BU 0/2) due). 
Noting the following implication 

droo ts SD ode Do dix) (st) D/2'*', 
and that {Byx)(€s,D/2’*?) ;s ES Cf, D/2’t?)} cover T, we con- 
clude that {Bycx (s,D/2°t") 5s ES Cf, D/2'**) cover T if deC fog) 
<D/2’**, which implies the following implication 
de(f p)SD/2°V > NT ,dyson DIPTOSN T yd pix) 3 D/2?*?). 
It follows that 


| l 
A BCCf,t),D/2°)) ITN CT dp D7orriyt BIS DIR 
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Thus, for each (f,1) EB XT, we have 


co 


Jel ABEL.) D) de < D Sel MBS.) .D/2"))) 
p=0 


PCBC, D/2°+)) 
2PUNCT sdr D/2°*) 


< D Z| dogarty? + af uB, D2) 
| , 1/2 
十 | logN (T sdr ee 


<K{D4+ | el pCB 0) )) du + | (logNT,dro50)) du}. 
It follows that 


E sup 上 X, || <K{D+E | € || +sup| ( logN (T ,dpxy3t)) Vide |. 


feB, 
Note that 
DS sup | FLX XD | 2 2 Sup | IX) | 2 
f.geB, FEB XT 
sf€T 
<2 sup || fC) = (2x)'’supE| (8) |<(2n)7E hE |. 
SEB, EB, 


Summarizing, we get for some constant C that 
E sup || X; || 
EF 


ao ENE : 1/2 
<C{E WE || +supf (logN CT dep yx) V2du b.. 


fEB, 
This inequality is stronger than (2. 1. 18). 

Now, suppose that (2.1.19) holds. If F is a finite dimen- 
sional subspace of B, lei Ty denote the quotient map B—>B/F, 
we get from the above inequality that 
E sup ITX» || 


。60 。 


<K (ENTE || +sup 


f Yar E || Tee 
FEE, 


(logN(T ,d pcx) ya) tdu). 


It follows that if F, is a sequence of finite dimensional subspaces 
of B with F, 4B, then 


limE | Tr £) || =0. 

Thus 
lim sup | Te X) || =0 a.s. as noo, 

Also, for each f€ Bi, by Corollary 2. 1. 1 and the assumption 
that || F(X) —fCX,) ||. is continuous, f(X.) is almost surely 
continuous on (T, d), which implies that the processes 
X—Ty (X) that takes values in finite dimensional spaces F, are 
continuous on (7',d). It follows that X is almost surely continu- 
ous on (T ,d). This completes the proof. 


The following result is a simple corollary of Theorem 2. 1.7 
together with Theorem 2. 1. 5. 
Corollary 2.1.2 Let X={X,;t€T} be a stationary centered 
Gaussian process with values in B, where T is a compact subset of 


* with non-empty interior. Then, for some constant C>0, 
| 
F(E || Xy || + sup E supfCX,)) 
BAES tet 


SE sup || X, || 
‘eT 


<C| 1+log T i E || X, || + sup Esupf(X,)). (2.1. 20) 
|T | Wf. ret 


Moreover, X is almost surely continuous on T if and only if 
| FX) — fF CX,) | z is continuous on TXT for each fE B' and 
lim sup Esupf(X,) =0, (2. 1.21) 


Reece || f 


. l] 


2.1.5 The infinite series of independent Ornstein-Uhlenbeck 


precesses 


Let (¥(1);—co<tr<loo} = {X 0); —weo<t<oo}P, be a se- 
quence of independent Ornstein-Uhlenbeck (OU) processes with 
coefficients ¥,220 and A,>>O, i.e., XC * ) is a stationary, mean 
zero Gaussian process with 

EX: (s) X0) =(%,/aexp(—A |t—s|),k=1,2,0. 

The process Y( * ) was first introduced by Dawson (1972) 
as the stationary solution of the infinite array of stochastic differ- 
ential equations 

AX) = —A XC) dtt- (27) dW, a) GG 1,2,0), 

(C2. 22) 
where {W, (t); —co<¢r<(0c} are independent Wiener processes 
(cf. also Dawson 1975 and Walsh 1981). Such processes have 
been extensively studied in the literature since the appearance of 
Dawson (1972). They have been used as a model for neuronal 
behavior (cf. Kallianpur and Wolpert 1984, Walsh 1981); they 
have been proved important in quantum field theory (ci. Car- 
mona 1977 and Gross 1977); and they also arise as fluctuation 
limits in infinite particle system (cf. Holley and Stroock 1978). 
Owing to the varicty of applications of these processes, they 
have been looked at from a number of different mathematical an- 
gles. For instance, they have been considered as examples of 
stochastic evolution equations (cf. DaPrato, Kwapien and 
Zabczyk 1987, Kotelencz 1987, Miyahara 1981) and of infinite 
dimensional diffusions (cf. Ito 1984, Kuo 1975, Piech 1975, 
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Stroock 1981 and Schmuland 1988a); or as reversible Markov 
processes which may be studied by using the associated theory of 
Dirichlet forms (ef. Schmuland 1988b); or as solutions to 
stochastic differential equations (cf. Dawson 1975, Ricciardi and 
Sacerdote 1979, Walsh 1981, Antoniadis and Carmona 1987 and 
Ito 1984). 

Walsh (1981) presented a mathematical model for neural 
response and investigated many analytic properties of processes . 
One of the processes of interest in his study is the infinte series 
of independent O-U coordinate processes of Y( * ), namely the 
process X(« ) defined by 


(X(t); — Ato = { DX); —wo <e<oo}, 


tt 

(22.1623) 
where the X, ( * ) are the Ornstein-Uhlenbeck components 
of YC), 

Csaki, Csérgo, Lin and Révész (1991) studied the proper- 
ties of the process X( + ). We present the results on the continu- 
ity of XC + ) here. Also, Y( + ) have been studied directily as /?- 
valued Gaussian processes and will be discussed in the next chap- 
ter. 

Theorem 2.1.8 Let X( » ) be defined as in (2.1. 23) and 
(Xan); Co So =< Coun = 1,25} 


= {D X0); — oo <t <, = 1,2}. (2.1.24) 
tl 
Assume that for some >0 


on 


y 
> z, (log Ve)" Seo, (2.1.25) 


k=l 
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Then X(t,n) X(t) uniformly in t over any finite interval with 
probability one, i.e. for any e>0, T>0 and for almost all wEQ 
there exists an integer no=nole,T w) such that 


sup |X (yyw) —X (t,w)|<e (Zila 26) 
whenever n>n. As a consequence, the Gaussian process {X (t); 
—oo<t<loo} fs continuous with probability one. where and 
throughout the remainder of this book, logx denotes log(a Ve), 
except that it ts specially mentioned. 
Proof In order to verify (2. 1. 26), on account of Ito- 
Nisio’s theorem (cf. Theorem 6. 1 of Ledoux and Talagrand 
1991), it suffices to prove that 


3 X(t) | 


&=n-t 1 
converges to zero in probability as noo, Thus we want to show 


that for any e>>0 


sup |X (tn) — X(t)| = sup 
ET 


IST 


limP { sup 


up 2u XO |> e) = 0, 
The latter, in turn, will be established by showing that, under 
the condition (2.1.25), for any €>0 and 0<7<1 there exists no 
=no(e,9) such that 

P Í sup 


MIST 


S x.) [> < 


k=nt+1 


whenever m->>n-2ny. Letting 


Xaa O = XG,m) —XG,n) = >) XC), 


k=nt+1 
we have that, for each mœ>n, the process {Xlt) ;C—O)} 


is a stationary, mean zero Gaussian process with 
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EX At) = >» Yaf Any 


大 二 十 1 


EX maX mal) = >) (Vif/M)expl— Ale — s|) 


k=n+1 
and 


daa hE SEA a FRS K aa O 


= 2 E (Y,/À) (1 — exp(— Nh)) 


k=n+] 


for all tysER and A>O. Set 
K,= (kis a<e"}, K,= {hk; >e" ?). 


Then 
Z m y \ 1/2 
[| >t Pla exp(— re) | du 
1 k= 十] > 
seEKR, 
co m Y š y 1/2 
< | | = seo owl, d 
“2 i 2 A; * LAE u 
he y m y \ 172 
<Í | i gA "du < al a 
B Ži, Ài > ea Àr 
and 


a a. yy, ay 
| (> | 1 一 exp(— A,e ) | du 


n > \ 1/2 
Close") du 


Ag 


k=n+]1 


> Yi (log* A, yit?. 
A, 


k=n+]1 


1434 1/2 
du 


2 
u? 


m 


1/2 
S| > “4 (logt A)? 


k—nun+] k 


It follows that 
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mt 


i $ > 1/2 
| On nale du < e| > 7, | log (A V e)) al 


k=n+}1 
which together with Theorem 2. 1. 3 implies that 


M 


; p \ 1/2 
E sup [Xna OIK K| D Uog Ved) = Kp 


(er 
where K is a constant. Since the process {(X,,(t);— 00<t< ooo) 
is statlonary, we have 
E sup [Xm O [KAT HDE sup IX mn O |S E1) Khm. 
It follows that 


Pi sup |X unat) |e} < 


Hissi 


ALTI) 
A mnn] 


whenever mœ>nno, on account of m.. >0Cn->20) by condition 


(2.1.25). This completes the proof of Theorem 2. 1. 8. 
2.2 Fractional Wiener Processes 


We start our main topic on the moduli of continuity and lim- 
it behavior of large increments for Gaussian processes with a 
simple but important Gaussian process, i. e. the fractional 
Wiener process or so called the fractional Brownian motion. 

A fractional Wiener process {Z(t);t€R} of order 2e with 0 
<a<] ts a real-valued Gaussian process with mean zero, sta- 
tionary increments, Z(0)=0 and o° (lt) = EZ 0) = |:| F GER). 
Obviously, when a=1/2, {Z(t);t€ R} is a standard Wiener pro- 


cess, and we denote it by {W G); ER}. It is casily seen that 
(ZOER and] f Eilear o |r| dW (rt ER 
R a 


* AG” 


have the same distribution, where 
K? = | (fr — 1 peer Pe |x| v/2y2dy 
RK 


and Ky’ {|z t| PF? — |zr|® ?”)} is interpreted to be To 
when e=1/2. So such a fractional Wiener process (Z(t) ;tER} 


exists and can be rewritten as 


Z(1) = | nal |x A ks = | 2-2) dW x), LE i 
R a 


and keep the path properties of ZC * ) without a change. 

The fractional Wiener process was introduced by Mandel- 
brot and Van Ness (1968). Such processes have been extensively 
playing an important role in econometrics, financial statistics and 
science of management. A fractional Wiener process is an imme- 
diate and simple extension of a Wiener process with many prop- 
erties preserved. For example, it is continuous (by Theorem 
2.1.3), its increments are stationary, etc. But, its increments 
are no longer independent except that it is the Wiener process it- 
self. In this section, we pay attention to its moduli of continuity 
and behavior of large increments. Since {Z (1);t& 0} has the 
same distribution as {Z(t);¢220}, we consider {Z (1);t 完 0)} 
only. 


2.2.1 The moduli of continuity of ZC + ) 


The following is the Lévy type moduli of continuity. 
Theorem 2.2.1 We have 


| 
ha ee an {20° (h)logh™? pe 
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=lim su IZ@+s)—-Z@) | 
h-+0 jeer h peal oH {20° (A)logh— Lyla 


=] as. PRD 
Before proving Theorem 2. 2. 1, we shall prove a lemma. 
First, we introduce the concepts of quast-increasing, quasi- 
decreasing and regularly varying functions. 
Definition 2.2.1 A function f(x) on (a,b) will be called quasi- 
increasing (resp. quasi-decreasing) on (a,b), if there exists a 
positive Co such that 
SDSS) for all axxr<y<h 
Cresp. JEC fly) for all a<a<y<b). 
Definition 2.2.2 A function f(x) will be called regularly vary- 
ing at zero Cresp. at infinity) with a positive exponent a, if 


limf (0s) /f (=F for all 0>0 
(resp. limf(0s)/fi =F for all 0>0). 


It is easy to see that if a function f(x) on [0,1] (resp. on 
[1,°°)) is regularly varying at zero (resp. at infinity) with ex- 
ponent a, then f(s)/s”* is quasi-increasing on [0,1] (resp. on 
[1,00)). 

Lemma 2.2.1 Assume that {X(t) ;t220} is a separable Gaussian 
process with 

ECX@)— Xs) PSA? Clt—s]), 
where A(z) is a non-decreasing continuous function such that for 
some a>0 and hh >0, ACxr)/a* is quasi-increasing on (0, h,). 


Then for any €>>0, there exist positive constants Ci, C, such that 


P{ sup sup [XDXD SLA) | <c, Le Aer 


OKUKU sit eta 
Zito) 
. 68 e 


for all r22C,, O<hA<Shy and T>h. 
Proof By Corollary 1. 1. 1, it follows that for any yœ 


/1+4logp 
PY sup, IX@ +s) — X(@)| 
> y| AA) + (2 二 Df Al Sp au 


< spf aris, 
< Jy 
for any 0<A<ho, 1220, where p>=2 is an integer. 


Re 


| 


Since ACz) /x’ is quasl-increasing on (0,ho), there exists co 
之 1 such that 


ACht) Scot" ACA) 
for all OS¢t<l1, O<Ch<A,. It follows that 
es ct l e 
| Al Sp du La ADS p AA pp 


Hence for y= ¥1+4logp, 


Given 0< < has let N = (2eo/8)'“/h. Noting that A| N. < 
cal Z |A = ACh), we have for y= /1+4logp, 


Bo 
ap‘logp 

8Co 
ap’log p 


Pi sup sup |X!) —X (4) |>C+0)yACh)/ 1+ 


Oster iT Pth 


| 


<P| sup sup 


Ox [NT Oso sch 


x| yts) -x| 7 SyA0o(14 


*twte} =x] 


| 


{Pi sup su 


Of (NT OSsELN 
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ô Bc, | 
` ' : 


< 2(NT +1) T -dy 


{| 2c 0 二 io —u? /2 
< 51! a +1) Fp (ode 


yi 


Now, for any given €œ>0, choose 6>0 small cnough and p large 


enough such that (1 +011 fio ¥1l+e/2. Let r= y(t1 


ese ha 


+| aa , it follows that 
Pi ,SUP sup |X @')—X Ce) | 之 TAG) 
Ce Pr 


i 


Ai 2; 1 <n 
o7“ ‘du < C. a a (2+) 


<5], 
Vite? 
for raze. 一 2 V¥14-4logp. This is what we have to prove. 


Now we prove Theorem 2.2.1. Let 


<0 we f° fl WY 
oa 


By Lemma 2.2.1, we i. i h small enough 


Ap 
P| (20° Ch logh™' mete] 


<p exp] _ 2Cogh™*) C+)" 


< PE 
~ h 24e | <ch . 
Take A>1/e and let h=h,=n ^. Then 


9 A co 
= h, Ae 
DP aang Heja Yew “< 


n= | r=] 


and the Borel-Cantelli lemma implies that 


Ay 
{20° Ch, halte Ta 


When hn: SASRA, we have 
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lim sup 
n eoo 


An An, 


lim SUP Tagza ylogh PA <lim SUP Taat logar 
A, oth ) 
=lim sup i : 


Sees {207 (h, logh, P” , alha ™ 


It follows that 


<l +e a.s. 


An 
lim sup To h logh yl a. S. (2.253) 
Next we show that 
We se (2. 2. 4) 


he0 OZI -A {20° (h)logh | naal Sias 
Given €>>0 and d>0, let m be an integer such that SUED + 
(/—1)*— 21°) << for all Zm. It is easily seen that for all ZÆ 


tof) CKG 


n nn d 


E| Z 


ace ( ([£—2 | m+ 1)" + ([L—k lm—1)"— 2 [Lk |m)*) 


<o £ é. 
n 
Define é= Z| 2 =a | /全 A i=0 | Z -1 and 
n n n m 


let r, n| i=0 2 = |—a] be independent mean zero normal 


variables with £7; =1— ô and Er’ =8. Then EE =E; +r) =1 
and EE SKS = E+) Or), ij. By Slepian’s inequality 
(Corollary 1.2.1) we have 


7 a = 
n 


r max 


<]—3e 
PEE i, z |- t | 20% -一 


eS 
logn | 
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| = Es 
<P| m a oi -ll 3e| 


<P{ max 7 和 (一 2s)(2logn) 十 已 tr 全 EC2logp)1?) 
Li 了 一 | 


= [I P(N < (1 — 2e) 


2logn 
L=" 


if PNO, D > g logn”). 


i—Ze 3 € 
ia z € and 57 


2. By (1.1.1), it follows that for » large enough 


| 


<P|NOD<| 1-5 (2logn)"”} 


el 
nl 


Choose 6>0 small enough such that 


‘ \ 1 
P{N(OW<C1—20)| 228 


<=1- L —— <= cxp 


and P{N(O,1)22e(2logn)'"/8}<n-*, we obtain 
| 
P max - 1 a \<"1—3e 
oti<(7]-1 pe] — 
m (20 P logn | 
n 1 ] 
Da 本 | Tie 
ier 1 
<exp Sm aes 


and the Borel-Cantelli lemma impiles 
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ze> —Z (t) 
A, 5 n 
lim inf sup 一 一 一 一 一 


ae Í 1/2 
seci | 208 E logn} 


im—+ l1 
了 


-z| 7 


六 之 1 一 36 a.s. (2.2.5) 


—|logn 
Considering now h, SAS h, with h,=1/n, we get 


a ae Zít+hk)—Z(t) 
h0 peek {20° (h)logh™ '}'/? 


zliti) — Z(t) 
-lim inf eae tl 1/2 
I ogrci 
occi- | 20? lt 
/2 
(2| — Joano 
Ka 7 
(20 一 logn | 
i; |Z(@+s)—-Z() | 
一 lim sup sup sup ”一 一 一 一 一 一 一 一 


AS oO 


172? 
1 l 
Pl aa 1 (20° E logn | 


where the latter r. v. is =0 (1) by (2. 2.3) and the first one is 
not less than (a.s.) 1— 3e by (2.2.5). Hence we get (2.2.4). 


2.2.2 How big are the increments of ZC «+ ) 


In Theorem 2. 2. 1 we saw how big the increments of a frac- 
tional Wiener process over subintervals of length A of the unit in- 
terval can be when A is small. The following Theorem 2. 2. 2 
deals with the similar problem of how big the increments of a 


fractional Wiener process over subinterval of length ay of the in- 
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terval [0,7 } can be when Too and aris a non-decreasing func- 
tion of T. 
Theorem 2.2.2 (Ortega 1984) Let ay(O<ay<T) be a function 
of T for which 

(1) ar is non-decreasing , 


Gi) T’/ay ts non-decreasing. 


Then 
lim sup sup Sup Br|Z(t+s)—-Z() | 
oo fst ay OS SE 
=lim sup; |Z(T +a7)—Z(T)|=1 a.s.. (2.2.6) 
where 


Br= {20° (ay) Clog(T/ar) +log logT)}7}”. 
If we also have 
Gii) lim;..Clog(T'/a;)) dog logT)~'=oo, 
then 
lim sup sup r|Z@+s)—Z(t)| 


T-+co0ses Tt - aq OSS say. 


= lim „SUP Br|Z@t+ar)—Z(T)|=1 a.s. L202.372 


T rooi 
Proof The proof is formulated in three steps. 
Step 1 Let 


A(T) = sup sup Br|ZG+s)—-Z)], 


OIC Tap 0s Ray 
suppose that conditions Gi) and (ii) are fulfilled. Then 
lim supA(T) <1 a. S. C2228) 
Proof For any given e>0, by Lemma 2. 2. 1 we have for T 
large enough 
| 


PLACT) 1 +e} <C L exp | ise) 


ee 
=c| 


log 二 十 log logT 


EE EEA 
(logT')! +" 
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Let Ti=8(0>1). Then 


SPIA > 1+t+e}<oo 
for every €->0,0>1. Hence by the Borel-Cantelli lemma 
lim supA CPi) =. (2.2.9) 
We also have 
< lim upg < &. (2. 2. 10) 


Now choosing @ near enough to one, (2. 2. 8) follows from 
(2.2.9) and (2. 2.10), because BF ACT) is non-decreasing and 
Bris non-increasing in T. 

Step 2 Let 

BCT) =8r(Z(T)—Z(T —ar)), 
suppose that the conditions (i) and (ii) are fulfilled. Then 
lim supB(T) 1 a. S. (22.41) 


Proof For any e>0, by (1.1.1), we have 


exp] 一 (1 一 s) | log 二 十 log logT | | 


P{(BCT)2>1—e}S 


= 173 
Vzalo ioe 二 十 log logT 
F 
1 一 上 
= SP =— E ; Le = e 


if T is large enough. Let p=limr--ar/T. If p<1, let Ti =] and 
define Tay, by 7 一 ar =T} Then 


大 十 1 
ar T 
lim—+- =lima =1—p>0. (2. 2.13) 
koat | pica! 03 


It follows that for any e>>0 


oO 


a ee latin] > >? Tdo = 


k=? 


© 7K 


Recalling that (2. 2.13) implies ar, Car, ,, it follows that for k 


a < Fin 1 1 ie 
= 62) F T,(logT,)!- = Pe >> T, ee i S ae 
Bits 


a en: eee i 
= T z (ogr) = oo, (2: A 14) EY YC ar, / 3 ar T <C(R—j-1)*. 


i—ytl 


It follows that for all jÆ: and k2=3 
EY kY pC 1 7 一 : RI A Gy ae : pi 0 as 太一 > CO， 


Let Y, : = (ZT) — Z( Ty ar,))/oCar,) then EY,=0, EY? = 
l. For given e>0, define 
An= (Br Y> 1 —3¢)/alar )}. 
If 0<a<1/2, then EY;Y,<0. By Slepian’s inequality, it 
follows that P(A;A,) <P(A,)PCA,) for j#k. Then by the 
Borel-Cantelli lemma (Lemma 2. 1. 1) it follows that PUA sie.) 


Let & be large enough such that 1—2e<(.(1—e) V1—pj. Let rt 
and €;, :=1,2,°*" be independent mean zero normal random vari- 
ables with Er’=pi and E6?=1— pj. Then 

EY aY eS =E (r+ E r+ §). 
By Slepian’s inequality, we have for any n>/21 


=1, which implies (2. 2.11) immediately. 
In the case of 1/2<a<1. Suppose 42=j+3, we have 
EY jYi=(P*"+G(Q,R))/(2Q'R), 


where P = ee , Q = ar» R = ar, and 
GU ,V)=(P1+U4+V)"—(P+U)*—(P+y)*, 
Taylor’s theorem implies 
G(Q,R)=— P*+ 2a(2a—1) P* QRS, 
where for some 0<¢r<], 


PIÑARI <P (Ae < 36) BF /oT wd) } 
<P { NELA 208: /oT a) } +P (eS eBey/oT a) | 
< {I P{N(O,1) <1 — ©) Bp h/o(T p) } 

re 

+PINOD> = Bah /o(Tu)} 


S=*2a(2a~1)(2a—2){(Q+R)(P-+1Q4+ rR)" T, 
i log pay F log log | 
: | 


tk 


—Q°(P+1Q)*" $*—R°(P+rR)*-3}, 


It is easy to see that 


n 2 
<= exp | = 2 Op “Ff exp | = a 


Noting that (2. 2.14) implies 


sc POO PL QV, eXer, oy Set 四 
j—2 i=l i=2k+1 


GQ, R)S— P” +3al(2a—1)QRP®?, 
It follows that 


it follows PPA ise tk=N 


P{ DAN <P{ NA) exp 


k—] =N 


EY Y, < Clay ap)" > ar | eae 


i=j+1 


E? 
ge logT w ‘ 


Letting & 一 co implies P({ NZA) =0. It follows that P{ US, 


e 76° © 77° 


Uan Ai}=0. which implies (2. 2.11) also. 

In the case of p=1, we have ar=T and Z(T)—Z(T—ar)= 
Z(T). We define Ty=e", 1<p<1te. Let ¥,=Z(T;)/o(7;,). 
Then 
1 … 3E 


DD 2 > > 
=Z 


k=2 


oat) 
= Cie = oo, 


k=? 


Also, for $>} we have 


3 Sia Ery B we s 
EYY, => | F) +z £ i |) 


It follows ihat 
supEY pY geg as 太一 > oo 
and then the proof is the same as the case of p< 1 and 1/2 < 
e<l; 
Step 3 Let 
CCT y= Sup aera LN), 


sors 


suppose that the conditions (i) — Gi) are fulfilled. Then 
lim inf COT) 241) aes: (202.15) 
Proof For any given ô > 0, let T, = (1 + 8)’, à, = 
Br'/olar)s and define €(T)=[Tar' ]—1, 
VR n)=(ZCR+ ar )—Z kar )) /alar ), 
where OS ASECT,), 21. Then for all k,n, EV (kn) =0, 
EV’ Ck,n)=] and if &j4+-1, 
raks j) = EV CR NIV Gyn) 
© 78.6 


= LRH JP D+- jD" j 
is less than or equal to 0 if 0<a<1/2 and less than C(R—j)” 7 if 


1/2<e<l. 


If a1/2, Slepian’s inequality and (2. 2.12) imply 
P| nie Vw = = 3e 7 | 
OSRE) 
ET) 


< |] P{Vk,n) S A — 30)%,) 


k=0 
ar 1—3e, T /a 
< | 1 一 | ———2— 
<| rier, | 
Ta 3e 1 1 一 3e 
<2exp| — a [az | 


By condition (iii), we have 


paa de 3e 1 1 一 3e 
2 exp| — Ps or. |< 
and whence, we have proved 
lim inf C (T, ) lim inf Br, max Vek njolar, ) 之 1 一 3E a.s. 


A(T 


In the case of as. ie 6>>0 be small enough such that 


/6>2 and 1— 2e<.(1—e) v1l—0, and then let m be large 
enough such that r, (km, jn) Cm <6". Define & (T) = 


| a |-1 and let t,%%,=0,1,°,4,(T,) be independent mean 


May 
zero norma! variables with Er’ = and Eni =1— 8. Then E(t 
a)” =1 and 
EV (km,n)V Cim n)SECr +) (ri+y), kÆ]. 
By Slepian’s inequality, we have 
P{ max V(km,n)<(1—36)A,} 


Oke (1) 
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<P{ max (+m )<1—3e)A,} 


Ome, (T 
Sse m1 —28)A,} HP {reà} 


E ) 


< | 由 WO 人 


k=0 
z 

| 
ar : Pao a 
T,logT., T ,logT’, | 

ET e ] l -e l 

<2exp| -H 一 | | 1 _ - 

m| ar cet] Ez n° 


It follows that 


on 


> max V(km,n) <= (1 — 36)A,}< co 


OERKE CT) 
and whence, we have proved 


lim inf CCP) 2lim inf Br max V Cam sn)olar, )21—3ea.s. 


AOD "Oec’, (Tt 
Finally, when TESTAT, we first observe that OXa;— 
ar and that, by condition (ii), ar/ar ST/T, S1 +6, which im- 
plies OSar—ar Sôar. Whence, we have 


? Br, 
CM) > *C(T,)—8r sup sup |Z@+s)—Z(2) |. 
Br QRT Ban Oss da. 


By Step 1 and the fact that Br. /Br can be made to near 1 arbi- 
trarily if © is small enough, we have proved (2. 2.15). 

There ts another form of increments, i.e. the lag increments 
of a process, which was first studied by Hanson and Russo 
(1983a,b) for a Wiener process W( + ) and was generalized by 
Chen, Kong and Lin (1986). The following is the results about 
the lag increments of a fractional Wiener process Z( « ). 
Theorem 2.2.3 We have 
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lim sup sup |Z TZT =t) VALTS) 


=lim sup SUP Sup A = 2s) 1/07 3b) 


To OKAT rset 


=lim sup sup sup |Z(s)—Z(T—s)|/d(T,D=1a.s., 


oo OLET OSs 
(2.22.16) 
where d(T ,t) = {20° (t) Clog(T/t) +log logt) Y”. 

Theorem 2. 2. 3 was due to Lu (1986) and Hong (1990). 

The proof was similar to that for Wiener process, and we will 
not present it here. One can refer to Lin and Lu (1992, page 
13). 
Remark 2.2.1 For a fractional Wiener process {Z(t);t20}, 
there also is a general form of the increments similar to that for a 
Wicner process. Wang (1997) shows that if {Z(14);t220} is a 
fractional Wiener process of order a(0<a<{1), and ar, br, cr be 
non-negative function of T satisfying that 

(1) ar +6y2T and cy=T for T large enough, 

(ii) there exists a constant A>>0O such that for any TÈ}, 

br—br-: S Aars, aptbrSAlar_,t+br-1)s 


then 


lim PUp S sup sup ZCe+r)—Z(e)| 
Ag O<is Ofnrsis d(t+sVecr,s) 


lim sup BCartbrsar) |Z(ar tbr) —Z Gr) |=1 a.s., 
where 8(M,m) = {20 (m) (log (M/m)+log logM)}~'”; further- 


more, if 


=] d.: S. 3 


Pyexp{— by/( ay Clan + bn)loglan 十 bw) } < oo 


for any 0Se<¢l1, and 
lim br / bury = lim az Var 一 1， 


. R] 


then 


cup sup aup a Zit) | 
lim sup At OS. Els d(tts Vv Er z) 


lim sup LG +brsar)|Z@+ar})—Za)|]=1 a.s. 


了 -oo0s 雪上 


=] a. S. $ 


2.2.3 Liminfs on the large increments of Z( + ) 


In Theorem 2. 2. 2, we saw that the limsups of the incre- 
ments of Z( 。) over subintervals of length ar of the interval [0, 
T] equals to the respective liminfs whenever (ili) is fulfilled. 
When condition (ili) is not satisfied, the limsups may not cqual 
to the respective liminfs. What about the liminfs? The following 
is a general result which was due to Zhang (1996a). 

Theorem 2.2.4 Let ar(O<arST) be a function of T satisfying 
G), Gi) of Theorem 2.2.2 and 
Gv) limp. (T/ar)/log logT 一 co， 
Then 
lim inf MT) | Sets ae | 


Too 


一 lim nf y), sup IZG+arJ—Z@)|=1 a.s., (2.2.17) 


T+ co 


where Y(T) = (20 (ar) (logT /ay—log log logT)}~'”. 
If condition Gv) ts replaced by 
Gv) imr- (T /ar)/log logT=0, 
then there exist two positive constants cı =c, la) sc: =c: Ca) depend- 


ing only on a, such that 


lim inf Y (1) sup sup [ZG@+s)— Z(t) |e: av Bes 
Toa OSET — up U ca Ray 


C220 TBI 


where 
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YT) = (arlog 


FÀ 一 十 
I aloe oF | | ` 


From Theorem 2. 2.4, there are some simple consequences; 
Corollary 2.2.1 Let ar(O<ar<T) be a function of T satisfying 
(i), Gi) of Theorem 2.2.2 and 

(v) limy..Cog7/ar)/log log logT =œ. 

Then 
lim inf WP) _sup sup IZG+s)—Z@) | 


Es -ap OS SER 


=lim nn), sup |Z@+ar)—Z@)|=1 a.S., (2.2.19) 


Sti — =u 


where ¥,(T)= {20 lar)logT /ar} 2， 
Corollary 2.2.2 7et ar(0<arsT) be a function of T satisfying 
Gi), G of Theorem 2. 2.2 and 

GD’ limy..CogT/ar)/log logT =r. 


Then 

lim inf r sup su Zt) | 

Toco OEE ap Osa 
1/2 
=lim inf Br sup Zeta) -ZO l= 1 a. S. s 
(2. 2. 20) 
whe a | fr=o0 
ee a be A 


Remark 2.2.2 Corollary 2. 2.1 was first obtained by Csáki and 
Révész (1979) for a Wiener process. Corollary 2. 2. 2 was estab- 
lished by Hong (1990). From Theorem 2. 2. 4, it is easily seen 
that the fiminf behavior of increments of {Z(t)} vary with limit 
behavior of (T /ar)/log logT'. But Theorem 2. 2. 2 tells us that 
the limsup behavior is the same. 

To prove Theorem 2. 2.4, we shall first state some lemmas. 
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In the sequel of this section, ca will denote a positive constant de- 
pending only on @ whose value is uninteresting and may vary 
from linc to line. 

First of all, suppose that {X(t#);t€T} is a mean zero Gaus- 
sian process and x(t)>0 is a real function on T. If there are a 
Gaussian process (U(t);t€ 7.) and a function u(t) >0 on T. 


with T. being a countable set such that 


{sup APLK) {sup <i 4.8.4 
ay Ct) 


IET gE) 
then the Khatri-Sidak’s inequality (Theorem 1. 2. 4’) implies 


xX U 
P [sup XO <1 S 1}> Te Oe <1}=: py, 


IET ET To aa 
If such {U (t);tET.} and u(t) exist and furthermore, for each t 
ET., U(t) is a linear combination of X (s1), =°, X Csn) for some 


Sia" 95mET, the lower bound px will be called a KS lower bound 


XR <1} and write 


| X(t) | 
P {sup rh) <1} 2px, 


Also, if (Y(s)3s€S} is another mean zero Gaussian process with 


(KSLB) of P [super 


a real function y(s) on S, the inequality 
P| | X(t) | 


sup 


IET zl ) 


IY ¢s) | 
= J2 P {sup ys) = 
LY Gs). | 
ys) 


means that a KS lower bound py of P (supies <1} is also a 


LX (t) | 
rt) 


The following lemma is a direct consequece of the Khatri- 
Sidak’s inequality (Theorem 1. 2. 4‘). 
Lemma 2.2.2 Let T, 1=1,2,°: be the parameter sets, {Y;(t); 
. 84” 


KkSlawer bomas P [super <1.. 


1€ T;,i=1,25°} be combined Gaussian processes with mean zero. 


Assume that 


P {sup YG i i=—1,Z5°*° 
ET, TLE) 


Then 
P [sup ap ey | < 1} | 2: 
rev, U) 

where x:4) >O0.t€T; i= 1 sox 

The following lemma is an analogue of Lemma 2. 3 of Révész 
(1982). But the proof of Révész seems not true, since the lower 
bound of their Lemma 2. 3 cannot be obtained by using Slepian’s 
inequality as proving their lemma 2. 2. 
Lemma 2.2.3 Let (Pt); —oo<it<co} be an almost sure contin- 
uous Gaussian process with mean zero. Assume that there extsts a 


non-decreasing function uth) on [0,°°) such that 


EMH rN Suh) for all t20, ho. 


Then 
P Sup, sup Ira+s—ra)|Srlula)tula,k) tu" (a,k))} 
" n 
KS TENE ok —] -=| 
Sex| - ae a 2x2 ep > 
for all x220. 68, T>0, a>0 and k=1., where 
ula,k) = u| ae + 2)>)ula2*7}), 
2 = 
ako N J lade), 
j7-0 
Proof For any positive number ¢ and integer &, put R=2*, 


j 
alt E yz. Then we have 


IPG +s)— r(t) | 
SIr) —ra,)|4+ [P+s)-—PCe+s),) | 
十 Ir —ra,) | 


SIEPE HDD P| + IPC +5)ega) —T tshi) | 


iO 


HA TOn es) ke 


J= 0 
Obviously, 
sup SUP ， alts ants | Sa, 


DSLT Oall 


sup sup _ EFs) — Gta —1/R) S22, 


DFT aQ 1R 


SUP un (C4 D sa Lt 


Et tn DE 


ea Pn £ US 
2.3 


PaA sup ， aE StI r C) | 


QET sall — 


x 


u Sup [RO a a | 
and 


Cardi P’(G@+5),) -—P(y) 0ST 0Ks<a(1—1/R)} 
<2r| +1), 
| a 
Cardi ((t+s),) -PCUu+at1—1/R)),) 3a —-1/R)<s<a} 
<er $ H OLT, 


Card ( C +s) — TC ash LAT 0K s<a} 


T 


aaam p 
a 


ki 


Card{ IP’ Qr4;+1)— F Ctr); 0 <TH] = +1 . 


By Lemma 2. 2.2, we have 


J= P sup sup Pg= r] 


tT OSS 


* HO. 


< zula) + Xu(2a/R) 十 >» Da 


j=0 


=P { sup sup IrCC +s),) — rals zu l(a) 


OST O<<sxlull—1/R 


XP{ sup sup | |PCets).) -PCt+ad—1/R)),) | 


Om a(l—-1/R) sa 


<ru(2a/R)} 


x I] P{ sup, fa eae: 十 Setjer) = rca T s)s+;) | 


j=0 


S a 


KIT 


X ieg { sup (D Crkt) 一 | a Cries S xula?” 人 1) } 


SVE) anali) TT gapt an) 


geeitl( Fy 1} 


x 1 ans 


= (p(x) rR) (7+) $I Cz) (at), 


where y(z) = al. ede > 1/2(x È 0.68). Since (ye 


=] for OS y<1/2, we have for x220. 68 


4A Shen Aa 
— XT te trl 


plr) zexp(—201—¢(x))) Sexp 


VIn 
Now we choose 二 一 十 jthen 
Tex -| = 2(R?+R) Lrj zle $ 
NTN LOE eo 
T siR a alr 1 Si vz; ne) | 
V 2r “a m 
z= exp| 一 aye 7 le | 2R? 十 2R + IR ze~) | 
yume 7 一 0 


e R7 © 


4 
=exp| 一 -入 
76 


20 


a ee 2k +2R+R S| 
a AZ 


之 Cxp =" eee Z+] | D 


Noting that 


xu(2a/ R) + 2 2 tua2) 


im 


< a| w(2a/R) +2 ulaz EI >) +253 four?) 


J=0 


= rula, k) +u“ (a k) 、 
we have proved the lemma. 
Lemma 2.2.4 Let (£'(t);—co<ir<i0co}, uth) be as in Lemma 
2.2.3 and assume that u(r) /x* is quasi-increasing for some a>0. 
Then there exist constants ca >0, Cal>\ depending only on a such 
that 
P{ sup si Sup iT ra| Sruth)? 


KS 
之 exp| 一 


ee 
holds for all x cy. 
Proof Since u(x)/x’ is quasi-tncreasing, there exists cy >0 
such that 
ulht)<cot*uth) 
for OSt<1,h20. And then 


2 


ulh, k) S couch )| | al 平 2202 atk jl) 


= — ak 
=a). a =) 


pta uth) 


a RR . 


S2eou(h)2-“ (2alog2)~*. 


Let K, =c] 2 十 一 一 二 | 十 2co(2alog2)-32，then 


2 
Aes 
P{ sup, sup. IT C+) T(E) |<ru(h)(1+2°"K,) } 
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for z=21. Denote y= xr(1+-2>"K,), then 


KS 
之 eXxp| 一 


lz +1] 2%2"%¢ = patit 


J: = P{ Sup sup rator) I<yutny} 


Slat 0 不 
之 exp | A ev 
252 KAD “K 
ARB Ea R 
TO. ne & Sie ees 
ex | 一 -二 | 元 十 1] ie 7 0% (1 十 天 。) 
EXP 元 ra y 


Xexp(3K22 “y*)] 
Now for y2=1+K., we can choose & such that 


gk- l re oF , 


then 
24% exp(3K22-"y"7 <4 y"exp(3K2). 
Hence, 
2AM a s/a—1 —y /2 - 2 
Hi} eK. exp 3K) |, 


The proof of Lemma 2. 2. 4 is over. 
Lemma 2.2.5 Let (Z(t) ;t220} be a fractional Wiener process of 
order a with O<a<1/2. Then for any €>0, there exist up=uy(e) 
--0, T5>=T,(e)>0 such that 

P | Sup (4201) 20) ) su) 


e 89 « 


T opa 
<exp| -一 (|—-e)A,, =a le /2 


for all uuo and TETo,. Where 


HyemlimreeT "|e Pease sds 


and ({Y¥(t);0<t<} is a non-stationary Gaussian process with 
Y(0)=0 a.s., EY G)=— [2|", Cov (Y (ti) Y G2)) = [4 |" + 
e el 
Proof For any integer <T we have 
sup CZ (t+ 1) —ZU)) 


max sup (ZOHID —Z0)) 


mu 


-max sup (Z(t 1) —Z0)), 


stay 


where /==max{?,€é+1)(4+1)—157T}. Noting that a1/2, by 
Slepian’s inequality we have 


P{ sup ZGD) =Z) <u} 


<P {max su ZOD) Su} 


osig nee ad 
<(P (sup (Z@+1)—-Z()) <u} )**. 
OEE E: 
By Theorem 1. 1. 2, we have 
ki (superca Z UFD UNT} 


jin 一 一 了 
人 一 lei xo f2 
A/ DN 
Hence 
Pi sup (ZO+) =Z 0) Su} 
Osta i 
C ae ie 
f 2X 


RUA) Elo l/a--1 ase 
< 上 | 
<exp) Jon 


290° 


ulle nu? /2 


<exp| — 1-2. £ 
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for TÆT (©), uue), the proof of Lemma 2. 2.5 is complet- 
ed. 
Lemma 2.2.6 Let (Z(t) ;t220} be a fractional Wiener process of 
order a with 1/2<a<.]. Then for any 8>0, there exists co 一 
cla) >0 such that 
P { sup |Z@+1)—Z (e) |<} 
<Sexp| —c. Z exp -| 
for T, RORST) large enough and all u>0. 
Proof Let Y@)=ZG¢+1)—-Z¢e), then 
EY GTAIY @Q)=E(ZG+h+1)—-ZG+A)) (ZG4+1)-Z@)) 


= Atil + [h—-1|*%— 2h) = + pth). 


It is casy to show that eh) is strictly decreasing on [0,°00) and 


convex on [1,0°) with e(0)=1, p(h) oh" as hoo, 
For &>1 (large enough), let t;=i2, i—=0,1,2,.° ,Y(t_1)=0 
and 
ay EY aY tiD YG) -YG;_,)), 1,720. 

Then 

aj=2pl|i— jk) —pCli—j +- 1k) — elli jll), ijl, 

ax =2(1—p(k)), i21, &w=l; 

din =a = plik) —pCG—1)&), i> 1. 
So, for i,j >l and |i—j|22, by the convexity of p(h) on [1, 
œ) we have a,,<0; for isj >l and |i—j|=1, we have a; = 
2e(k) — p(2k) —1<0 for & large enough since p(h)-+0 as hoo; 
for /=1, by the monotoncity of p(k) we have ao<<0. 


Now for any nœ? and 1<i<n, let 
«OT 


n 
-X la; | = yay. 
ee, 


imi 


Then, for il, 
S; =201— pCR) — ECV t) —Y GY G,)) 
=2(1— p(h)) — pUn—Dky + pCn—it+1])k) 
aaa 


S28) =— glis 


for 1 二 0， 


S: = >} layl = >) G — Dk) — PGR) 
jao gi 
= ] — pnk) < 1 = av; 


S$=0< ao 


Noting that A = (a) is the covariance matrix of 
(Y(t) —Y (t1), «5 Y (ta) — Y G@,_,)), similar to the proof of 
Corollary 1.2.6, we have 

P! sup IY) |<} =P{ sup [Ya —-YC@_,)|<u} 


Kin 0 
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It follows that 
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Pi sup |Z2@+1)—Z@) Su} <P t sup |¥(t;)|<u} 
fate i Osis T/k 


<exp aA A L. Lax 一 


Hence Lemma 2. 2. 6 is proved. 


Lemma 2.2.7 There exists Cs >0 such that 


P{ SUD | sup [ZC¢+s)—Z(t) | <z*}<exp 


7 
fe 
X 
for 0O<x<1, T>0. When 0<ax1/2, we can choose 
Ca= —logg@1)<0. 18; 
when 1/2<a<1, we can choose 
c= — Flogg1/ ed e 
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For 0<a<1/2, we have E, <0, ij. Slepian’s inequality 
(Corollary 1. 2.1) implies 
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Lemma 2. 2.7 is proved. 
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The next lemma is about the estimate of the variance of 
Yt. 
Lemma 2.2.8 Zet0<a<l, Y>O and p>1. Then there exists a 
constant cE (0,20) depending only on &,Y,p such that uniformly 
in n>2, OXt<in/2 and OZASL, 

02 (th) =ECY, HAAY 0) ?<ch™ (logA Vn, 

where O=min{(2—2a), (p—1)/2, Y(p—1)/2}. 

Proof If 0<a<1, a1/2, let 
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Thus for n>>2, we have 
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If a=1/2, recall the kernel is interpreted to be alr). Then, 
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Hence, for any case, there exists a constant CE (0,2%) depend- 
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ing only on @,¥,p such that uniformly in n>2, 0S t<n/2 and 0 
<All, 
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Proof of Theorem 2. 2. 4 
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The proof is formulated in four steps, which together will 
imply our statements. 
Step 1 Suppose that condition Civ) is satisfied. Then 
lim inf Y(T) sup sup [Z@+ ZA [|1 a.s. (2.2.22) 


OE Ema a ~ar UKS 


Proof If 
lim sup(log(T/ar)})/ (og log logT)=co,. (2.2.23) 
then there exists {Tw} such that 
lim (log (T'x/ar, ))/ Clog log logTy)=0c, (2. 2. 24) 


By Lemma 2. 2.4, 
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which together with (2. 2. 24) implies (2. 2. 22). 
Now, assume 
lim sup (log(T /ar))/ (og log logT)<oo, 
Then there exists a constant ro >0 such that 
T/ar Cog logT)’s, 
Let Tado YOO n=1,2, 
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E>0, by Lemma 2. 2. 4 and Civ) we have 
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for n large enough. Let 
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Then {X,(t)},2=1,2,+++ are independent, Z (1) = X, (t) 十 
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Then the Borcl-Cantelli lemma implies 
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From (2. 2. 26) and (2. 2. 29), it follows that 


Pt sup sup [X G+) — X, 0) IKIH) +e)7-(7,)} 


Ors T aTi aiia a 


>P{ sup sup TANEDE ZO ae) 


Oxy “ap Ore 


—P{ sup su |X ats), (2) | ey” T 


he oe Ol T ye 


Snn, 2-31) 
Noting that {X,(f)},n=1,2,°« are independent, by (2. 2. 29), 
(2. 2.31) and the Borel-Cantelli lemma we have 

lim inf Y(T,) sup sup _|X,(t+s)—X, (2) | 
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Combining (2. 2. 30) and (2. 2.32) we obtain CD EAD 

Step 2 Suppose that conditions (i), Gi) and Civ) are satis- 


lied. Then we have 
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Proof If 0<as<1/2, by Lemma 2. 2.5 (where e=1/2) we 
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On the other hand, Theorem 2. 2. 2 implies 
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Hence we have 
lim sup JU TJ =—0 a. s, (2. 2. 39) 


Combining (2. 2. 35)— (2. 2. 39) we prove (2. 2. 33). 

If 1/2<@<l1, with Lemma 2. 2. 6 instead of Lemma 2. 2.5 
and (1—e)7 (7T) instead of ¥°'(7") in (2. 2. 34), the proof is 
similar. 

Step 3 Suppose that conditions (i), Gi) and Civ)’ are satis- 
fied. Then 
lim inf Y,(T) sup sup [Z(t-+5)—Zt) |22e,a.s. (2.2.40) 
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where condition Civ)’ is used, the remainder proof is similar to 
that of A 


Step 4 Suppose that condition (iv) is satisfied. Then 
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lim inf y, (T) sup sup |Z@+s)—Zd)|<e, a.s. 
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C2. 2: 42) 
for some Ca >Q. 

Proof The result follows from the Chung-type law of the 
iterated logarithm (cf. Theorem 4. 3. 2) and the following in- 
equality 

lim inf Y(T) sup sup IZCt-+s)—Z) | 
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log logT'\* 
T | oge 

Remark 2.2.3 a P (1) and (11) of Theorem 2. 2. 4 can be 


<2 lim i in f 


removed with, however, a somewhat more complicated proof 
(cf. Zhang 1997b). 
Remark 2.2.4 Zhang (1997a) also studied liminfs on Hanson- 


Russo type increments for Z( « ). 
2.2.4 A more general Gaussian process 


Let {I"(¢) 32220} be a Gaussian process with Er) =0 and 
oCh)=E(PUth)—-le)), 

where o(s) is a non-decreasing function. Under some suitable 
conditions, such a Gaussian process has the moduli of continuity 
and large increment properties similar to a fractional Wiener pro- 
cess Z( €), 
Theorem 2.2.5 Assume that ol» ) is a regularly varying func- 
tion at zero with a positive exponent a. S up pose 
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for some hy>O0. Then 
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Remark 2. 2.5 The infinite series of independent Ornstein- 
Uhlenbeck processes X ( * ) defined as in (2. 1. 22) satisfies 
(2 2 
Remark 2. 2.6 (2. 2. 44a) is also true if o(€s)/s* is quasi- 
increasing on (0,1) for some a>0 and (2. 2.43) holds (See The- 
orem 3. 3. 3). 
Theorem 2.2.6 Assume that oC » ) is a regularly varying func- 
tion at infinity with a positive exponent a. Suppose 
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Let ar(0<ar 人 ST) be a function of T satisfying Gi) and Ci) of 
Theorem 2.2.2. Then 

lim sup sup a. Br [rc¢+s)—F(s) | 


oo Kikay Ors 
=lim ee ee Slas: 
Furthermore, if Gii) of Theorem 2.2.2 is fulfilled, then 
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The proofs of Theorems 2. 2. 5 and 2. 2. 6 are similar to 
those of Theorems 2. 2. 1 and 2. 2. 2 in the case of a<1/2, 
respectively. 
For the liminfs, we also have a similar result to Theorem 
2 ae 
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Theorem 2.2.7 Suppose that (2.2.45) is fulfilled and ol + ) is 
a regularly varying function at infinity with a positive exponent. 
Let ar O<arscT) be a function of T satisfying G), Gi) and Gv) 
of Theorem 2.2.4. Then 
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=lim inf sup OO | a.S. (2.2.46) 


I>% O0s=tT— 
Remark 2.2.7 It should be mentioned that (2. 2. 46) is for the 
one side values of the increments, and we don’t know whether it 
holds or not if the one side values are taken by the absolute ones. 


Proof First we show that 
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If (2. 2. 23) is fulfilled, the proof of (2. 2.47) is similar to that 
of (2.2.22). If (2.2.25) is fulfilled, we let T, =e" (p>1) and 
A,={ sup oo (PG) =P) ae) rr). 


了 e poet ey 8 <a, 
Then T._./T.»0(no) and similar to (2. 2.27) we have for n 
large enough 
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It follows that yD = oo, On the other hand, by 
Slepian’s inequality, (2. 2. 45) implies 
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It follows from the Borel-Cantelli lemma that P(A,, i. 0.) =1, 
which implies 
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By Theorem 2. 2. 6 we haan 
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Since g (x) is regularly varying at infinity with exponent a, 
therefore a(x) /x7”? i 
by (2. 2. 25) 
ORT 25) 22 AE =) Za ja a/2 
aay) ~o(T,/ (log logT, Y) ~ \ T,/Clog logT,)” 
<c exp(—cn’"'), 
which together with Civ) implies that 
Y(T.) (20:(T,_ log logT,-1)->0, n>. (2.2.51) 
Putting (2. 2. 48)— (2.2.51) together yields (2. 2. 47). 
We are thus left with the proof of 
lim inf Sup RAs MPUGt+ar—-FU))ela.s., 


is quaSi-increasing on L1,°), it follows that 


which is similar to Sier 2 of the proof of Theorem 2. 2.4, if we 
note the following lamma. 
Lemma 2.2.9 Let (F(t) ;t220} be a Gaussian process as tn Theo- 
rem 2.2.7. Then 

P{ sup (P@+a)—P(t))<us(a) } 
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Lo i eee e 
| e 
a u u 
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Proof By Slepian’s inequality, we have 
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as desired. 


2.3 Large Increments of a Two-parameter 
Wiener Process 


In This section and the sequel of this chapter, we study the 
sample path properties of multi-parameter stochastic processes, 
which are much more complicated than the one-parameter case. 
The simplest multi-paramcter Gaussian process is the two- 
parameter Wiener process {W (z, y); (rsy) E€R°}. 

A stochastic process {W (x,y); (x,y) € R?} is called a two- 
parameter Wiener process if 

C) WR)E NCGO,ACR)) for all R= [zis z2) X Lyi y2)s 
where ACR) = (r: — xi) Cy: — yı) and W (R) = W (225 2.) — 
W (201592) -W Carry) HW Cry), 

(2) W (0,y)=W(z,0)=0 (zr yER’), 

(3) (W(x, y)} is an independent increment process, that is 
WR). WCR,) n=2,3,.) are independent r. v. , if Riss 
R., are disjoint rectangles, 
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(4) the sample path function W(x, y;w) is continuous in 
(x,y) with probability one. 

The moduli of continuity of W ( +, * ) were obtained by 
Pruitt and Orey (1973) (cf. also Section 2.5). Here we only 
study the problem on how large the increments over the rectan- 
gles with area ar can be when T—>œ. 

Let O<arST and br©T™ be two non-decreasing functions 
of T, Dr=DrCbr) = (C(x, y) sryST,0Sax, ybr}, and Ly = 
Lrlarsbr) Cresp. LF =L} 人 be the set of rectangles R= 
Leis z) X Loi. ya) CD, (br) for which ACR) <ar(resp. ACR) = 
ar). Define 

6r= {2ar (logTar!+log ogbrar'? +1) +log logT)}~"”, 
Yr= {2ar(logTar’ +log dogbraz'/?+1)—log log logT)}- 2, 
Ar= {2ar(logTaF'+log(logbrar 2 +1)) y. 
We say that a function of T f(T)>0 is properly non-increasing, 
if there exists a non-increasing function g(T)>œ>0 such that 

(a) limp f(T) /g(T) = 

(b) For any e>0, there exists @,=0)(e) => 1 such that for 
any 1<(@<@, and A= 1, 


lim | SUP T Eel +e. 


Csörgó and Révész(1978) have discussed how big the incre- 
ments of a two-parameter Wiener process are. They proved 
Theorem 2.3.1 Suppose that Tar is a non-decreasing function 
of T and Oy is a properly non-increasing function of T. Then 

lim sup sup Ôr IWR) | =lim Supsup or IWC(R)|=la.s. 
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CR Pat 
. 108 « 


If we also have 


fees log logT 


一 co， (7.3.2) 
then limsupr... can be replaced by limp.a in (2.3.1). 

The detailed proof of this result can be found in Csérgo and 
Révész (1981), we don’t present it here. We pay more attention 
to the liminfs when (2. 3.2) is weakened. Here are our main re- 
sults due to Zhang (1997c). 

Theorem 2.3.2 Suppose that 

Ci) Tar ts a non-decreasing function of T, 

Gi) Yrisa properly non-increasing function of T, 
logT ar! +log Clogh;azp'/? +1) 


log log logT ai 


Cin) lim inf; 2. 
Then 
lim A |W CR) | =lim inf sup 7, W<(R)=la.s. (2.3.3) 


i -re RE Le. 
Before proving Theorem 2. 3. 2, here is an immediate conse- 


quence; 
Corollary 2.3.1 Suppose condition (i) in Theorem 2. 3.2 is ful- 
filled and 

Git)’ Ap is a properly non-increasing function of T, 
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Then 
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lim inf oe IWCR) | =lim inf supàrW (R) = 
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(2.3.4) 


where (r—])/r=1, i f= 6S: 
Remark 2. 3. 1 Corollary 2. 3. 1 was first obtained by Lin 
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(1984) for r= 00, 

The proof of this theorem is based on an inequality, which 
is an analogue of Lemma 2. 2. 4 and is formulated in the follow- 
ing way. 

Theorem 2.3.3 For any €>>0, there exist constants C=C €) >0, 
o= ule) > 0 and Ta=T, (£) 0 such that 

P {sup |W (R) [Kuai } 


expl —CTa;! (Q +logTar) Q +logb,az¥2)e-*/2t ) 
PATEN. 
holds for any uzus, TTo. 

At first we introduce some notations and state two lemmas. 

Let u=g(T) be the smallest integer for which 

ulogbrar 
and, for any integer q, let Q—=Q(g)=2. Define 
z=z (g) =z; lg T) Hale? G=0, +1, Qu), 
x,@)=27,0G,T)=jz.Q7' (=0,1,'), 
yS yT) = jarzr QT G=0.1,), 
and 
R;=R;(qd=R,(qg-0,0)=[0.2;] x [Osarz; ls 
RPO =Rilgsj DSR: + GG), yi) 
= { (x,y); (2-2) yy) EE Ry. 

Let Li (q) be the set of rectangles R; (q, 7,2) contained in 
the domain Dr <br). For any R= [ais z] X Lys yz] € Lr define 
the rectangle R(q) € L? (q) as follows; let m=1,CR) denote the 
smallest integer for which Zi Le T] and let jo0= jo CR), h= 
1,(R) denote the largest integers for which Zi (10) sl sy IS 
y, and now let 


Elg» 


Riq) SR, CG's fa ste) = Czy Cio) Yi Cio) ) ES LO,z,, ] X [0 GT2 |. 
The following lemma is due to Csérgé and Révész (1981). 
Lemma 2.3.1 We have 
Card Li (Q)S8Q°T az! (1+logTaz!) (1 +logbrar?), (2.3.6) 
ACR ° R€q))<6arQ™ for each RELI, (2. 3.7) 
where À is the Lebesgue measure and the operation “ ° ” stands for 
symmetric difference , 
ACR) =ar for each RE Lè (q). (2:3:8) 
In the proof of Theorem 2. 3. 3 the following result will be 
also used. 
Lemma 2.3.2 For any ¢>0, there exist constants C=C(e)>0, 
o= uo LE) >] such that 


P{ sup sup |W(Lz.2+5]XLy.9+t]) [<u (hh: "?} 
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for any £osyo 20, OA ST, OKA ST, and ureu. 
Particularly, for uuo, L157 2>>0 and xo. y0220 we have 
sup WCR) A YD 


RC{zxo,ro+ TX Ly y+, 
KS ee te 
之 eXpP{ 一 Ce "+0}, (2. 3. 10) 
where R= [x sz] 入 Ly syel: 
Proof Without loss of generality we can assume Lo 一 Yo = 


0. For a positive real number s and integer r, let s, =h, X 


s p {/2 . Also write R=2". Clearly, for each wE and yy 


rst [ixcd, we have 
|W Cr z+s]X[y,y+t])] 
S [W (Lr, Cz 二 5),] xX [ysy + ep] 


saa 


5 Sy |W LC T ilea he T | X [yey + aby 


J=0 


+ SW trail X Dox te I. C340 


j=0 
By Lemma 2. 2.4, we have for any fixed x,s, 


P { sup m IW Erse +s]X [y ytt) |Sus h") 


YET, PE 
erp | =C 72 十] 
2 


Hence, by (2.3.11) and Lemma 2. 2. 2 we have that for any u= 


os Xj22u,, 0h, XT, and integers r,/, 


wet} ie i 之 1)， C232123 


P{ s sup sup IW Cz, (+s). ]XLysytt]) | 


SILT OKKA 
<T, OKKA, 


Kuh! N hy +1/R)) 


exp | — —cR'| $ tj z+] we 
2 


i (2.3.13) 


Pt sup sup IW LCrts) 4552 t5)-4;411X% Losey tet) | 


ora] KEA, 
LT. ORISA, 


fi? 
<7 hy" ees? eee | 


KS T, T, oz 
Sexrp| -cze F+) | F+] ze | (2.3.14) 
1 ty 


and 


Ail? 


1/2 
P| sup, eN [WC es eX LYy, y+:]) (Sz; hy SI 


tye, OLA, 


xr? 
Sexp| -ezt Dally tija EF -| (C035) 
1 
By (2. 3.13), (2. 3.14) and (2. 3.15), using Lemma 2. 2. 2 
again, we have 


kes 


P| sup sup |[W(f2,r+s]XLy,yte]) | 


or ST OLEA 
Os yc OLISh, 


S hih)? (u VI + I/R + De ) | 


本 


Sexp{—CR?| + [it u'e 2 
i 


r 


T _ 
— scr( zt +1] (52 ball ee 4}. (2. 3. 16) 


Let xj= /2j7+u’. Taking R to be large enough implies 


=O 
ath ii ?| 去 “ne ie A ju? 
R VOJ 
J= È 
Í 1/2 ] 1/2 24 
whist + 2 k 2 Fs 
a 1 + 4 去 1/2 | 
a R 
1/2 


where A = 1 + ae 4237/2’ » and 


2 


= . x u 
Szr t <= ay (Aju) e = we“ TB, 
J=0 


J—0 


where B = nem 2 . Consequently (2. 3. 9) follows 
by taking e=u(1+e/2)? and u= 2u. 

Proof of Theorem 2. 3. 3 

For any RE Lr, the symmetric difference R(g) ° R(qg+1) is 
the sum of at most rectangles, say R(g) e R(g+1)=R? (q) + 
R® Ca) + R® (q) +R (q). Denote this class of rectangles 
R? (q) G=1,2,3,4) by Li (q). Since R(q)—>R as goo for any 

* 113° 


Rin Li, we have 
sup |WC(R)| < sup sup |W(S) | > sup sup |W(S) |, 
ii REL PS ,一 0 REE, $ 
(Anoe Er) 
where S is a rectangle with edges parallel to the coordinate axes. 
By Lemma 2. 2. 4, Lemma 2. 3. 1 and Lemma 2. 3. 2, we 
have that for any ĝœ>0, there exist constants Ca>0, +3221 such 
that 
P sup sup |W CS) |< za}? } 


RE Ip (g) SOR 
exp {—C:Card Li (q)e 72t), 25. LEI 
P{ sup sup|W(S)|<yi(6a,Q7!'27‘)'?} 


RE7 (ti) CR 
Sexp|—C:CardI} (q Hije 2/2” } 0 
for rÈ za, yix Noting that 
Card Ly (qti)<4 Card Li (gti), 
by C2: 3. 17); 022 3.184: (228. 19) and using Lemma 2:4-2 


again, we have 


P{ sup |W(R)| < ral? + 4) y:(6ar0- 2 | 


RE Fp j=0 
KS ~ 
exp { — Cal Card Lý (q)e-* et” 


ae 1 Ciki Cg + ier lero) 3:20) 


i=) 


Choose y;=(3i(2+0)+27)'? G=0,1,+), we have 


zal? + 4 D5 Hh barQ™ 2 


< za}? {1 + + 4(6Q- Lye S12- fa) 十 32a QT cs 2 


#=90 


ELLA 


Sra OHTA) Ha QBS OHA rak, (2.3. 21) 
provided that Q is big enough and r2=1, where 
4 一 4V6 D2 s B= 32>)" GD; 
further, by Lemma 2. 3.1. 


Card Lè (q)e 7 /+ 十 4 > ,Cardl,s (q + ie 2/40 


i= 0 
<CT az! (1+logTaz') (O +logbpaz e727 /2t, OR Mey 
Now given w= (1+6) 2x, we let (1+-0)2=u, and from (2.3.10), 
(2. 3.21) and (2. 3.22) it follows that 


P! Ba |W CR) l<ual!*} 


` z 
=exp| —C3Tazp' (1 +logTa;') (1 +logbpaz' )e7 GFHats |- 
The proof of Theorem 2. 3. 3 is now completed. 
Proof of Theorem 2. 3. 2 


This will be given in two steps. 


Step 1 If 
Tar! +logTar!) Q +logé;az) 
Civ) Ar= —— ~*~ hese e co (Too), 
then 
lim inf supédy|W(R)|<las., (2. 3. 23) 
了 -> co REL. 
where 和 一 《2arlogA7 一 
Proof If 
ces pel ar '+-log dogTay!+1) +log (logbrar +1) 
Toe log log log? i 
(2. 3. 24) 


then there exists a subsequence {Txu}, Tun * œ such that 


“Lo 


logT yar s tlog (logT xar, +1) +log doghy, ar Rig ae 
log log logTn 


lim sup = 00, 
NN-r oo 


(223-25) 
By Theorem 2. 3.3, we have 
P{ sup ôr |W(R)|21+e} 
REIT 


<cT vaT, (1 +logT nar, ) dogbr ar,” 十 1) 

2(1 +8) 

goin, 

Sc {T war, (1 +logT var, ) (logbr ari? +1)}-* 
X (log logT n) t" —>0 (N=), 

2d +e) 
ors 

lim inf supd+|WCR)|<lim inf sup Or, IWCR) |< +e a.s. 
-po RE Ly N oo RE aoe 


Cxnl = 


—1>0. It follows that 


where ¢ = 


Now, suppose 


logT az? + log (ogTar +1) +log(logbrar!* +1) 


log log logT < 


lim, sup 


Without loss of generality, we can assume that for some 0<r, < 
OO y 
Taz! (1 +logTar!) (1 +logbrar 7 )<S (og logT)’ (T>0). 
ATS: 
Dr Dr» Dr = (Carry) 05 
as ySbr ,TYE 2T,}. Let ll, be a polygonal line between the 


Let T,=e" (p>1), Dr = 
curves ry=T,, ry=2T, with edges parallel to the coordinate ax- 


es and vertices on ry =T,„, xy =2T,, one of these vertices is 


(N 2T., V2T,). The polygonal line /, cut the plane into two 
parts. We denote the upper (resp. down) part by U, (resp. Vn). 
For any R= [ži a X Ly sy: CDr, » we have R Renan ore ? 


l 


= 416." 


nt] 


and there exist rectangles Rist, RC Dr» Ras 
+ RCD with disjoint interiors such that RQU, = Uj..R;, 
RAV, = UH R. We define W(R N U,) = J}. WOR) and 
WRNANVD= >} WR). Let 
raa RMU R= La 22] X Cy y] CDr AR) Sar} 
Obviously, {W CS) SC }n-1 are independent. 

Now, for any R=[2;, 22] X Eyi» y2] Dr , let M,CR) be 
the number of the vertices of RMV,. If RC Dr, or RC Dr, 
then M,(R)<G6. If (riy) E Dr ， let Cursu) s", Gaav) be all 
the vertices of Z,on curve zy=T, and contained in R with my <t" 
<L tr, then v, = T,/u,, a = u2 l ti = T, /u2 “Y, Since 
(ur — tui) Cv mvn D SACR), i.e. 21(1— 2 71)T, LACR), we 


have e< Tolg a +2 Gf k=3). It follows that 


M, CR)S2 (k -+H4) <S4log(1 +ACR)/T,) +12. 
So, in any case we have 
M,,(R)S4log(1+ACR)/T,) +12. 


Noting that W (R)=W(RQAU D +HW(RAV,), we have 
sup |WCR) | 
RE Lp 


a+) 


< sup |WCS)|+ (1log 


SE hp 


Feta} +12} sup Wie ,y)], 


n (x. WED, 


SE 
€ Lay, 


atl 


S, SEP MAE? | 十 (4log 


+ 1) +12 Sup |W(x, y)|. 


nt (ry) Dp 
n+) 


CA rae. 
By Theorem 2. 3.3, we have that for n large enough, 


IIT” 


. ay | ' 
Jas P| Alog ets | +12 sup òr |W(z,y)]>e 
o" n+l 
n l l hiiia TA 
<P{ sup [Wry)1>262T,) a} / PTH) | 
Eai 


&c d +log Gr, (27,) 2) expl A 
<el l +logbr ar +logay? | T) lie) 


fae 
X exp | 一 元 it dog lOpT a4) 


<&c (Clog logT nti) +logT,, Dexp {et PP / nP Cnty} 


Sente”. 


C203: 28) 


Then the Borel-Cantelli lemma implies 


lim sup | Alog 


Gr | 
a +l +12] sup Oy: <5 [W Cz, y) | 
H | lr yE Da f i 


LERS (2..3.29) 


By Theorem 2. 3. 3 and noting Civ), we have that for n large 


enough, 
Jait =P{ sup ðr (WCR)|<1+e 
J +1 Lee Bcl | } 
2 
>exp | —câr,, log logT, ,| » exp A ia 
=exp{— cAr" log logT,4,}22=(2+1)”, (2. 3. 30) 
] - 2 
where (= BEE 150. From (2. 3. 28), (2. 3. 30) and 


(2. 3.27), it follows that for » large enough, 
Jai :=P{ sup ðr |WCS)|<14 26} 
SE f 
i+] 
Edat J a oe lnt) entre’ ie (Zi 3- 31) 
Hence De = co Then the Borel-Cantelli lemma and the 


independence of {W(¢S) sSELr jaz, imply 
© 118° 


lim inf sup Or |W CS {<1 + 2e a.s, 2 


TnS SEL, ay 
From (2. 3.27), (2.3.29) and (2. 3. 32), it follows that 
lim infsup dr|W(R) |<lim inf sup Or IW CR) |<14+3e a.s. 
-ou ay NH— o T La. 


ndil 


The proof of (2. 3. 23) is completed. 
Step 2 Suppose condition (i) is fulfilled, and 
Gi)’ Y, := {2ar(logTar'+log(1-+logb T!) 
=log log logri y = 
is a properly non-increasing function of T. 
Let o=limr..a7r/T. If 
— Tar (logb?T i+1) 


ee log logT’ Se ee 


then 
lim infsup¥;WC(R)21 a.s. (2. 3. 33) 
Toco RE bey. 


Furthermore, if p<1 or Gii) holds then 


lim infsupd;W(R)21 a.s. (2. 3. 34) 


E 
Proof Let L=L (T) be the largest integer for which we 
have 


TORI 
aY M"t''=T Mt! <br if p=1 (M>1). 
Define the rectangles 


S= S; TS [ar GGD] Gy] 


E a E TTAR Tit! l 
| T | br | a br |x FF | ol 


A EE SCO if eP=1, 
=Q, l,e, L, 
Then S,C Dy and 


<br if p<], 


= 一 一 


110» 


ACS) =ar(o<l), 
ACS) =ar 
If o<1, then 


E ee E ee ee 
1 a =T\1 i) =D» 1 二 0,1]1， yda 


L(T)> (oghT 1) /log 六 KTaz logit”. 


It follows that 
P! sup 7; W(R)<1—e}<P CY, sip WG, (T))<t—e} 


RE Lp 

<{l—exp(—(1—e)logA,) y t 

<exp{—cAjlog logT}. (2.3.35) 
If p=1, then LÈ (UogbrT P )/logM. Let 


Lz" (M) = hae i ; 


P D= [RODAR <5 a 


We have that for M large enough, 
Py sup rW REI—e <P LY; sup WS TOSI — e) 


REL; TiM) 
\ 1/2 加 
<{1-8| -a-o g) log") | 
了 
<{l—exp(—(1—e)logA,;) t+ 
Kex 


L+1 


a p|- i imlo logT }. (2. 3. 36) 
Let To>=0, T= (1 FAI (b= 2y then Ti t oo, and if & 
is large enough we have logT, = klog (1 +47) >k. Noting 
that Ar—>00, by (2.3.35), (2.3.36) and the Borel-Cantelli lem- 
ma we get 


lim inf sup Yr, W(R)21-ea.s. (<1), (C20 37 


上 -woe REL, 
Ti 


lim inf sup 7 W(R)>1—e a.s. (p=1). (2.398) 


kw co r + 
RE "Ti (M) 


«120: 


Let 


Lr k) = (R;:RODr, i ACR) Sar, ar }. 


k 


For any T>0, there exists k such that T< TXT., then 
sup YrW (R) sup YW (R)—4 sup %r}WCR) |. 
RE Lp RE Lp, RE hp (k) 
Noting that Yr is properly non-increasing and T/T} —> 1l, we 


have 


lim inf sup YW CR) 


foe oo 


RE Lp 
之 lim inf sup YrWC(R)—4 lim SUP ， a Yr IWR) |, 
oo RE EL, k+1 
(2. 3.39) 


Noting that ar ,,/ Car, —~ar,) > v k if kis large enough, we 
have 
(ar 


form 
ses ar) {og : 


br 


1+log th 


4+1 & 
1 ——— a 


Af 和 _logdr, i-l ) 
ar — är : 
A+] $ 


so dr 

ke] 

a 7 logAr, + log 一 二 log logT ipi 
丰 十 1 k up ur 

ec REE A P e+] k 


ary, log Avs 
0 (kc). 


ae 


+log 


+ 1 


By Theorem 2. 3.3, we have that for & large enough 
PI n Pies WOR) | >e} 


REL 


te r$ E by 
So 2a 1 | mal 1 十 log —— 
a 


Pad 


Piri OT, 


SE Ze = 
x exo} LTear ar og, | 


Elar” 


2 a 
<expd — 3E 一 一 此 log „jew A R Jo €2.3.40) 


2 +e Hia i 
Then the Borel-Cantelli lemma implies 
lim sup sup r |W(R)|=0 a.s. (2.3241) 
heeco REL k) PEI 


Combining (2. 3.37), (2.3.39) and (2.3.41) yields 
lim inf sup rW (R) 


{eon RE Ly 


之 lim inf sup Yr, WC(R)21—ea.s. (p<1)., (2. 342 


ko oo RE Ly 3 
Similarly, 
lim inf sup 力克 OCR) 


To RE Lp CM) 


Slim inf sup %WC(R)el—-ea.s. (p=1). (2.3.43) 


fee RE Lp ` (M) 
If excl, (2.3.42) implies 
lim Se YW CR) lim inf up yA (RI SL a (2.3.44) 


fc REL! 


If p=1, by (2.3.43) we have 
lim inf sup 71 WR) 2lim inf sup rW ( 民 ) 之 1 一 ea.s， 


TAN RE Lp 
OE 15) 
Hence {2.3.34) (p<1) and (2. 3. 33) is proved. 
Finally, we suppose p=1 and (iii) holds. We know that 


sup ¥,W CR) 

RE Ly. 

= sup ¥;WC(R)—A4 sup ¥r|WCR)|. (2.3. 46) 
REL)" (M) REL, CM) 


In (2. 3.36), we choose M=My=exp(A}*}. Then 
P! sup ¥;W(R)<1—e} 


RE Ly * (My) 
<exp{—cAflog logT}. (2. 3.47) 
By Gii), there exists r>>1 such that for T large cnough, 
© 122° 


loghi T + 12 Clog logT)’. 
Theorem 2. 3.3 implies that for T large enough 
P{ sup IWR) |e} 


RE Lp (M.) 


<cM; po 1) (logbrT 71 +logM +1) 


xexp; 一 aa Fe gMslowS,| 
~T 2 
<M; (logMy+1) (AZ +logM, exp | — se MrlogĂr 
<exp(— Mr) 


<exp{—exp((log logT)?°")} 
<exp{— (log logT)*}. (053: 
Combining (2. 3.46)— (2. 3. 48) yields 
P { sup%,W(R)<1—5e} 


RE Lp 
<exp {—c klog logT }+exp{— (log logT)?}. (2. 3. 49) 
Noting that Ar—oo and logTi k3, (2. 3. 49) and the Borel- 
Cantelli lemma imply 


lim inf sup ee WR) 21l—Se as. (2. 3.50) 


kaco HE ig 
Ty 


From (2. 3.42) and (2. 3.50), it follows that (2. 3.34) holds for 
P=1 if Gii) is satisfied. 


To finish the proof of Theorem 2. 3. 2, it suffices to note 
that condition (iii) implies 
log (1-+logTar!) 
logTaz’ 十 log(logbrarl22 十 1) 一 1og log iar EE esos 
| C7351) 
which together with the following fact 
log(1+logbrar!?)<log (1 +logé;T~*) +logQ +logT ar!) 
implies that 7./¥%,—~1, Yr/ðr—>l and conditions (iv) and Civ)" 


ae BA Be 


Proof of Corollary 2.3.1 Suppose that iii)’ holds. If r> 
1, then (2. 3. 4) follows from (2.3.3). If r=1, then with 
log logT instead of Ar, (2. 3. 4) can be obtained along the lines 
of Step 1 of the proof of Theorem 2. 3. 2, where only (2. 3. 30) 


shall be modified as follows. 
Ps sup {2ar , log log logT 41)? |WCR) |<} 


REL 
Tat 


Sexp| 一 C， exp] —e'log log logT ,+1 
log (Ar log logT’.+1) 


log log logT,„+ı log log logT w+} | 


Sexp( —c (log log7 41) “log logT 41} 
(nt), (2.3. 30)" 


2 


,___2e 
where € Spe 


1 
之 exp | 一 C， expl ( is) log log logT’.4, 


From the proof of Theorem 2. 3. 2, we get the following 


corollary. 
Corollary 2.3.2 Suppose that the conditions (1) and (ii) of The- 
orem 2.3.2 are fulfilled. If (2.3.51) holds, then 

lim oe ¥+|WCR)|=1 a.s- 


Poco 
Furthermore, if lime an <1 or (iii) holds, then 
lim inf sup YrW (R) =1 a.s. 


T 
Conjecture We conjecture that if the conditions in Step 2 G.c. ; 
(i), Gi)” and Civ)’) are sastisfied, then 


lim inf sup 71 IW CR) | =hm apf sup ¥,~|WCR)|=1 a.s. 


fo KREI RER 


Theorems 2. 3. 1 and 2. 3. 2 can be extended 10 a two-param- 


eter fractional Wiener process, and the two conditions that ar 


sae 4 


and 7ar are non-descreasing functions of T and that 8 or risa 
properly non-increasing function of T can be removed. 

Let {Z(z,y);xz, y0} be a two-parameter fractional Wiener 
process of order a(O<a<1), i.e., it is a real valued Gaussian 
process with mean zero, Z(0,0)=0 a.s. and the covariance 
function 

EZ EEE VA ees a) 
= {fal + fe 1? | coy R Lyn | bye 1 — [ye — yy fd 4. 
It is obvious that ZC * , + ) is a two-parameter Wiener process if 
a=1/2. Now, redefined ôr and Yp by 
Or = {2ar CogT az! +log ogbrar’?+1)+log logT)}> 
Yr= {2af (logTar'+log(logbrar 7 +1) —log log logT’)}71”, 

Zhang, Lu and Wang (2001) obtained the following results 

on the increments of ZC», ), 


Theorem 2.3.4 Let 0<arsT and br> [T be two functions of 
T. Suppose that br is quasi-inereasing. Then 
lim sup sup Oy Z(R)=lim po 


REL 


Furthermore, if the condition (2.3.2) in Theorem 2.3.1 is also 
satisfied, then 


lim sup ôrZ(R)= lim ye IZ(R)|=la.s. 


Te 


Theorem 2.3.5 Let O<ar<T and br> /T be two functions of 
T. Suppose that br ts quast-increasing and the condition (tii) in 
Theorem 2.3.2 is satisfied. Then 

lim inf sup YZ (RK) = lim mp IZCR)|=la.s. 


Peo Reli 
The idea of the proofs of Theorems 2. 3. 4 and 2. 3. 5 is 


something similar to that of the proofs of Theorems 2. de da 


"Iaoa 


9.3.2 and 2.2.4. And the proofs are too complicated to be pre- 


sented here. 


2.4 Two-parameter Fractional Lévy-Wiener Process 


Let (XCr,y); 02, y<} be a two-parameter fractional 
Lévy-Wiener process of order a with 0<a<1, that is, let (X(x, 
y);0S zr y<} be an almost surely continuous, real-valued 
Gaussian process with mean zero, X(0,0)=0 a.s. and station- 
ary increments 

EX lasy D X (ray) PS a ar) 十 Cy, — yo? }° 

(2.41) 
for any non-negative z1, y1s£zsyz If a=1/2, then {X (rey) 0S 
xz, y< œ} is a two-parameter Lévy-Wiener process. A two- 
parameter Lévy-Wiener process is a stochastic process tL aes 
O<ir,yy<ioo} such that 

(a) 1.(0,0)=0, 

(b) LCx,y) is a centered Gaussian variable, 

(oc) E{L(ays91) —L Cres 2) P= (Cay ae? + Gi me Ps 

(d) the sample paths (x,y) ~+/.(w;2x,y) are almost surely 
continuous in (x,y). 

Let us consider the rectangle R: =R(s,t,u,v)=[s,s+t]X 
[u u +v] CR} for all s,u220 and t,v>0, and define the incre- 
ment X(R) of the two-parameter fractional Lévy-Wiener process 
on R by 

X(R) s=X(RGyt,usv)) 
© 126° 


=XGsttyutv)—X(s,utv)—X(st+t,u)+X(s,u). 
Using the property (2.4.1), it is casy to see that the standard 


deviation of X CR) has the translation invariance with respect to s 


and w. Put 
SG@,wI={(ECX(R(5,t,u,v)) P PZ., 
For OKT <2, let Ay and By be non-decreasing continuous 


functions and let a; and 6; be continuous functions with Oars 
Ar and 0<br Br. Denote 


Gr=| A ary} (= "yaj, 


ar by 


Br= {2 dogGr+!log logA;+log log Br) p172 


and 


D, (Ar By SAT sbr) 


= S |IX(R(s,t,u,v)) | 
up su sup su ` 一 二 一 一 ， 
OL A, — ay OKSA OU iy. — by Oued, S Car bo) Br 
X CRCS, aT, br 
DiCAr, Bryar by) = sup su [XCRGs,arsusbr)) | 
OMSL Ap—ay. KULE -br S(arsby) By 


Lin and Choi (1999) proved the following result. 
Theorem 2.4.1 Let {X(x yY); 0S r, y<} be a two-parameter 
fractional Lévy-Wiener process of order a with 0<a<]1. For o< 
T<, let Arand By be non-decreasing continuous functions, and 
let ar and by be continuous functions for which 
(1) 0<ar Ar, brBr, 
Gi) when Ar is bounded, ar tends to zero, otherwise, 
lim inf; ..a;>>0, there is the same relation between Brand br, 
Ci) for some <c Ke oo, 

a 


. T A âr 
o<lim inf —<lim sup —<<cp. 
T— co Or 本 一 Fh 


Lhen, we have 


et oy i 


lim sup D,Ar Brsarsbr)S& 1 a.s. PAE OA. 
If, in addition, the following condition is also satisfied ; 
(iv) limp. .logGr/ Cog logA;+log logBr) =~, 
then, we have 
lim inf Di (Ar Briarsbr) 21 a.s. (2.4.3) 
Therefore, under conditions (i) —(iv), we have 
lim D, (Ar > Brsarsbr) = lim Di (Ar, Br,ar ,br) =] a.s. 
Remark 2.4.1 From the above theorem, when Ar, Br, ars br 
all tend to infinity, we obtain the large increment results for 
{X(z,y)}; when Ar, Br are bounded and ar, br tend to zero, 
we obtain the moduli of continuity for {X(z,y)}. 
Example 2.4.1 Let {X(r,y); 0r, y<} be a two-parameter 
Lévy-Wiener process with a=1/2. When Ar=T, Br=T*”’, ar 
= JT, br= VT /2, conditions (i)— (iv) are satisfied and fr~ 


CslogT Y's Stam b= 9 BV 5 Tcl, (2.4: 15): below). 
Hence we have the large increment results 
li IX(R(s,t,u,v))| 
im sup sup sup sup Togt) 


T> oog set — YT OKT pur’? ST /2 OSvE VT /2 


ERGs T ues T 
=lim sup sup oT 


Prog sr -ST ota?! JT fe 


一 V3(3 一 W5) as. 


When Ar=Br=1, ar=1/T , br=1/2T , conditions (1) — Civ) are 


also satisfied and Br~2(logT Y2, S(arsbr)= V 3-75 TO. 
Hence we have the moduli of continuity 
PAO Gist aes) | 


lim su SU sup sup =m 27 Py 1/2 
T- er ere eon Qui lT Os vel 2 人 (logT) 


= Izo 


=lim sup sup JEST wT /2))| 
Too sl —1/T Ocul 1/27 1 log?) 


=2V3—J/5 a.s. 


The following Lemmas 2. 4. 1—2. 4. 4 are essential to prove 
the theorem. Let Z= {t;t= (ti, stn) ,a:St;<Kb;,i= 1,250 sd} 
be a real d-dimensional time parameter space. We assume that 
the space @ has the usual Euclidean norm || + ||. Let (X() st 
€} be a real valued separable Gaussian process with EX(t)= 
0. Suppose that 


O<supE{ X(t) }i=: Te 3 T0; (2. 4. 4) 
and 
EXM — XG) pt—s |), (2. 4. 5) 


where ¢( + ) is a non-decreasing continuous function which satis- 
, 2 
fies | gle” dy< œ, 

Q 

The following Lemma is a version of Fernique’s inequality 


(Theorem 1.1.3) (cf. Choi and Lin 1998). 
Lemma 2. 4.1 Let (X(t1);tE€ Z} be given as the above state- 


ments. Then, for A>0, 1>} and A> v 2dlog2, we have 
P {supX (D Sal P + VE + 2A Va ay] | 
{EG 0 


d 
=1 


< (at + B| eo V 1] |e", 


where B= >, exp to OR 

Proof For each n=0,1,2,., set €,=A2~",, A>0, For k= 
(hiss gka), where k=0,1, ,hk : 一 (已 一 ae i=1,° 3d 
define 1? 一 Ctik stet stak, ) in 2, where 


(a) — - 
tin =a;k;€,; r=1,°*",d, 


$ 


se A 


Let 


A, = (supX CD > a0 + Ie ah 
kem = k=0,°°"°; aot = (klns sdn)?’ i 


m=] 


By induction we have 
ELA) = CAA 
SPCA,-)+P(ANA. | 
SPCA,-2) + PCA, NA- + PCA, MAS 


which contains N, : = LT. points, 
N, < TLE — a) /A | 
Then the set U.S, is dense in Z and S,CS,4,. For x 之 1 and A 
> /2dlog2, denote 
tm= LAK V d en)?" , ml. = 
For m=21, let 6,=2°°”*. Then S PCB) + PR: {| Bi), 
oC 2 +1) (Ou— On 1): where 


< PC(A,) + S Pca, MA 
n=] 


(2. 4. 8) 


Thus Bes = j 
À IRA 220}, B, = (supX CO) = Dj tn} , N 之 


r 1 


2 ey OST Jd az? ‘yon 


Now for n1, we have 
m= 1 
l Ps (1B 
= = rAd) 9 Vd A2 om) (24 2 十 2)(0 — On-1) 
i =p (supX (D) > a mens sup X(s) < Ta } } 


< Vz DAD | HV IN2 dy 
" < P{ U (X0 > ee NU (Xe)< eee 
res. m=] sE Sa] ai 
< (2V2 + 2)z4| al ae “\dy, (2. 4.6) | 
| SP U U X(t) — Xs) Sx 
Therefore, by (2.4.6) we have i CE Sa Sn] E Sa] i a "| 
It-sl< Vde 
P [supX O > a|r + 272 + DA| HVA dy} | | eS > Peo =*eSer (2.4.9) 
€ ES] 
lel vae,, 
< P {supX (f) > cP + 3 Ral But by the assumption (2. 4.5), we get 
EIX (H XG)" 
= P {max supX (£) = zľ + A 
n20 reS, r | <p’ (ll t—s |] \<e?( y d ena), nl. (2.4.10) 
< limP {supX () > WA a (2.4.7) Hence, noting A> /2dlog2, r>=1 and the fact that there is only 
Ae es m= 1 . 。 
For n>20, let | One point sin the set {s€ S.-i; || t—s || </de,_,} for any tE S, 
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e Isi” 


—S,_,+ it follows from (2.4.10) that (2.4.9) implies 


Tn 
PENES plNon> | 
VRS Be ge ST e) 


le=sil & Vd e 


村 一 1 


d 
<|I[ 4 “le P(N) > — | 
í n=l 


— ĉi) P{N(0,1) > Ax2"”?} 


ny a b; — a; ] _ A2r22"—!1 
a2 1 Bae 
:=1 2 区 
d 
z l {| a i | 22 de d ~- (AZT 1/292 Ae el 
ZV T \ i=l T 
d 
l Il bi — a, 2ndiog2 一 2 1A? + 1/2 4-2" /2 
24 K i=] A 


d 


< | | | 


b; — a —x?;2 
a a 
where N(0,1) denotes the standard normal random variable. In 
particular, if Aœ>0 is such that 


2 


2 
then 
20 d ae . 
> P(B, N Bi) < B| I V 1 ere, a 
n=] i=] 
where 


B= > /exp{ 一 PIA? — 2dlog2)} < co 


a=i 


On the other hand, 
P(B) =P {supX D 220 } 
tE 0 


d 
ak mA V 1} | PINO, > x} 
i=] 


92" 


d 
< 24| II (=~ y 1 ere 
From (2.4.8), (2.4.11) and (2. 4.12) we obt 
Il | b 一 a; | 
Uv) 


Thus by (2.4.13) the inequality (2. 4. 7) gives to 


P {supX (£) > z| T 十 《2.2 + DA| g Jd 22" dy] | 


d . 
< (27 + B)| IT {5 V 1 e 


i=] 


(2. 4.12) 


ain, for any n©œQ, 


P(A,) S (27 + B) 


~x*/2 


(2. 4. 13) 


This completes the proof of Lemma 2. 4. 1. 


Lemma 2.4.2 Let p>0 and let N, m and a be non-zero real 


numbers. Then there exists a constant ey such that 


o +(Nm+7)7 p f : a POIRET 

Va 24 Nan 2 p? (7 ) 7 | Vaf 十 {Nn -- ly)?p 2 d(x R 
(a+ (| Nm |+1)?p2}p? 

Spe ee es Py 

== fg a’ +(|Nm|—1)*p? 


Proof Set b=(|Nm|—1)p, c= [Nm|p and d= (| Nm | 十 
l)p. Then 


a Vatta? ; Va? +? 
a — 2a 
| pie | Vina 
Va? +d? + Var oe— Vatt 


一 
— 


a +6" “dC a 一 Ja? + b)*) 
Vu? +e" 
= saa 
Na? d? + lat b? —- fu? 
= + + aCe ala 一 fa? F Bye) 
a? +0? ee ve 
dig”) Va td? Verte Valte? dx?) 
a Va te? dz 


at 


Y at +a? +Y a? tb 一 Sira 


rt Vte- Vt aecy Pay r 
2 
Vatta Vat + e- Vite? diar 
ae dr 7 
=:I +J. 


Let us estimate an upper bound for 7. In fact therc exists a con- 
stant ci >0 such that 
Siad Matte VE pet Vat Vate 
eo J 
Water YE- Virt (r+ SEEK VETER 
Saj po z 
X (ve 十 在 一 Sa? +b dz 


Ki Ci ie (J@ + @ Va tte) Ya te Ja +8) 
a? 


Pate 


ere 
(2a(2e —]) ey] dz 


rapa ya a eee, 
OTF gay SE 
(ovVa Fd + JP + Aue +e t+ Va? PET 


2 
Cp 一 i ee a (d —c)(e— b) 
(a? + (|Nm| Ip 
a? -+ (|Nm| — 1):p’ 
As for J, we have, for some c >0, 


Vut + d° 十 Vu + p. Yu 十 c? r” 
J 一 一 2a jdz 
wk f 


TE 
2) = 
a aa (Ja F Ë — vate 
a? -H c 
— ¢ Ja +e*— va” Behe ys) 
A Ae ee 
pel Ve FE + VO 
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Enp 
E a Gn TE 

= 二 | 2|Nm| + 1 
Ja F Eida +a + va +e? 


ee tN | 
Ja? 十 c + Var ee 
=e Ca’ +d | 1} 
] | 
sere a a 


1 
+ a VS 


l 
PERENE Caren E 
Va tet Ja FE 
= (a? Fay ir 加 (a? + Pp’ 
SO Va Fe Ve pea O Ate 
(a? + (|Nm| + 1)" pr 户 
at + N'm’ p? 
Comparing the upper bounds of J and J, we have Lemma 2. 4. 2. 


= 2c, 


The following lemma can be found in Leadbetter et al. 
(1983). 
Lemma 2.4.3 Let (&:;3i,7=1,2,°+,n} be jointly standardized 
normal random variables with Cov lE; srp) =A? such that 

63 tak: MATTEL 
GPEC) 

Then for any real number u and integers Sh <l < Llan 
wid IENE loool San with fagn, 


a {max max &,/ <u} 


lenis / leg 


; | 
S (Btu) }* + », LA ‘lexp{ 一 EFA > (2.4.14) 


GDE) 


Loos 


where AF = At , and c=c (ò) is a constant independent of nyu, f 
and g. | 

In order to establish the upper bound of the second term of 
the right hand side of (2. 4.14), we establish the following lem- 
ma; 
Lemma 2.4.4 Jet {u}, $,f,g and À} be as in Lemma 2.4. 3. 
Assume that 

wr th ll |" tA’ GA's 

and set u= V (2—7)log (fg), where v and Ñ are positive constants 
such that 0<y<i(1—d)v/(1+4+6). Then we have 


t= D, | 好 lexp Sog , 


u? 
GPF) EES 
where Oo={v1—8) —9(1+64+4)}/{1 +) (1+8)} 0 and co is 
a positive constant independent of n, f and g. 
Proof Let a be such that 0<a = (1 +78—8)/ {G +H) (1 十 
ô)} <1. We split the sum > into four parts as follows; 


Y= © B I £ 
li l<j.j<eg 5 TAF bs 
ox ji ISL Jo< 7-7 ] 
re ue 
7 a. | 相信 | 全 Ea 
2 ISJ FR i l ar [Ai 
l= >L] te-s i> 0a] 
2 PY a | u? 
T Tpm | 
Sf Sj Se 1+ |A/ | 


|i— LP ILU] ř# \>[e"] 
u? 
aa > > | Ai? exp| — T? [ary | 


Wie’ Sf ISF Se 
l= SL 7 10a] 


一 :> 4: a 十 >， 十 Sas 


Now let us estimate each upper bound of the above four sums; 


196." 


2 <c(fg)'"exp| 一 1 Nog (fe) =c fg) PARDA) 
Se p J w18) OH (1-49) } =c(fg) 3, l 
>， XMc(fg)* erp — A 一 | 入 zz) 


LQ gd “exp(—(2 —plog( fg) —(fg) (2 一 六 logCrr)) 
CO 


SN? <of*g?exp -Dogg L plog 


<cf'Pexp! 一 i hlogf g “exp(—(l —g™)(2 —7)logg) 
A i A a J a 


> 9 <cfg'*exp| 一 Hogg] exp(—(2 —7) 0 —f"™)logf) 
Leg! HH-an fra el fg), 
We are now ready to prove Theorem 2. 4. 1. 
Proof of Theorem 2.4.1 Using the relation 2ab =a? +4’ — 
(a—6)*, we have, for all t,v>0, 
S'au) =2{2*-+u%— (27+ 0?)"}>0, (2. 4. 15) 
For integers k,j,é and r, let 
Arw ={T POS Ar <P OP Sar <0 ONS B <b OOS <P} 
for any fixed 0>1. We always consider such $, j» andr that 
Arn is non-empty. By condition Gii), we have 
630 <0’ c.f and equivalently, e5<j—r<e, 
for some 0<Ce;Sey<00o and esce; <o. (2. 4.16) 
By investigating the function f(r) = (x +1)/(z? +1) and by 
(2.4.16), we have 
GOO r= SO Oy 6, 
eo RELS O O n To (2.4.17) 
for some 0<c; Lc; < and 0<esXep <0. Moreover, 
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一 1L pg = 1/2 
Bi yi] (2 F f y1} | Hog log#~'+log log} | 


oe, i Ee i 
raa | 

= i P Brt (24,18) 
for all large RAZ. By conditions (ii) and (iii), Ay and Br are 


both either bounded or unbounded. In the bounded case, both ar 


y 1 | 十 log log#+log log 


and by tend to zero, and hence (and noting conditing (1)) we 
have 
jk+1<d, and r<i+1<d; (2a 9) 

for some positive integers di and d,. In the unbounded case, the 
limit inferiors of ay and br are larger than zero, and hence (and 
also noting conditing (1)) we have 

dy jmkti and d&r Si +l (2. 4.20) 
for some positive integers d, and ds. Next, we consider only the 
unbounded case. The bounded case can be dealed with in the 
same way. Noting that S(z,v) is increasing on ¢ and v and using 
(2.4.18), we can write 


lim supD, (Ar 3 Br sats br) 
joo 


[X(RGs,t,u,v)) | 
<lim sup sup sup Sik. =“ 
k— co LEE ZR+HIT EA, PE 1, OSS AL — En HY — bp D (ar sbr) Br 
(are d <rqt+l <<a. ovp 
Lj ree, 
p XR Gotu (At 
Slim sup sup sup - sup FTT . 
“eC dj loc sc Hn - 1 SE OP) Bai 
ae dst) gerce oai 
Kj re 


2.4.21) 
Let Cnty ;0 OLK KUKIT ,QO 
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Lup} be a four-dimensional set. In order to apply Lemma 


2.4.1, we put 
X(R(s,t,u,v)) 
er rata ee een 


AC 22)° 
Az) = SO, F) 9 z>0. 


Y CS ststusu) z 


Clearly, EY;,(s»t,u,v)=0, I t=supowmec,, EY rC stytesu)}? 
=], and further 
E(X CRs, t,t 901) —X CRs ote othe ¥2))}? 
<2E( (LX (sy +t 9, tv.) —X Cst tru: +2) | 
—[X (siru tv) —X Csu +u) |)? 
+ (LX Cso+t2,u2) —X (+2541) J 
—[X (5552) —X (sisu) ])*} 
S4E{ LX Csitt sui tv) —XG.thsuztv,) }? 
+ EX (51.4, tv) —X Gustou) | 
+ EX (sotto yt.) —X Cs, Hey su) PP+LX C5252) —X C5154) T? 
Llet tims o + Ca, +01, — ug — 2)? 
S162 {Vi st a at ye) Oe? 
Thus we obtain 


ELY Gy, sisti sv) 一 了 (sz slo sll, V2) ~ 


2 
Sp | (sı — s)? + Git)? + Cui — uz)” + TEET " 
On the other hand, it follows from (2. 4.17) that, for any given 


€ >0, there exists a small constant = Ce )>>0 such that 


2ST + DA| 202d 


== R af x 
(42 + DA| (2v 2 60/27 a Fydy 


eara 


<a VT 41a 242 80)" m 
E ae en ia alog2 
g! 
< 


where A is defined in Lemma 2. 4. 1, c is a positive constant. 


For any given e>0, take 0<e'<(2e. Then it follows from Lem- 
ma 2.4.1 that 


X (R(s,t,u v))| 
P| su su [XCRG,t,u,0))| 7 ` =>] e) 
ara E E SOP) Biji ae 
oigo ose” 


<2P | sup sup Yi Gsstsuyw> VIF Eul 14+ 5} | 


osc gl Oud — 9 ~ 


oxy? EAA 

<2P| sup sup Yi Gsstsusv) 
oxo — #7 l oxu — gT 
oid Ov 


之 V1 + Pael 1 十 (2v 2 + DA| (2802-”)dy| | 
Gi} 路 一作 1 4 
<| 写作 =a vij$ Ea 5g vill seve 
[Lc 1#- J 十 7 一 了 十 + 一 Hp jti- "kl) Ute 
0 “eng OED 


exp | 一 | 


which implies 


一 |XCR(s,t,u,v)) | 
P| sup sup ar Pe ar, <a, 之 十 e) 
à l=} 2 2 Os Pl oead) SO PY Bite 


oe Osu 


Then the Borel-Cantelli lemma and (2. 4. 21) yield (2.4. 2) since 
@ is arbitrary. 

Now we turn to prove (2. 4. 3) and consider only the case 
that A;and B; are both unbounded as well. Similar to (2. 4. 21), 
write 
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lim infD, (Ar ;Br,ar ,br) 


ee XROG Ou 0)) | 

>lim inf inf su su IXCRG F457) 1 

ai k> á d ee A e M g 5 (0 FOB: 
Sea) J rl+1 


eN 


— lim su u su RR = 
k eco Pa ,< g A g SCF) Beitr 


1-*o0 drt 


cI-rees 
=: J,—J,. 2.42 22) 
Imitating the proof of (2. 4.2) and comparing the ranges of t, v 
in the right hand sides of (2.4.21) and Jz, we have, for any €> 
Ü, 
J; KE a.s. (2. 4. 23) 
provided 0 is near one enough. Consider J,. For given large N, 
we define positive integers fa and ge by 
For p=0,1,"*, fy; and q=0,1;**, gr, we also define incremen- 
tal random variables 
X Rad) =X CRON PO. ,Noa0' ,07)). 
It follows from (iv) that, for any 0<ée <e<1, 
XIR uF 
人 
IX (RG; Caf) 
<P) ER tte OD 


<( 20 log (fuss) | 


X jr (R 二 二 ae 
<P{ max PCD) <a EIES 


(2. 4.24) 
Provided & Al ts large enough. Define the correlation function of 
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AAR g) and X pCR og) Í 
Àr Cpg, p sq')=Correlation (X „CR w) X Rpg dds 
PEP ,4 天 9 » 
and let h=p—p’,m=q—q'. By the relation 2ab=a’+b'— (a— 
6)*, we obtain 
[Cov (X pCR pg) X Reg) | 
LI (NAOH Nm 4+) — LNAO): + Nim’? 7} 
— {LCNAO)’+ (Nm Y [Nh + Nin — 7" PF | 
+> (NAO — OH Nn +0)? 2 -LON AY —0)? + Nin’)? ¥} 
— {LNA -FEN mh Y T= [LNA OY? + Nm — 0)? P| 
EMUN HOY + Nm +T- ENAHO + Nemo T) 
— {CNAP +0)? + Nmt Y — [NAY TO) + Nm — 0? P| 
VONKE Y? +N mE +0)? VONAGE + Nd 9? 
a | d(x**) 一 | d{2x**) 
VENRE? + (Nin! —F 9° 


inno? + mi? 
y 2 | | VONAB - PEHEN mE? i | i ae ) 
a wat lee 
Without loss of generality, assume that h>0 and m>0. Apply- 
ing Lemma 2. 4. 2 for a= NA#’, NAO’ —O, NhO’+@ and p=0, 
respectively, we obtain 

[Cov OX ip CRI aX je Rog) | 

ee, ANAE D Nine O00" 

SSC (Nh— 1990? + (Nm—1)*0" . 
Thus, by (2. 4. 16) and (2. 4.17), we have, for all large k Ad 
and N, 


hd 


{ (NA+1)°0%+ (Nm t1) 0 y0 


lAl Pg p 19 Sc {(Nh—1)°08 + (Nm 一 1)202 8S2(0 六) 
© 142 ° 


ACNAO + Nm’)? 918" / S268) 

<cc; th” Clea Nh + Nm) yo? 

L +m?) hm L Gim) 
where v=]—a>0. In order to estimate an upper bound for the 
right hand side of (2. 4. 24), let us now apply Lemmas 2. 4. 3 and 
2.4.4 for 

Erd = Xj Ru) / SO), LSO, lss 9 一 0 1 5 grs 

| 
h=p— p'~0,m=q—q' +0, 


(1— ò)» 
1 十 十 人 


“= Us jtr T { (2—7)log(fyge) a ， = 2E < 


S= fis B= gi 
Then the right hand side of (2. 4. 24) is less than or equal to 
{DC ttr) } PtP et? elf pgn) 
for some 6)->0 and large k Ad. Thus we have, from (2. 4. 24), 
j 

Kexp{— c fst I (er +1) } Helgir)" 

SEC ~ 89 

ae my (2.4625) 
Condition (iv) implies one of the following conditions: 

(a) for any given M>0, k—j=M logk and [—r=M log L, 
Provided & AZ is large enough; 

(b) for any given M>0, k—j=2M logk and kM, provid- 
ed AZ is large enough; 

(c) for any given M>0, /—r2M logi and /之 MEkE, provided 
£ Alis large enough. 


If condition (a) is satisfied, we have 
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k - Mngk 1 -~ Miogi 


3 3 > Qo stk r) 


jad r=d, 


k=l f=} 


by taking M large enough. If condition (b) is satisfied, we have 
oo [k/M] k— Mlogè {+1 sa 
=] 


> > X Soe ae < DI T ston Psa 
red k 


k=l (=1 jad, 
by taking M large enough. For condition (c), we have the same 
convergence. Hence, by (2.4. 25) and the Borel-Cantelli lemma, 


we obtain 


Ii VI—E acs. . 2.4.76) 
Combining (2. 4. 22), (2. 4. 23) with (2: 4. 26) yields (2. 4. 3). 
This completes the proof of Theorem 2. 4. 1. 


2.5 Two-parameter Ornstein-Uhlenbeck Process 


Let X(€* ) be an Ornstcin-Uhlenbeck process with coeffi- 
cients ¥=20 and A>O. In Section 2.1.5, we mentioned that it is a 
stationary solution of the stochastic differential equation 

dX (1) = —AX (t) + (27)'7dW (t), 
where {W GD — 20 <t< c0} is a standard Wiener process. In 
general, the above stochastic differential equation with the 
boundary condition 
X (0) =X, 


has an unique solution 
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X(t) =e*{X, + eryf edw}, 


where Xo is a random variable independent of the process 
WC). This is an Ornstein-Uhlenbeck process with coefficients 
y and A which starts at Xo A two-parameter Ornstein- 
Uhlenbeck process (OUP,) is an extension of this one-parameter 
process. 

A two-parameter Ornstein-Uhlenbeck process {X (t,v);t2 
O,v-=0} ts defined by 


X(t,0) = eA (Xo + af [eazy }, 10,0 > 0, 
C2. S13 
where a>0 and > 0 are two coefficients, WC *, | ) is a two- 
parameter Wiener process, Xo is a random variable independent 
of WC +, ). This defintion was introduced by Wang (1983). If 
Xols a Gaussian variable, then X(€* , * ) is a Gaussian process. 


We denote 
Jd lie). = em| [ea zr,y). 
OY © 


Then it is easy to see that 

EJ isv) d Ce» ve) 

=e ty tty) R to) 。 Ce? M2? — 1) Ce? Ay)? 1) Cal). 
One can show that the OUP, is a process whose increments are 
neither independent nor stationary. On the other hand, for any 
fixed ¢> 0, {X (t,c);t220} is an one-parameter Ornstein- 
Uhlenbeck process which starts at X(0,c). In fact, 

Xt,c)=e X Wcert ad e)a 
and 207 (tse) =0- 
ELJ (tJ (tasc) JH EL Ga) J) J, 


where 


t fPutu 
十 AEE BOF CY 一 e")| | eTtmdW (zr,y) 
Ov tr 


| — ~ 2fe t i t fv 
Ji) = N Lef e“dW (s). + e “to POFO CT — e”) (1 一 e| | etdW (x,y) 
6 Ov 0 
So, {X(t,c);t220} has the same distribution as the distribution a greet note TL cert Prd (ay) 


of the one-parameter Ornstein-Uhlenbeck process: 


t+s fv 
ae RG a aa asia a om) | | dm sys (25.3) 
X(t)! = eX (Oye) +o | e"dW (s); t00 ido 
0 


| where R(tss,v,u)=Lt,t+s]Xfvsvtu]. Hence 
Similarly, for any fixed ¢> 0, {X (c,s);s 0} is an one- | ECX (tts) —XG,u)) 
parameter Ornstein-Uhlenbeck process which starts at X(c,0). =e (le “y? 
Wang (1983) investigated some Markov properties of OUP, in 


l | 
+t (=) (1—e  ) (1 —e 2 +1—e 7%} (9, 5. 
his paper. Chen (1989) studied the sample path properties of daß s i F1i—e™™} (2.5.4) 


OUP, by giving Hausdoff dimension of the graph and image sets Ana 
2 y — n7 2u 2e — an a2 fh 
of this process. Lin (1995 a,b) gave some direct depictions of EX*(RG 8,50) ) =e She elec) 
sample path properties of this process by establishing its Lévy’s + gape" ee ™) | 
a 
moduli of continuity and limit theorems on its large increments. ] 
pier ies ee ie a -2a _ ,—2py 
For simplicity, we assume that o=1, EX,=0, EX3=1, | TIa D G a Cae 
Eexp@Xi) < for any <<. Consider the increments ee (1 —e™) 
XG+s,v)—XG,v) + -i —e-%)2(1 —e-™) (1 —e-*), (22055) 
=¢7 t9 PC] eX, Aap 


It is easy to see that 


了 十 了 fe 
alt+s) By — aù ar + py 
i ee 小 fe B E(X(t+s,v)—X(t,v))? 
t+s fe 

T saad | [eran (x.y) | ja ME E O ETET) 

一 一 esn T St sy (ty CoE 4 | — ] 
and ete) (2—70) as sco 

XC(R(t,s vu)) a (t,5,v) to (sv) +OC?) as s—0, 
: =X (t+ssuvtu)— X tssuv)—X(tsutu) tX (tv) | 3 (t,v) +O(e-*) 二 Lae) 

=e "PNT j=} i and 
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EX’ (R(tss5v,u)) 


ip e’*_1)(]—e *)4O(su) as s~0,u—>0, 
Zi (2.57) 
a(t, v)+O(e “+e ~) AS -> co ,2 一 Oo ， 
where F (tu) =e?" mh pre-e“) Oe oy, 

Also, it follows from (2.5.4) that for small s 


ECX (t+ssv)—X U, RA) 


jazd 
Eo 一 59， 


and by symmetry of X(1,v) in tf and v, 


EX Gutu) XE a | at a 
for small u. Hence 
E(X(t+s,uvtu)—Xt,v))’ 
S2ECXG+s,v-+u)—XG+s5,u))* 


+2E(XG+s,v)—X,v))’ 


<2{{ +l Cs2 -二 zx2) 十 p 


which together with Theorem 2. 1. 3 implies that X (z, v) is 


almost surely continuous in (1,v). 
2.5.1 The moduli of continuity of OUP, 


Put BT 
o(s,v). It is easy to see that 
o(s,v) =ol(olt,s,v)) as v—> 0 
for any fixed 2220 and s>0. 
As for moduli of continuity of X (t,v) for each parameter, 
we have 
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Theorem 2. 5.1 Suppose that a, is a function of h with ar = 
olh?) as h>0 for any >0 and lim infraa >0. Then we have 
. |X cet+ts,v)—X(t,v) | 
lim Sup “OP sup ea e E a a a a 
A--O v0 Kta, VKA olt, h, u) | 2| log z blog iogoz (t, hv) | 

\ 


EN (2.5. 8) 
and 
pace ee ery _ 
lim sup i nal a.s. 
gs hv) {2 [log z blog logor? (t.ho) | 
(2.5.9) 


for any fixed v>0. 
Remark 2.5.1 By symmetry of X(t,v) intand v. We can write 
alternatively 


|X (t,vtu)—X C,v) | 


lim sup su su =] a. s. 
下 -下 it vey, de A v(t,U A) 
and 
: [X{t,v+h)—X(t,v)| _ 
lim sup -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 1 a.s. 
h=-0 0<v<a, v(t,v,h) 


Where v (t,v, h) is an analogue of the normalized factor in 
(2.5.8) and (2.5.9). 

As for moduli of continuity of X@,v) for both parameters, 
we have 
Theorem 2.5.2 Suppose that as and b, are functions of h with 
lim inf .oanbs > 0 and c, is a continuous non-increasing function of 
h with ce—0 and arb =0({hca) °) as h—>0 for any 6>0. Then 
we have 


[XCRCtys,v,u)) | 


lim Sup sup Sup Sup 4 Las. (2.5: 10) 
A-+0 Ota, O<issA O<v=4, Kury (2hc, log Che, )~ 137 
and 
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XCRG,A, | 
lim sup sup LE SURGES, xi a. S. C2 Se VD 
hee a OEK, (2heslog Checa) a 
In order to prove Theorems 2.5.1 and 2.5.2, we need some 


exponential inequalities. 


Lemma 2.5.1 For any 0O<e<1/2, there exist h=h(e)>>0 and C 


=C(e)>0 such that for any fixed Z0 and 0<s<h 


5 I AG 

í (sup Hirs" + 2log | loga, ‘(ft,s oe lT 

<<C exp 一 了 se l. Oa Sey. 

Proof Let 0<(@<1, 83> 0 be specified later on. Define v, 
and v, by 


o(s,uJ=0, k= kas kotli, 
where ko=[log(ds/28)/log@], and 
o(tsssur =, k=k), kit lanra 


where k, = [logo (t 550%, )/logé ]. By the definition, it is easy to 


see that 
vi 0 and zx 一 co as k—>oo, (25:13) 
Vi, Ue,» (2.5.14) 
=e st 1 <1 — es, (2-52.05) 
and 
Ie) Sle, (2. 5. 16) 


(2.5. 16)-and (2.5.16) imply that for kks 


ey ym ] — 了 2ra) efik 


>1- +i- 全 (2.5.17) 
Moreover, obviously 
TaT =g 25.07) 
and 
© 150° 


1 一 e Mi=] ein 


—i = = 285 4 4 = ‘oa 
a a 2441) (2.5.16) 


for kı, provided that @ is close enough to 1 since 
Jeo Pati 1 — ee 11 —e Ss. 
From (2.5.2) we have 


|X (t+s,v)—X Ct,v) | 
P {sup 0: (t,s,v){z*+2log loga;'(,s ye tze| 


< > sup | Cl em Flog logo)? | 


Up 4) SUED, OLiys<u) 


Ea | f 9 wre 
ae ee commas + 2€) Cx’ + 2log log2 >+ 
` lEs e p 
; F £ a ky = 
pa [soap ols, u) a (x + 2log log? +2 | 
` EREDA E ge 
efe ay 一 一 一 一 一 一 之 一 „2 ‘ k z) 
2s oe st) 7 (r? + 2log log@™)2 
E E ewl >(1 +3) (x: ~y} 
名 he ow) b 7 (z* + 2log log0™ )? 
SN | [Es(2,5,0) | 3el ，， oe 
ee joa, IOW as aOR 9 
i 
a (2. 5.18) 


J=1 
Estimate p, at first. By the assumption on X,, for s small 


enough we have 
= SIP ((e* —1)| Xa] SC +2e)as (z? +2log logô*)?} 
k =k 


sie oo 


IXa] De +e) Cx? +2log logO*)? } 


SDP 
kk, 

< > E exp| l =x] 
k=, 


2 


Xexp ' -+a +e) (x? +2log logO*)2 | 
<cexp | -4q teze) D 
bs, 


<cexp| =z C toze). (2.5.19) 


For p: we have a similar cstimation. 


Consider p. Let 
t+s fu 
Y@) = | | ethdW (rsy); 
9 0 
which is a Gaussian process with independent increments and 
EY o) = gg — DGD. 


Noting (2.5.16) and (2.5.17), we have 


<P sup Y@)] > > Ee, 
kz 


Ver SY, 


Xols VH ) Crs +-2log - 


<2 DA (Y (uv) \ /CEY?(%))? > >- (EY @)) 7 Feats) 48% 4) 


ky, 


K Ce™ —-1) tt +2log log0 | 


<c Sex| Fa ace “ei? (r? + 2log log)? | 


<c > exp £0, 十 2log log*)2 


=. 8asC] 
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<c exp(—2z’) (25:20) 
provided that s is small enough. For p, we have a similar estima- 
tion by using (2. 5.16 and (2.5.17) instead of (2.5.16) and 
ETD 


We now turn to estimate ps. Let 
tt+s (Cv 
pa = | | e"tdW (x,y) 3 
t Q 


which is also a Gaussian process with independent increments 


and 
2 = l 2at des ___ 28u _ 
EZ (w) = Tap. (e 1) Ce 1). 


Similar to (2. 5. 20) we obtain 


< SP] sup IZ@œ)| > 1 十 S entan 
k= 


Uppy SPY 


X sa 十 2log los0 | 


> fe? wz 十 2log logh | 


<c Dexp|— 5| Le a 和 一 一 (2! 十 2log logd-*)4 | 


(ZEAL) 


provided that 0 is close enough to 1 and 6 is small enough. 

For ps we have a similar estimation. 

Inserting these inequalities into (2. 5. 18), we obtain 
(2.5.12). Lemma 2.5.1 is proved. 
Lemma 2.5.2 Let a>0, 0<e<01/2. There exist h=he)>0 
and C,=C,(e)>0 such that 


p] |X +s.) — X(t,v) | 
ae aoe, iA 6, (t,h,v){2°+ 2log loge, '(t,h yaw ire 
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<el- Ea}, C2. ae) 


Proof Without loss of generality, we assume that 2°22. 
Let & be an integer specified later on and 
t,=[22’/hjh/2’, j= kkt ly, 
for any t220. Since X (t,v) is almost surcly continuous in @,v), 
we can write 


IX +s) Xav) SIX as) 0) —X ov) | 


+ > [XC 一 Sky+ U) 一 X ( (t + S)aejzs) | 


j=6 


T oS |X Ctas p44 ,Uv) B X (trj) |. Anse 23) 


一 全 


By definitions, for h small enough, & large enough and 0<s<h, 
o?(tes EES )a— te vA CL 2AM CHEN th 
<=) +e/2)atsh sv) y 


PEHD mtv LA (le LAHE) Chv) 


h 
Ey: 
and 

人 E S ANE ET 
0 sU) 9 


g 2 Chti, v)<27 (4+ y+1) spil—e <2 FIT (h, v). 


From these inequalities and Lemma 2.5.1, we have 


|X C+), ,v)-X Gv) | : | 
一 一 一 一 一 一 一 一: > 3 
P [sup ee ay o,(t,h,v){2*+2log loge, Ut hav) } [a 
<c2" Fexp| 52}, 


P {sup sup sup 


vie) OA dd O< A 


TACU F hat OE | 
25 haula + 2log loge, Uho) 
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> 5 


co 2 
-一 2e+j+1) 2 (1 Be lt 
<c 22 exp | | a x 


< c r x? > Q2etitDaxn (— glg titty 
2 
h 


provided that & is large enough, where we have used the inquali- 
ty bd==b+d for any b==2 and d==2. For the second series on the 
right hand side of (2. 5. 23), we have a similar estimation. Com- 
bining these inequalities with (2.5.23) yields (2.5.22). 

Lemma 2.5.3 Let a>0, b>0, 0<Ce<t1/2. There exist h=h(e) 
>0, d=dle)>0, C,=C.Ce)>>0 such that 


P| ship Sin: IAR Os Sass GG ee 
Ora Osh ob Oued (su) 
b € 
<C; pap d (2.5.24) 


for any x>>0. 
Proof Without loss of generality, we assume that x= 
V 2. Let & be an integer specified later on and 
t;,=(t2’/hJh/2’, vj=([v2’/d]d/2’, j=k,k 十 1, ， 
for any +20, v0. Similarly to (2.5.23), we write 
IX (RGsssusw)) |SS| XCR (trs (Fs) — trs vrs Cotu) —v)) | 
十 | 和 (RCTJ Hs) — (tF s)rsvr, (utu) — v)! 
|X CR (ty st ti vr Lutu) v) HIXCR O, svv —v)) | 
HIXCR(t,s, Cotu): (utu) — lutu) )) | 
SIX (Rs ts) — tiv (utu) — v) ) | 
+ > [XCR + Fe — (t+ sp vs, 


=0 


+ 
— 
CF? 
g7 

* 


(v tu), —v,))| 


+ SXCRG tern — teats CV +a), — v4)) | 


= |X CR CE, s,Ursu— v) ) | 
+/X(R(t,s, Co tu), utu—Wwtu),))). (2.5.25) 


Furthermore, by recalling (2.5.7), as 5 一 0 and u~0, 
EX? (R Gr, Cs trst, (VHA) S14. 274)? suto(su) 
EX? (RUF Jeg C+D ati Cv UT u)a—U4)) 
x PO PEFIFD oy oC ARTIF) oy) ; 
and 
EX’ (R(t,s vru —v))=2 tsu tolu). 
Therefore, for large k, small s and u, 


P up ERG GEU vi tuna) | 
| sup, a T (su) 


Steyr} <2 jexp | 一 iat}, 


P: sup sup sup sup 
WE 


IXCRCG tS page Xt +s Jija =S +s)ry Vrs CU Hu), —v,)) | 
> ar (2 GAL) su)? 


w 2 一 1] | 


> 
7 4 


oo 


l ab 
k+ f4+1) 
< > = sup sup sup sup 
TON te 2 hd olta O<issA Osfusibd End 
i= 


P| [XREF Sage Sirti m C+ Sirijo CV +a), 


' / 2 = j / +2 十 | 
—vg)) | erat ig atsu) 


Bee ai 
4(k+jy41) Z2k+j4+1 _2 
< <H? l exp | — w F 
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L menr . 


For the second sum on the right hand side of (2.5. 25), we have 


a similar estimation. As for XCRCtssSuvr u —v,)), we have 


P{ sup sup sup sup IE E MIs 


ae 
ee 
Osz tte LsL Ovh Lud (su)! 4 


ab _ 2 
k „2 ~y 
40 40° 7 | <e Se i 


For the last term on the right hand side of (2.5. 25), we have al- 


<2! eo exp aor 


so a similar estimation. Combining these inequalities with 
(2.5.25) yields (2.5. 24). 
Proof of Theorem 2.5.1 First, we prove 


lim Sup sup sup sup 
TD Ota, O<ossih 


OS) XG 0) | 
OE, h,v){2Cogh—!+log loge; Lr A Dy) aS! A. Se 427-5.26) 


Without loss of generality, we assume that a, is non-increasing 
for O<A<1; otherwise we consider a; = SUP], instead of a,. 
Let O0<e<1/2, 0=1—e. Define A;=@. For j large enough, 


using Lemma 2.5. 2 we obtain 


|X (t+s,v)—X(t,v) | 
. (sup ieee | oer, oi (Eho) (2 (logh; 十 Iog logor Ch oD j 


>1+e| 


CA 1 
C] h: exp | — 
i 


car logh7 "| 
— €/8 : 
<0, ity) fo OSC 
J 


which, in combination with the Borel-Cantelli lemma, implies 


lim sup sup su sup De Oe) 
J es beg tet oi Gilt, h;,v){2Clogh; “十 log loga;? EF koui) 


“ 1574 


<l +e a.s. 
Furthermore 


' |X(t+s,v)—X(t,v) | 
ee on tate i ol ,h,v) {2 (logh -log logoz!(t,h,v)) p 


<lim sup sup sup sup 


~ Ea = px” 
J v0 Ot ooh oe 


ite es one 


ree nee Se 


<=(1—e) es a.s. 

This proves (2.5.26) by the arbitrariness of e. 

Next, we prove that for fixed v>0 

lim inf sup Ce OTAG 

ho oziga, O) (Ës a.(tyh.v){2Ulogh !+log logoy'!(t,A,v))} 

之 1 a.s. 2 

Noting the fact that for any fixed v>0 and t20, 
o(t,h,v)=ololh,v)) as h0 

and recalling the proof of Lemma 2.5.1, we find that (2. 5. 27) 
is equivalent to 


bat 
lim inf sup [£< 2 


h0 Oa, olh, v) (2logh 
Put t;=thy ¿=0,1l,"*, i ¿= Lar/h]. Since lts hv) G=0,1, 
‘+ is) are independent, we have for any e>0 
z leah) 


+ a 
vet oth,v)(2logh |) os e) 


— Enh | _ | 
加 1 p de cae L eo 


=| (dt exp 0 = logs") } 


f=0 


PE <exp(—A”*), (2. 5. 29) 
Let he=k7!, (2.5.29) implies 
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lim inf Egh] 
het gers, olh, v) logh D 


TER EA n) | 
之 ] ee AAR 
peel o(hy,v) (2logh, ')'” 


之 1 一 E a.s. 
Hence (2. 5. 27) is proved. Combining (2. 5. 26) and (2. 5. 27) 
yields the conclusion of Theorem 2. 5. 1. 
Proof of Theorem 2.5.2 At first, we prove 
|X CR(t,s,v,u)) | 


lim sup uD sup sup sup eo a a. S. 
Of Qs Oveb Ou, (2he, log (her) AF 


(2. 5. 30) 
We also assume that a, and b, are non-increasing, otherwise we 
consider a; =Ssupsc.cia,and bi =suprcscib. Let 0<e<1/2, 0=1 
—e, Define A; by hjcs =, 7 一 0,1,… Then by Lemma 2.5.3 
IX CRt,s,u,u))| 


p4 sup sup sup sup 1 ee 
< 二 <h. OS uxt < = 
a ick ioe Frade OA (Fo Jog (A jen, hae 


by, 
<=C, —F—exp{—(1+edlog(h, Er) 2 


Ch j41€n. a ss 
一 一 一 一 一 一 (h, ch SC; DG 1)6/2 | 
j 


which implies 


你 (下 (人 SU 
lim sup sup sup sup sup AARU 5,098) | DI 
OO su SA. a i : > py 
VI hiha A, ES PSUS, (2A jea log Chjen, ) yS 
<1+2e a.s. 


Furthermore 


li XRC, mee | 
im sup sup sup sup sup —— ~~ 
— Q} Üs: tay QSA OS: rib, Oe, (2heslog hen)” ka : 


Tye, z ba = i --- 1 
lp Dosssh, DV T ep C2hica log Chjen ) 1 )2 


aa Es) ae 


<(1—e)77(1+2¢) a.s. 
This proves (2.5. 30) by the arbitrariness of e. 
Next we prove 
lim inf sup sup ECR EO a. S. ‘二 
he0 OR a, OURS, ne Lye 
Put t=ihy i=0; lss th := a/h |, v= jers J=HOsl seers a t= 
[b,/c,]. Then for any given e>0, 


RO a | 
P | max Oe (2he,logthe,)~!)?” <1—e 


; [XR shew | a 
<I] If 二 


< |] [[ {1 ~exp(—1 —e)log(he,) 4} 


=O jd 
<<exp{—tajn hea) ©} 
Kexp{— arbar her) “/2)} 
<exp{—clhe,)~*} (265.32) 
provided that A is small enough. Define A, by haca, =k *. Then 
(2.5.32) implies 
， ACRU hitt) 
lim inf sup E 
h-+Q Eu RVA (2he, log (Che,)~')2 
IX (R(t; ħa Vi Ch J) | 
之 lim inf max max 一 TI 
We Du Uh Ch jog ics, E ‘yz 
之 1 一 E a,. 5S, 5 
i. e., (2. 5. 31) holds true. (2. 5. 30) and (2.5. 31) together 
yield the conclusion of Theorem 2. 5. 2. 
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2.5.2 On large increments of OUP, 


In the above subsection, we saw how big the increments of 
OUP, would be when one or two parameters get small incre- 
ments. Now, we are going to study how big the increments of 
this process will be when one or two parameters get large incre- 
ments. 

Theorem 2.5.3 Let arbe a function of T with 0<arcT and ar 
oo as T-»0o, Then we have 


lim sup sup su 5 eyo Me the 
n Sup oe eee ay ogre, olt v) {2l log((T—ar)ar)+logr] y”? 


<1 a.s. (2. 5.33) 
where v=vV logv ! and log (T —ar)ar) means log (T —ar) + 
logar. If, in addition, there exists Ob] such that 


ar=o(T't*) (2,534) 
Jor any E>0 as Tc, then for any fixed v>0, 
lim inf sup eA U Pat O NO) >h] a S 
Tro 0<t<t—a, OC u) {2log ((T —ar)ar) p” 1+é 
(2.5.35) 
and 
ip sup TMNT an dL 51H)" gs 
6,(T ,v) {2log((T —ar)ar)) P7 \1+6 
(2. 5. 36) 


Let 6=0 in (2. 5. 34). Then an immediate consequnece of 
Theorem 2. 5. 3 is 
Corollary 2.5.1 Suppose that ar=o(T‘) for any e>0 as 了 一 
°°. Then we have 
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li | 
ae opel a, ae ae o,(t,v){2ClogT + logy) p? aie 


and for any fixed v>0, 
|X tars- Xt, v) | 


下 Z ~ = ł 7 ah 
ee a, (t,v) {2log7T }'” 
AT ,v) —~X(T—arz,v) | 
lim sup a SS 


ee oT,v) {2logT p 

Remark 2.5.2 By symmetry of X(t,v) int and v, we can write 
an alternative result for X(t,v-t+u)—X Ut.v) as we do in Remark 
Denes 

The following theorem is about the limit behavior of large 
increments of X (t.v) for both two parameters. 
Theorem 2.5.4 Letar, by and Vr be functions of T with 0<ar 
ST, 0<br SVr and ar>, br> as TOO. Then we have 
IX CR Gy | 


lim sup sup sup SUP SUP Fu) (2log TarVib Tn 
<l a.s. PARIA. 
If, in addition, there exists OSb<1 such that 
arbr=o( (TV r)**) (25250) 


for any E>0 as T+, then 


IXCRGyaryvsbr))| 1—6\ 12 
“ae 


(2.5.39) 


lim inf sup, oud g,(t, v){ Zlog(Ta,V, oe 


and 


lim sup 


IXCRCT ,ar Vr,br)) | o 
EG AISI A E a.s 
ree oT V+) {2log(TarV phy) } 


14o 
(2.5. 40) 
Similar to Corollary 2.5.1, we have 
Corollary 2.5.2 If 6=0 in (2.5.38), then we have 
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lim sup sup p ACRE siv,u))| =e a 
ToK AT Sh oey., tenet, clt v) {2log (TV; JI » O. 9 


lim sup IX CROG,aryv brd _, 
T-rooK KT Proceed, alt v) {2log (TV7) p”? ala 


lim sup A RC sar Vr L] 
Tes Pa T: Vr) {2log(7V py” ida 


In order to prove Theorems 2. 5. 3 and 2.5.4, we need the 
following continuity moduli results which can be proved along 
the lines of the proofs of (2.5. 26) and (2.5. 30). 

Lemma 2.5.4 For any positive functions hr, wyand Vr with Vr 
wr hr>0 and wr—>0 as TO, we have 
|X +s,v)—X (t,v) | 


ps Siero T 
v Kys "Ta (sho ,v) {2 log z tlog log 
r 


| 


oe see 
O» (t hru) 


S1 a.s., (2.5.41) 
lim sup sup sup su — XRG,swu)D] 

一 oo 0 之 {之 了 OSs hy Ove, oe { 2h yw, log(TV + fhywr) pees 
Slavs. (2.5. 42) 


The following lemma is a version of Lemma 2. 5. 1. 
Lemma 2.5.5 For any 0<e<1/2, there exist b=6(e)>0 and C 
=CCe)>0 such that for any fired 20 and s==b, 


LX (t+s,v)—X (t, v) | 
A (sup dltu) lr? + 2logv) 


>1+2e}<Cexp | eh 


Proof Observe that oi(t,v) defined by (2.5. 6) is increas- 
ing (non-increasing) on v if (2—e°°") /2a>2Bhe 2" ((2—e 7") /2a 
<2Re~*"). Without loss of generality, we assume that o,(t,v) is 
increasing on v. For any e>0, let @=@(e)>1. Define v, by 

di =o 
The number of v, is finite (say k is from ko to k,), since a,(t,v) 
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increases frome “to (2—e ““)/4af as v changes from 0 to œ, 
Moreover, define v, by stp p06, 15582), We put {v;,;k= 


kos*** ,ki} and {visk—=0,1,."*} together and get a new increasing 


sequence denoted by {vi;sk=0,1,.%}. By the definition, w< 


Xlog@. Let K=[28/log@]+1 and 
Y, (v) ; 一 | e")X, 十 | e“) 


i t-+s fu 
x | | e*tBdW (x,y) 十 gain | i le 
0J0 


0 


ky 
28 


which is an independent increment Gaussian process for any fixed 


t and s. Obviously 
e M EY? (DLI Gv LET v). 


Hence, recalling logz=log(z Vc), we have 


Vien KGa) | ) 
P [sup aaa lone 
<S\P siu IXa +s,v) —X(t,v) | 


» ia Lp rd i ave 
k=] vy, t Sy a} (ż su) (x +-2logv) 


= Ha LY, Cv) | | 
a Np ao Se 
<2, | a c(t, PN E +2logy, p OA 


点 一 1 


| +2¢| 


< > exp a a (1 +26€)07 (2? +2logvi4) 


ks] 


— (1 +e)log 


L 


10g0 


provided that 0 is near one enough. 
Proof of Theorem 2.5.3 First, we prove (2.5. 33). For 
any given h>>0 small enough, we have 
sup sup SiMe UT yy Aig), ep 


wo oxar 0,(f,v) 
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and further 


T ] 1/2 
0, (t,h,v) (log 47 tlog log AEE 
sup sup eT 


a im A 1/3 
ee Net gi (tu) {log ((T —ar)ar) +logu } me Sch 
(25:43) 


Hence, from (2.5.41) of Lemma 2. 5.4, we obtain 


lim supsup sup sup a AUD 
>o phd OLST s&h OCE, v) {2(log((T—ar)ar)+logv) }'” 


<ch™ a.s. (2.5. 44) 
Consequently, it suffices for the proof of (2.5. 33) to show that 
for any e>0, 

IXCG+DA,v)—X Gh, v) | 


= 


XC inl, 
UT ve sat oiii Oey 0 jh,v) {2dog((T—a, ar) t logi)” 


<1 Fe a.s (20045) 
where jr=((T—ar)/h], ir=[ar/h]. Set A= {T 30 Sart) } 
for some 6>1, = {k3 A, +O}, T, be such T that 7,—a 
max{T—ar;TEA,}. Then 


Ty 一 一 一 


li — OUT DR a Xha 
eR i ae cee oie omy GUT v) (2dog((T—ar)ar)+logv) pu 


Slim sup sup sup max max 
OD vi 0 TEA, OS IS fy ORI 


trey 
a, (jh, u) ada T ay Jap op 


Slim sup sup max max 
k -> oo v> 0 UST, oi ln 


hE a 
[CX CCJ+HA,v)—X CGh,v) | 


aC ih vio oe (CEL AO) lows) (2.5246) 
Using Lemma 2.5.5 and noting 
E(XG+s,v)—X Gv) P<ai (tv), 
we obtain that for large $, 
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P (su max max ee ee | x CGAFOAWI-X Chs) 
6 OSE gE tp Fy (jh sv) {2(log ( (7+ l AO) +logv) ye 


21 +2¢| 


ir, LETAR] 
$ ACEC FOR A __ 
So 2 P {sup o (jhyv){2Clog((j +1) AA) +logv) p” 


>1+ 2e! 
< Fh ' > exp{— (1 十 s)log((C7 + DARE)? 
j— ô 
0 (2. 5. 47) 


J=0 


which, in combination with (2. 5.46), implies (2.5.45). Thus 
(2.5.43) is proved. 

Next, we prove (2.5.35). Using condition (2. 5. 34), we 
have 


; log ((T—ar)ar) -l-8 
SS" Oe 
lim sup etl “i (2,548) 


Therefore, in order to prove (2.5.35), it is enough to show 


X T9 =A $ 
lim inf su A TA en y RA EE a.s. (2.5.49) 


vee ie: o,(f,v) (2log(T'/ay,))¥? = 


for any O<e<t1/4. Let Bu={T;khSarSkR+ Dh n-1ST< 
n}, a=inf larn — 1ST <n}, af =suplarsn—1ST <n}. Then 
|X (t+arsu)—X(t,v) | 


lintint.sup> ———_. a ae 
了 一 co es d (tv) Clog Fars 


Satai ; af |X Ct-bay,v)—-XC,v) | 
im in min inf sup = ——— r = 
So es 2 equ? Le res ae g,(t,v)(2log(T lar) y 


|X @+kh,v)—X(Ct,v) | 


ern CRRI (2log(n/kh))? 


—=lim inf min 


rhe OD tho EOS * ü 
a, fh 1 ih 
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X(t-+s,v)—X(t,v) | 
—lim s _ Xats) -XQ 
PE ey 07 (tv) (2logt (n—1)/a," ) 172 


—:7,—],. (2. 5. 50) 
From (2.5.44) and condition (2.5. 34), we have 

In<cch™ a.s. (2.5.51) 
Moreover, 


lliminf min X CG +1 kh v) —X Cjkh sv) 
mee h—icecat jh OSE OC GRAV) (2log(n/kh))? * 


(2.52) 
It is easy to verify that for large k 
E{X (G+ kh,v) —X jkhov) }{XCG+1) khv) — X (ikh v) L0 
(270003) 
for jÆi. Therefore, using Slepian’s inequality and letting G;G= 
0,1,.…) be independent standard normal random variables, we 


obtain 


XCG+1)kh,v) —X Cjkh,v) 
Seem os d; Cjkh v) (2log(n/kh))'”? <1 e) 
[a {R} , 
< pi a n)” 
i oot, odoin =Ni = 2log 4 
en 1/2 [n/2kA]+1 
< X [Fia<a-e 2log Fy | 
kh 
*=[a, Ah]—1 
pease /2kh 
< >; 1 — exp | — (1 — olog Fe) 
' kh 
t= [a /kJ—1 


Kn th lexp(— nee} (2.5.54) 


for 0<8<]—4, which, in combination (2.5.52), implies J, >=] 
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—e. Inserting the estimations for 7, and J, into (2.5.50) and by 
the arbitrary A, we obtain (2. 5. 49), and hence (2. 5. 35) is 
proved. 


Finally, we show (2.5.36). Let tp=1. Define ti by t=t 1 


+a,» R=1,25 nun 1}, Obviously, by 


condition (2.5.34), for RED, at for any 0< <1— b, we have 


ay, ~o(n’t*) and further 


2a, > 77 


ED, FED, 


. Put D,=({h; 


se at E max a, > +n 


g 3 
for all large n. Moreover, we have a relation similar to 
(2.5.53). Therefore, letting t =t (t) be a solution of t —ar =t, 
we have for n—1<T <n, 


[XtarwW—XOw I oaa al 
á | sup. Ci Ct <0) (2logT V7 ii Cl =? a ) 
X tar, v)—X CG, 也) | 


一 一 一 一 一 < 二 1] 一 E/2 
<P mos dy (tv) log (n/a, yas! os 


<I 
xp{— >} (a/n) 7} 


RED, 


<exp { —e/( mene a) vn 


] —exp | — (1 —eé/2)log 5 | 


i 


exp(—cnd YR) >0 (2. 5. 55) 
as noo, Hence, noting that 
g,(t,v)>U—e mm) /2aB=: a Cv) 
as {-*°o, we obtain 
|X(t,v) —-X(t—a,,v) |. (32) | 
Pi SP ZG log ada) = | ES 
> fd, _ 
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|X @+a,,v)—X(t,v) | 1/2 
na | 
=] 


as ! 一 co，Hence the proof of (2.5. 36) is completed. 

Proof of Theorem 2. 5.4 The proof is similar to that of 
Theorem 2. 5.3. We outline only the difference. 

From (2.5.42) of Lemma 2. 5. 4 and noting inf „o: (tv) > 
0, we obtain 

lim sup sup sup sup sup A (RD 

Too OST OLEA ONURV, Kuca Op (tv) (2log (TarV rbr) p 

Leh Aus: (2. 906) 

Therefore (2. 5.37) follows from 


lim sup max max max max 1X (RCjh ih rh ,ih)) | 
ieee spears OI Erry Ose. a,(jh, rh) {2log(TarVyb;) 3? 


S1l+e as. (225557) 
for any €=>0, where jr=LT/h),ir=[ar/h) srr=[Vr/h | lr = 
[br/h]. Let Ay={T30'Sar<et Ob <F*'} for some 1, 

={(k,1) Au ED}, Tu=sup{T;T € Ay} 9 Vr,=sup{Vr; TE 
Ay}. Then the left hand side of (2.5.57) does not exceed 


lim sup max max max max 
pees, ISI oie tl yp Orery Kw th 


[XCRCOR ih ,rh,rwh)) | 
oC jh ,rh) {2log(Cj+1) r+ IRON pp? 
Noting that EX?(R(t,s,v,u))<o,(t,v), we obtain 
P: max max max max 
OSI ois t yh OSS rp! ocd tl /p 


[X(RCh,ih,rh,wh)) | 
= 
oR CO DO DARED RE te 


“109% 


Ty Cat sa} Ty CARTS 


< 
j=0 i=0 r=0 w=6 
Bh A EE 
fT EA 
< > > exp{ 一 (1 十 e)log((C #1) Cr + DAY)) 
1 r= 


< ch 8 ge eat 5 > Cj 十 e Wem (r = 1)- oa+9. 


j=0 r= 


Thus, ustng the Borel-Cantelli lemma, whose generalization to 
the case of two indices is trivial, we obtain (2.5.57), and hence 
C2 0 

We turn to (2.5.39). From condition (2. 5. 38), (2. 5. 39) 
is implied by 


lim inf sup su _ KRGarv bD 
Pisui EN o<vev, ost v) {2log(TV r/Clarbr)) p” 


Let Banı (T ;kh Kar L (k +H1I)hkh, thbr SUH Dhm IKT 
m yn—1SVr<n}, an =suptarısn—1 KT <m}, a,=inklar;m— 
ISKT <m}, br =sup {brin —1 SVr <n}, 6,=inf {brin — 1 SVr < 
n}. Then 


之 le a.s. 


lim inf sup sup CRCtarynyor)) 
Pros OKT 0CvEVT a(t v) {2log (TV r/larbr)) p” 
之 lim inf min inf sup __ IXRU,kh,v AD) | 
ee dl TE Ba RS d, (t v) {2log (mn/ (kth?) ) y'? 
bh 1 fh 
RO a 
o,(t,v) {2log((m—1) (n—1) / (a bn) p 


—lim sup sup 
maa= OS fim o<y E, 
OSSA OSULA 


=: Ji— da. 
From (2.5.56) and (2.5.38) we have 
deh ars 
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As for dis 


本 X(RGkh kh, ith thy) 
p TE a A 
Lapis A oar m oma 8; jkh ilh) {2log Gan] Ih?) P 


b JAIKE" jh 
We can verify ihat 
EX CR(jkh,kh,ilh, Lh) XCRCpkh Rh qth Ih) <0 (2.5.58) 
for large k and/or 1,7; p and/or iq via elementary calcula- 
tions. The following proof is similar to that of Theorem 2. 5. 3 
(see (2.5.54)), and hence omitted. 
Imitating the proof of (2.5.36), we can show (2.5. 40) by 


using the non-positive correlation similar to (2.5.58). It will not 


be presented here, 


2.6 Kernel Generated Two-parameter 
Gaussian Processes 


In the previous section, we studied the two-parameter 


Ornstein-Uhlenbeck process (OUP,)X G,v) defined by 


X (tu) =e {Xi +o | eedwczy) a (2.6.1) 
ûs 0 
If X,=0, the OUP, X(t,v) can be rewritten as 


X(t,v) = | [coer pqW (x,y), (7.6.2) 
Oy U 
In Section 2.1.5, we have studied the continuity of the infinite 
Series of independent Ornstein-Uhlenbeck processes X( » ) de- 
fined by (2.1.22), which is the limit of the processes X( + ,n) 
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a eke) as n—> oo, Integrating the cquation (2. 1. 22) 


from 一 ce to ¢ we obtain that the Ornstein-Uhlenbeck processes 


X;€* ) can be rewritten as 
XG) = | exp(— À |z — s|) (27%) AW); i= 12， 


(2.6.3) 
where {W,(t); —co<{t<{0o} are independent Wiener processes, 


and hence we have also 


Xim) = > XG) 
k=] 


= |, exp(— Alt — s|) (27) "dW, (s). 
k=] ~~ 


(2. 6. 4) 
The latter has led us to study also the two-parameter Gaussian 


process 
Xv) = | | exp aGne — 2) OAW ary), 


(2. 6. 5) 
where Y(y) and ACy) are assumed to be positive continuous func- 
tions on [0,°°), and {W zyy) —~<z, y<} is a standard 
two-parameter Wiener process (cf. Section 2. 3). 


This brings us to the study of two-parameter Gaussian pro- 
cesses {X(t,v);tE R,vER,} of the form 


Xv) = | revr dW sy), (2. 6. 6) 
where the kernel function [(t,v;zx,¥y) is assumed to be square 
integrable in (x,y) on Ri XR and W(z,y) is a standard two- 
parameter Wiener process. Thus X (t,v) is a Gaussian process 


with mean zero and covariance function 
* 172° 


Cov(X (t,v),X(s,u)) 


=| | PerrpDPGsezyydzdy (2.6.7) 
We let 
Hilts) =E{X(t+s,0v)—X (tov) }?, (2. 6. 8) 
XRG ys,usu) =X t+s,uv+u)—Xt,uv+tu)—XUA+s,v) 


+X (tv), 
H} (tsssvsu) SEX? (R(t,s,v,u)), (2. §. 9) 
where R(tys,v,u)=(t,t+s]X[v,vt+u]. It is easy to see that 


TT? (t,5,v) 
= [F ra + soszyy) — Tv, zy)) drdy, 
(2.6.10) 
FRt,s,v,u) = TE a 


—~PQt,uvtiusr,y)—PU+s vr Yy) 
于 dd (2. 6.11) 
The following examples are immediate. 
Example 2.6.1 Jf P€t,u,25y) = xron lty), oct 
0, Kví, then 
X(t,v)=Wtov), 
H?(t,s,v) =sv,0&s<loo, 
Hilt S vu) =suy Os pu<loo, 
Example 2.6.2 If (ty rs y) = LIto pow (23.9) —tl po.ryx tol T, 
y), OStK1, OXv<oo, then X(t1.0)=Wt,v) —tW (1,0), a 
Kiefer process (cf. Section 1.15 in Csörgő and Révész (1981)), 
Hittss,v) =sC1l—s)v, 0SsX1, (Svc, 
HiCtss,u,us=sC1—s)u, 0551, 0Xu<oo, 
Example 2.6.3 If, with ~o<t<oo, 0<v<o0, 
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Fiv y) = cost]x cow) A @— 2) (27% Cy), 
where ACy) and Y Cy) are positive continuous functions on 


(0,00), then X(t,v) is the two-parameter Gaussian process of 
(2.6.5) with 


1li(t,s,vu) = 2| lej — exp(— ACx)s))dz, 
0 A(z) 
vtu 
H svu) = ?| Da — exp(— À(z)s))dz. 
, (x) 
Example 2.6.4 If, with ~~@<t<ico, KUA, 


2 


= > Wo 0 
k=0 


then 


x A 
H2(t,s,v) = 2 > Ro) 一 eao Z] i 


k=O 


= 7 Y 
Hi(tss,v,u) = 2 2 Aw 十 zw) — pau — ee *’) 元 ， 


k=9 


X(t,v) = > AX 


where {X, (t); — œ <t < co} are independent Ornstein- 
Uhlenbeck processes with coefficients 办 之 0 and 4 >0. 

The path properties of the process X (t,v) as in (2. 6. 6) 
were studied by Csérgo and Lin (1991), Lin (1991) and Csérgo, 
Lin and Shao (1994 b). In this section we present some large de- 
viation results for some increments of the process X(@t,v). Using 
these results we obtain some theorems concerning path proper- 
ties of the process X(t,v). For an early study of such processes 
we refer to Csérg6 and Lin (1991) and Lin (1991). For more 
general results we refer to Csérgo, Lin and Shao (1994 b). 
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Put 
H?’ (t,s,v su) = E(X (t+s,uv tu) —X (tv); 


= i | (PG Si aE © ies a Us Xs) 一 Pt,v,r,y))dzxdy 


(2. 6.12) 
and Ict 
PA BI= SUP 人 (sz 
We note that, by Theorem 2.1.3, if we have 
i ge-”,B)dy < œ for every B> 0, (2.6.13) 


then X(t,v) is almost surely continuous. Since we are mainly in- 
terested in studying moduli of continuity and other path proper- 
ties of increments of X (t,v), for the convenience of the state- 
ments, and for that of the proofs later on, we assume through- 
out the whole section that X (¢#,v) is a.s. continuous. Also, fur- 
ther we assume that H,(¢,s,v) is non-decreasing in s, H2,(ts55vs 
u) is non-decreasing in s and u, and that ar, br, cr and dr, 


17 \(t,s,T) and H2(t,s,v,u) are continuous functions of 全 ,yz 
2.6.1 Large deviations 


Proposition 2.6.1 Let ACR}, 5>>0, br 人 br. Assume that 
ECX (t+s,0v)—X (,v)) X t+5,u)-XCyu)) 
ZE(X (t+s,u)— X (t,u))? (2.6.14) 
for each vu and each t,s and that there exist positive numbers co 
und a such that 


Ais A 五 | (ts 
a. ee (2.6.15) 


5 Sì 


e i 


for each TE A, br 人 tb [Lss Xs). Then, for every O<e 
<1/(1+cl"), there exists a positive constant C (Ce) depending 


only on Q Cos € Such that 


P (su a [XC+s,7)—X,T) | 
TEA e pereh, pests, T(LI, Osso T" HHOH, Es T" )) 
>1+e) 
bo --—b 2 
<C(edgup| 2AT 1 exp =n (2. 6. 16) 
TEA So 2 


for each x21, where T* =exp{T;TEA}. 


Proof Before proving (2. 6.16), we show that for every 


fixed 1,s 
|XC@+s,T)-—X,T) | 2 
P (sup = FRG ay TER 5 >1}<sexp(—y /2 2-62.17) 


holds ture for every y>œ>0 and Hy (t,s,T"* )2H,(,s,T" ). 


Let Y(T) be a process of independent increments with Y (T) 


2X(t+s,T)—XU,T). Then EY(T)= Hi,s,T) and 

EY (TOY (T’')=Hi@,s,T') 

SEX ats T)-X0,T)) X ats, TO- XT )) 
for each T >T by (2. 6.14). Also (2. 6. 14) implies that 
H,(@,s,T) is non-decreasing in T. Applying Slepian’s inequali- 
ty, we have 


IXC@+s,T)—XQ,T) | 
P [sup H? s; T*)y 21} 
X(tt+s,T)—X,T) 
<P ue TGF x 2] 
(XG aT) 
sr i era A de 
+P {sup Fi} (t,5,T* )y >1} 
Y(T) —Y(T) 


-一 -一 一 一 一 一 一 之 $ 
<P [sup H; (t,s,T* SpE 1} +P {sup 


—______-__*_ “> 
TEA 和 yeh 
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IY(T)| 
SZP (sup is E at re Ge j7! | 


<8exp(—y’/2), 
as required. We now turn to the proof of (2.6.16). Let K=2” 


sitk 
ki 


Since we assumed X( * , © ) to be almost surely continuous, we 


and 


sof 2? , 7 二 0, 1 2，……. 


É AT 一 


can write 
IX@+s,T)—X(t,T)|<|XC@+s),T)-XG»T) | 
十 > |X (Ct 十 Slijt) X(t + SJs T) | 
j=0 
a > | 六 a yest): |'s (2. 6. 18) 
j=0 


By the definition of H,(t,s,7) and t,;,,, it is clear that 
Hie, Fs) t TIA tot, TO HH, (t, +s) —t, T) 
SH sso T) +H, so/ K,T) +H, tHs,s5/K. T), (2.6.19) 
(tt i (ET 
<2Hi(t+s, 50/2 T), (2. 6. 20) 
HC tee rs TT oA TD (2.6. 21) 
From (2.6.19) and (2.6.17) it follows that 


P| sup sup sup |X (+T) -X T)|/ 


TEA b TET Shy TO 


OG fa Carn A +H es 50/K fT +A. G+s5550/K,T” Vahl 


<Bx ge" sup| eH Gi Fl 
TEA So 


exp(—z’/2). (2. 6. 22) 
Similarly, by (2. 6. 20), (2. 6. 21) and (2. 6. 17) we have for 
tacher s0 
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| 一 1 
P ‘sup sup sup IXS DIX C+ aa TT) T e ott a H,G Sess Wako 2 一 | 
TEA b, pSTXb, PSs | jan 6 EZ 
OT eee oe ST Jz) 1} | + 2c > ， | rial Heel go) 
7 一 0 
Sx sup| SE"! 4-1} exp(—24/2)5 (2.6.23) § <( H, Gis THH, +s, es T" )) 
TEA 0 , 
j At 
Pop ai sup E AA a | «(20 十 3co(l + +3 De ELORE Pe 
{2H, (ty 50/2” ~ jz} l} 1 LRGs TO HH aHes T Haroz (2. 6. 26) 
iii n lam m i d 
<8 X 2? sup T+] exp(—z?/2). (2.6.24) i 
TEA 0 | 
| 中 十 了 十 
From (2. 6. 22)— (2. 6. 24) it follows that | 252 exp(— 23/2) 
J J= 
P{ sup sup sup |X(t+s,7)—X@,T)|/ co ee 
TEA bi KTR, 7085, = exp(— x? /2) > (2/e)? 
{CH rsl JAE, (tso/ 民 ,TIT HAH, CO+5550/K5T" x | j=0 
2 < Cledexp(— rx/2). (2. 6. 27) 
+j * ars * | © > 四 
2 2 eT | Combining (2. 6. 25)— (2. 6. 27) yields 
j= 
bnr pleup sup sup — XOS D-XE D| 
<8 sup| #7 So +1 ey b., a See, Uae se if; Sy,f ")+H,C++s, ES0 T” )} 
x | 2z exp(— T /2) + 2 >》12z exp(— x/2)} : | >1+e| 
j=0 | 
(2.6.25) | <C(e)sup Pet Ot 11 exp(—2?/2), 


Let c2=2?+2't'*?, Then by (2. 6.15), for k large enough and z 
>>] we have 
( CH, isd YHH (t45)/K ,T° YHH, C+s5,5,/K ,T" )) x 


as required. 
To study the increments of X(t,v) int and v, we give below 


another large deviation result for X(t,v). Put 


= Í ryt Rhy š i — Cy 2C: 
HRH G + 5950/2” 2 es seo? aTa Ha (tysy0,uyK)= 2H ¢ tys,u— es | 
J A 
Cy -ACT H ro 2 
<|” (t, wT He E | eG re ieee +2H | t,5; SUP Ue E =] +H: ty EPer l+% 
g ar 
+i ze] col Hsreso T" )) 2 +2H,[ ts, Rover 1+#)]. 
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Here and in the sequel, we write 77,(t,s,v,“4)=H.(,s,05n) if 
0, 
Proposition 2.6.2 Assume that H»(t,s,v,u) is non-decreasing 
in s and u and that for each t,s,azv>v >0 

EX(R(tss50' sa—v' IX (R(t55,u,;a—v)) 


ZEX?’(R(tsssv,a—v)), (2: 6. 28) 
and that there exist positive numbers co and a such that 
FST FESD 
E Kc Healt, Vt) (2. 6. 29) 


| 5 si 
for each OSs Ss Sar, 0Xv£&dr + cr, OSu<S2cr, |t| <b, 
Then, for every 0<e<l, there exists C(e) depending only on €, 


Cos Q Such that 


P: sup sup su sup XCR s300) ) |7 
Ssp 


O< ved, Lucey li| Zby OSs 

{H2Csar,v er(1+e))+3H2(t,ar.u—ecr, 2ecr) 

HIH: l rarsutHu— ecr, 2ecr) + Holt €ar,0—ecrsep(1+e)) 
+H, (t,€ar,utu—ecrser(1t+e)) 
+AH,Gt+s,€arsu—€arsey (1 +e)) 


FHCs year yu+u—ear ser +e) 2A +e)z} 


ia 
<c] mma (2. 6. 30) 


for each x21. 
Proof Let 


| EI ent? 
ay 


Peo 
QT 2° i + 


tts 
E | na 
ar 


ght j i 
viel z [Haje 。 


T 


We have 
|XC(R(t,s,v,u))| 
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<SIX(R C, +S atts (vtu) ov) ) | 

十 [有 CRG 二 sy +s) — (+s) uss CV 二) —v)) | 

+|XCRG Rtv (v+u) — v) ) | 

+ 1X (RG ssveu—v)) | 

+ |X (Risssutu,(vtu),—(uty)))| 
IRCRG Hs) v0 (utu) — v) ) | 

+ 5 IXCRCE + shej F shiy — E T shitt 


j=0 


ves (u + u), — v,)) | 


T `> IX CR (titi stir 一 brtjto Ue (v + u), — v:)) | 
j=0 


下 IX CRCt,s sUyUs—V)) | 


+HIX(R(t, sutu, (vtu), — (utu))) |. (2. 6.31) 
From (2. 6. 28) it follows that we have 
HiCtss,v,u)2HAiltysyv' sul) (2, 6. 32) 


for each v' Èv, v +u +u',and with the help of (2. 6. 32),we 
get 
Hy (tes Hs) tata uta) v D SH alts vu) 
Its, ts) — (Hs), vr Cotu) — v) 
+HH:(tsti— tvr, (utu) v) I(t,s, Vv Vv) 
+H,(t,s,utu,(utu),—(otu)) 
Htsyv uu) Hltysrvs us RK). 
Also, we have 


ii, Clits as j4i 了 (tsi C£+ 5) at j4i Us (vtu) — v) 


$ 


2 
+2 


ar 
<2H, ES Tae 


H, (ter j+1 obey j bat j+i ities (utu) — v) 
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<2H,\ t 


P | 
"72 aT UET | 1+ | |、 
Then, for every z>0 and x;>0, 


| | sup sup sup sup 
Cad, OR WR if | by, OF. Say. 


X( RG, + 5) — taster (Co + a), — vd) | ~- 1} 
x(IT,(t,s,u,u) + 71,,(,5,u,u,K)) a 


d. b | 
<1 x ars Ta} ( + ae (2. 6. 33) 
P| su up sup sup 
Osea Ogee, z| OSa. 


Dy TX(RE E Messi + Diay — EH rr 二) — v) | 


jee = >1| 
2 > rH + syar/2 oer + 2/K)) 
j=0 
dy \ { or = getlygttitl ~— 3272 
et ae 09/2, (2. 6. 34) 
Cr ar 


j= 0 
P| sup sup sup sup 


0 vE d pOur \s | Kbps. 


> ALR — tittr Urs 十 uy 一 v) | | 
了 一 他 a | 
2S) ama, az/28 “pscr(1 + 2/K)) 


i= 


dy. 
<4( il 


pr | k+l tji 2 

一 十 1 人 2. 6. 35) 
T = ( 

Let 2i=2°+2**7** It follows that 


DE < A A CD. 6. 36) 


J=0 
We now deal with X(R(tss,vsu;—v)) and X(R(tys,utus 
(u-+u),—(vt+u))). For each y>0 we have 
P{ sup sup sup |X(R(t,s,v,u, — v))} > y} 


Ox vead, Vt] sb poss Say 
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E: P| max sup sup sup |X(R(t,s,v, — v)) | > »| 
_ dr iy. (e+ den |t| <6, ‘Esa 
SISK 大 "x 
= 


[z] 
< > PY sup sup sup 


RE It |Eb 0E a 


x| R| nsn, EEPE -| > 中 


Kox 
(2. 6. 37) 
Let di= (i +1)cr/K. We show below that for each fixed 1,s 
XCRG,s.v,d;—v 
| 
<4 exp(— y’/2) (2. 6. 38) 
for each y>>0. 
Let Y (v) be an independent increment process with Y (d;— 
vIZX(RCGs5,0,d;—v)) for ier/KxuG+1)er/K. Then for 
each viv’ 
EY (d;—v)Y (di—v' ) = EY*(d;—v) 
= EX’ (R(t,s,u,d;—v)) 
SEX (R(ty5,0,d:—v)  X (Rts s,v' .di—v')), 


where the last inequality is from (2. 6. 28). By (2. 6. 32) we find 
that 


Halt fg Ly >M LE 


RK fy DROK (2. 6. 39) 
for each icr/K vu er/K. Using Slepian’s inequality and 
(2. 6. 39), we obtain 


P| 到 IX(R,s,v,d;—v))| | 
bop ET ep HR H, (Lys 一 Cr/ 天 2¢7/K) iid 


X(RGt,s,v,d;—v)) 
了 一 一 一 一 > 
SPE ssp Hi(tysyu—c¢r/K ,2cr/K) y) 


—XC(R(t,s,v,d;—v)) ~ | 
icp Rees E+ Deni fii (ty 37 一 C; r/K s CT /K) ies 
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+P] 


Y (d;—v) | 
< > 
SE l Pon H, (1 ,5, u—cr/K , 2c7r/K ) a 

P —Y(d;—v) 
T (es je H, is 43U— cr/K, be, Ky = 
IY (d;—ic,/K) | y) 
— 
<2P | Uaa Ri 
_op| X Rt,ssicr/K ydi—ier/K)) | 
=2P | IT 0h; ssicr/K ,cr/K) PY 
<4 exp(— y¥°/2), 


which implies (2. 6. 38) 
Along the lines of the proof of (2. 6. 25) — (2. 6. 26), by 


IX CR(ty5,05d; —v))| > 1 


P esa, ZÍ, (t,s,v,K) cap (t,s,u, K) 7 
(2. 6. 40) 


Pi su su 
icr/ KVK 1 ey /K |t| by 


(2. 6. 38) we can get 


exp(— 2/2), 


<8X 2 时 下 村 
ay 


where 
Ee k ayy 
$16 lt i perl +R}: 
Ber 


I(t,s,v,K) = 40 °H,|t, -一 46 
w > |: 2? Ki 
一 ar 点 十 7 十 1 
+ DAt pu 一 Beit k k)i = a 
Combining (2. 6. 37) and(2. 6. 40) yields 
|XCRU,s,u;u,—v)) | >1| 


P| sup, sup su estar £1,(2,550,K) +120 ,5,0,K)> 
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exp (— 2/2), (2.6.41) 


S 741 | ae 
ar Cr 


Similarly, we have 


P| sup Sup sup su 
Ive.d, Oey ltl Shp osis SSA 
>1} 


[XCR O,s,u +u, (vtu) — lut u))) | 
ri (t,s,v+tu,K)+1,(t,s,u+u,K) 二 
(2.6. 42) 


by d 
2 +1| | “41 | exp(—2"/2). 


+2 


<16X2? 
Combining (2. 6. 33) — (2. 6. 36) and (2. 6. 41) — (2. 6. 42) 


yields 
sup sup ACR G80 50)) 7 


P| sup sup 
Oe Luk ep lel Lipok Kap 
{CH 二 
m ae 9 
s Dath]! T Tr Le x} | 
See ie sve ee | 
Tj 2 Meds 3 了 k | 
二 xT(t,syvsR) + I,(t,s,v,K) + ai (t,s,u + u,K) 


1=0 


A usK | 之 1 
it he. a 
<52x 28 4 (St + 1 exp(— ue) (225.42) 
= a 
Along the lines of the proof of (2. 6. 26), by (2. 6. 29) we can 


get that for k large enough and all x21, 
aC gi (tossut) to Ges stsu5K)) 
2 | | 


+ Dee Ht 十 STY cr 


i 


T Szr, ijt ae SET 


j=0 
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+ 2z1,(t,8s,v,K) + 1,€t,s,u,K) + zl (tsu + u,K) 
+ J,(tss;v +u, K) 
< (lt or H, lt aruer + €)) 
+ 311,(t,ap.v — &r, 2&7) + 3H,(t varsv + u — Ec, 2€cy) 
+ H,(t,tapyu — Ecr,cr(l1 + ©)) 
+ ]1,C,€ap,u + u — Ecr,cr(1 + €)) 
+ H,(t + s,€ar,v — €apyer (1 + €)) 
+ H(t + s,€arpyuv + u — earscr(} + €))}; (2. 6. 44) 
and (2. 6. 30) now follows from(2. 6. 43) and (2. 6. 44). 
With a similar proof, we can get 
Proprosition 2.6.3 Let AC Ry +d. >0,¢.->0. Assume that 
H,(t,s.v,u)is non-decreasing in s and u and that for each t,s,a 
vv 0 
EX(R(,s,v' ,a—v' DX CRG,5,v,a—-v)) 
ZEX (R(t,s;v;a—u})), 
and that there exist positive numbers c, and a such that 


Hf Ess 504th) Fi Ai S50 5tt) 
Le ge, H 


5 si 
for each TEA, 0s Ss Kay Ov Sdr +eco, Ku Sco, lt | <br. 
Then, for every 0<e<1,there exists C(e) depending only on Esci, 


a such that 


P| sup sup sup sup aap ets s,uvsu))|/ 


TEA Oued, Ouse, Ekip S 


T ea ane 

-+- 3770, (traos tu — eco 2ECo) +H, Edou — Elo 601 +8)) 
+H ,(t,€ay,vtu—€loscoC1+e)) 

+ FI, Ct+5 Eaosu— Edosse (l HE) 


HH, Gts eas vtHu— tanel HESH) 
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dy 
<C(e)sup 41] 24a) e#7 
TEA\ Co Qo 
for each x=. 


2.6.2 Path properties 


We now use the large deviation results for increments of the 
process X (@,v) as in(2. 6. 6) to establish its path properties. 
Theorem 2.6.1 Assume that H, (t,s,T)=H,(0,s,7T) =: 
Hls T) for each s>0, \t)<6-+ar,and that 

E(X G+s,0) -—XG@,0)) (CX G4+s,u)-XCt,u)) 

2E(XG+s,u)—X(t,u)) (2. 6. 45) 
for each vu and each t,s and that there exist positive numbers co 
and a such that 


Hy(s.T 
eee ae (2. 6. 46) 


s si 


Jor each Xs Ss Sar. Moreover, assume that 


loglog| ar +$ =o| log = TE (2.6.47) 

loglog| Hotar, T) +7725 | =0 log 2 as 了 一 co， 
(2. 6. 48) 
ECXCG-+1)s,0) —X Gs,0)) CX CU + 1)s,0) —X Us uv) L0 
(2.6. 49) 


for each jl, s>0, then, we have 


|X(t+a;y,T)—XC,T) | 
poe Hlan, 1) (logGr/ap))= as > C2. 6. 50) 


fim sup sup qiX@ERM=XGT! 1, 
Too t| by 0 e H H.lar, T) (2log lbr/ar)) Si 


(2. 6.51) 
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Proof We first prove that 


lim sup su [Xats TXE, TD] | 
e P iah: oca H olar T) Ologlbr/ap)) A = Qs. 
(2. 0:52) 
For every 0<e<1/2,by (2. 6. 46)there exists a constant N such 
that 


Tf, (€arx/N,T) 
Hla, T) = (2. 6. 53) 


Let 1<V< min +i ité . Put 

A; = {T 30 arst}, ~oi Loo, 

By={T 30 <1 +br/arS0'™"}, j=0,1,2,.,， 

Cu= {Ts P<H CO TIS}, —co<k<oo, 
Clearly, (2. 6. 47)implies br/ar >œ as T- © and A;B;= if |r| 
== 0, where j is sufficiently large. Also, (2. 6. 48) implies 
A:B,Cu= © if|k| 226°, if j is sufficiently large. Let To 一 inf{ 了 3 
TEA,B,Cy and To;=sup{T ;TE A,B,C,;}. Hence we have 
|[XCé+s,7)—Xt,T)| 


lim sup De A e br 
0 了 


了 一 cc 


{XG@+s, T)-Xt, T) | 


<lim supsup B ,SUP A 
T H,lar,T)(2lo og 二 mi 


j= TE B; lef 


E T T) | 


<limsup max sup sup sup A 
EH olar T) (Zlog 一 = 


j= lil TE BA; dict Ksa. 


<limsup max sup sup sup 
j>% jigi TEBA, |t t| Sb Zs gg tl 


Cle) | X UFS AATA] 
HGF) Clog) 


<limsup maxmax sup sup sup 
pero lel <a? CER i TEBA Cy |t| = by. Os etl 
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+6) |X@+s,T)—-X@,T) | 
H,(** ,T,;,) (2log@)” 


<limsup maxmax sup su su 
iro ligg? lk lca TEBA Cy li| Str ogg t! 


(l+e)*|XG@+s,T)—X,T) | ( e 
HCY T Clog)” ， 2. 6. 54) 
Using Proposition 2. 6.1 and (2. 6. 53)and noting that F, (t.s, 
T)=H,G;T), we get 


[X(t+s,T)— At rapi 


= yd TETEE ATT 4 
j (up SUP SUP. H, FTE) Qlogh A 1 28) 
CCE) Sup. yi +1) exp(— (+ 26)"log0") 
€ B A; Chi 
Zeer "a (2: 6:55) 
and hence 


P { max max mAP SUP -Sup 
<P lace TEBA Cu Sér ogigi t! 


Xats DXG T| 7 
HAP TD ology H2 | LCS i (2.6.56) 


Ii follows from (2. 6.54), (2. 6.56) and the Borel-Cantelli Jemma 
that 


lim sup su Kats TXT) 
Toe carpe jee Hotar C Olopa 


< (1+2)? a.s. (2.6.57) 
This proves (2. 6.52) by the arbitrariness of e. 
Next,we prove that 


lim inf su IUT DEX | CO, 
Poo ee Holar,T) (2log br/ar) 37 d. S. 
Note that 


(2:60:58) 


mane a a CHL 
T+ co ayi H lars 1O (2log(6r/ar))'” 


aurar act p XEtarTD-XET| 
~ es ee TEBA, ike o,¢1 Car, T) Clog (brar) 
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Siama al 二 
mm int int oe, Sth Fer." To 


— lim sup sup sup sup 
J—reo Lagg TE BA, Dt 


\Xa@+t! T)—Xt+ar,T) | 
H,(@*' ,T) (2logé)'” 
=zlim inf inf inf sup 


je ygi TERA, yecrecgi? 
[XCE+1)0"1,T)—X UEY ,T)| 


CHOH EHT) logt)” 


—lim sup sup su sup sup 
me jugi TEBA Ope Oee Tape se oe 


|[X@+s,T)-X@,T) | 

H.C"? EF C2log@’) 2 * 

Along the lines of the proof of (2.6.57), by (2.6.46), we have 

lim sup sup sup sup sup AUD 
j> jg TEBA, ar&tSbrtarggsa (0— 1 FTA IC oO 

eElX(t+s,T)—X(t,T)| 


(2. 6.59) 


<li 
a tei ap A eke 
<e a.s. (2. 6. 60) 


Put YU.TI=XCU41)7"7',T) —~XUG",T). Let ZU,T be a 
two-parameter Gaussian process such that for each fixed é, 
Z(i,T) is an independent increment process with ZU.T)2Y(€, 
T),and EZU,T)Z(n,T' )=EYU,T)Y¥(u,T") for d4n. Then, 
by (2.6. 45) we have 
EY?U,T)=EZ°U,T), 
EYU,T)Y¥@,T)=EZU,T)2,T), 
EY@U,T)Y(n,T')=EZU,T)Zn,T'), for An, 
BYU, P YY UT JERRY isd AT OS EZ FIZ Cal). 


Thus, we can use Corollary 1.2. 2 and obtain 


P| inf max 有 
TERA, np ldo sy logt) S Ge) 
+ 190" 


Y(T) 1 
| 
ZULT) 
去 ee eS a e 
1 Pia, | er, False ae | | 
7 ZU.T) 
=P| inf, apes RC LED Paley? We (2. 6. 61) 


From (2. 6. 48)it is easy to see that C, Bs= Ø , if |k |=0;, when j 


is sufficiently large. Hence 


P{ int, erin OFT oa = aa F) 

= D Pirini mex 2 TACHI oT < | 
= DP | max, RTE Clg” SG as e)? i} 

y D P| mer, sp E H op A =e T | 


(2. 6. 62) 

Noting that Z (/, T)is an independent increment process for / 
fixed, we have 

E TiN ZUT YS EZ UTE) EZ UT) 

=EY*(,Ti;)— EY ,Tu;) 

LPH 

SPS VEY U Tin 

= (P — HO T i) 


and hence 
pa P| max sup IZU, Ta) — Z0,T)| aa 
alco OSIP TEB, AG. Fi, Oiar Tirolo” “7 (1 +e)? 


PAE E A € 
<2) SP, sup, Ha Ta logey" >$) 


elgg f= 


oe e 


ZUTE) — ZUT w) | <| 
<2 2 Sp (12 OTs) loge)? = 2 


legg t59 
ii elogt 
< 一 oe | [L 40, 2-05 
<4 3) Del acl 4 ( ) 


Here 1 < @ < 1 + e/32 is used. By (2.6.49) and Slepian’s 


inequality, we have 


ZT) 0 | 
Se ee = ke < PO a 
i | max HO TE) (logo)? = G F ey) 
ce 7] 


< rmi <a 
[2] 
< ll (1 ics ae a | 
<exp(— HF) <a", (2. 6. 64) 
Therefore, we conclude from(2. 6. 61)—(2. 6. 64)that 


ae a 
TEBA, crept oF 5 T Ologo (G +e)? 


log? 


P <507% 


(2. 6. 65) 
for every sufficiently large f. 
Combining (2. 6. 59), (2. 6. 60), (2. 6. 65) with the Borel- 
Cantelli lemma yields 


| í |X (@t+a;,,T)—-XU,T) | ] 
im inl sup F lar T) Clog br/ar)) > Cte)? 


—€ as. 
(2. 6. 66) 
This proves (2. 6.58) by the arbitrariness of €e, and so completes 
the proof of Theorem 2. 6. 1. 

Theorem 2.6.2 Assume that (2. 6. 28) is satisfied and that 
(2.6.29) holds for each Lss Kar, OXv<dr, Kuer, |t | 
<by tar. Moreover, assume that 


ps 


lim lim sup sup su sup 
0—0 P+ oo |t| <6, bay Os Ov dy hep — scr 安安 ec 小 


H,(t+s, Se Se Oar,sutu,cr) 


H(t ,yarsv ,cr) m 
(2. 6. 67) 
fas] 1 1 dr 
oglog ETER OL =j} log 741) (1+22)| 
T T 
(2. 6. 68) 


as T—=co, Then 
limsup sub sup sup sup IXCRGss9050))|/Hisarsvscr) 


fwco Of Oey Iz] 


x (a(l Gott) (1+ 
(2. 6. 69) 


where and in the sequel of this section X=x+41/z. If, in addi- 
tion,the following conditions are satisfied 
loglogH,(t,ar,vscr) =o( log(6;/arp-+1)A+dy/er)) 
C2::6.°70) 


i 1/2 
— +loglog et ,ars0 er) | <1 AS. 3 


uniformly in |t|<br and 0Svu<d;ras To, 
EX CR CGs 5skusud)X CR Oms o55lu su) <0 (2: 6. 71) 
for each s>0, u>0, j+kAmti, then 
Teer IX (RG, ar50,¢r)) | 
P+ col uSd>. OE Ea A 


Hl ars Dtr) Zlog| = 十 | 


d , 1 1/2 
Ta 
Cy 
=] a.s. (2. 6.72) 
IX(Rt,s,u,u))| 
area de .\\ 

oe oe H(t,ar ,ocr) | Blog| $ E j(Z] 

T 


=] a.s. (2. 6. 73) 
Proof For every 0< e< 1/2, by (2. 6.67) there exists a 
Positive N such that 


oo 


By (2.6.74) and Proposition 2. 6.2, we derive 


su 
| 名 ; Pi sup sup sup sup sup sup 
ie rae ne iia TE A, BS Ove. ogsa t! [¢| Sbr ogg t! 


OS sSay Sepi N Kue 
IX(R(t,s,v,u))| 


T 
H t + 3 4 H | a : : ~ 2 
= H, P+ 0.0) (2(logd! + loglog #1, (0,0 ,0,0)))"” 


H Ctsar,U,cr) Se (2. 6. 74) 


4 
for TÆN. Let 1K9<1+1/N. Put 7 we 
B= {T Oo, —ooc{<Joo, TIRES 下 j | 
b uid x exp(— (1 + logt) 
G;= IT s0-<| 41) (+1 <e}, j=0;1, 27. <Cte) J; Hexp(— (1 + ©)'logé) 
| HES 
Clearly (2. 6. 68) implies that CO. (2. 6. 76) 
tar | ary | 一 co as Too, | It follows from (2. 6. 75), (2. 6. 76) and the Borel-Cantelli lemma 
T T ! | 
that 
A.G;= Ø and B,G;=@ if|k| 20, when j is sufficiently large. 机 
lim sup sup sup sup sup 
Hence we have Pro Oued, O<user ll Sbp 0S Sar 
lim sup sup sup sup su |X (R(t,5,0,u))| 
Peco Osusid.. Wuer I Sty. Ody br d+ | | A 1/2 
IX(R(t,s,v,u)) | | ll,(tyaryv er) 2(log(= + DCT D+ Of10g8 (tar syU CT)) 


(1l+e)’ as. 


br ade, oe 172 
Haltar wer) 2(log(—+1)(— +1) +loglog Fhy(tvarvser)) | 
i i This proves (2. 6.69) by the arbitrariness of e. 


<lim sup su su su 

= su su su s 

a ner TE ABG out ieee l|d Lsap We now consider (2. 6. 72). Note that 
[X(R{t,s,u,u)) | |X(RCt,arsv,cr)) | 


lim inf su sup 


| ER SO T 
H,(t,ar,v,cr) a a ca | H,(t,ar,0,¢r)| log (22 +1)(42+1)| 


by dy 二 172 
2(log(7- + DC tD + loglog H, (arso,er))| 
pe p 


<]; 之 lim inf inf inf su 
<lim sup sup sup sup sup sup sup j+ ajdi? TE ALB OS Udy 
as jel. Ed TE ARG 0SvSd, Osu? +1 TETA ogsa t! O< Lbr 


[XCRG, ar vcr)) | 
i ha. d 1/2 
Hy (t,ar,v,cr){ 2log(”” + DE) 


=lim inf inf inf sup 
oo pyje? TEA HG, Yer tr 


— OAO RGsw aD] o 
H(t, 0+! v, H+) (2Cog0+loglog H, (2,01 ,u,¥+1))) 7 
(2: 6.75) 


了 
ga it tep 
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ACRO E uv, F*)) | 
(1+6)H,(t,8*1,v,@*') logh)? 
—lim sup sup sup sup sup sup sup 
j> del lite? TEAR, PvP Hdp OELE NSE ogge 
LACRCE SS 55th) ) | 
Hit, Pt! oo 


一 lm sup sup sup sup sup sup 
UE 


sup 
. m Vee PN a we t 
jeo al filet TEABG Eride ogai Hrd ap HSE VE 


IX CR(t,s,v,u)) | eee 
M a= 867) vu, Ft!) (2logd’) 
lim inf inf min max 


jroo bloli gim. neg VEM 
lèl til Kim e n Ox pen 


ee = ARU OT pO) | 
HEH UPH A+), pt), E+) Clog) 


—e lim sup sup sup sup sup sup sup 
jee ahg TEARC, ogof tdp On 0— DE OSS osc 
IX(R(t,s,v,u)) | 
2 
—elim sup sup sup sup sup sup Sup 
mo dal pcg! TEABC, Sdp pogua locia tir OEE DF 
IXC(R(t,s,v,u)}) | 
H, Ct, (@—1)6 v, Ë+ loghi)” 
=: J,—I,—TI. (2.65.70) 


Along the lines of the proof of (2. 6. 69) and by (2. 6. 70) one 
can obtain 

T,+I,;S2e a.s. (2. 6. 78) 
For Ti, in terms of (2. 6.71), we can apply Slepian’s inequality 


and get 


P{ min max max CRUO PH, POM) 
mrzi 9K OL Pn Hd) {A pF) E+) (CologO ) 


1 
< (1 T. 


w T907 


r] XCRUG P pot Oy 
D M Le cee prey og 


ET 


_ _ _ log? 
2 1 exp| Ts 


mina mae 


` exp( Gn Gi 1)9-#a+0" | 


m,n i ma 
< Pexp(— 0°) L 0’ 


for every sufficiently large 7. This implies 


l 
| 之 一 一 一 一 
3 


by the Borcl-Cantelli lemma. From the above inequalities we 


Cm+1l)Cn+1) 


人 


IN 


a. S. (2.6.79) 


finally conclude 


. ‘ LX (RCt.aysUser)) | 
lim inf sup 和 fe ae 
ar Cy 


o<r<o, £42 (t srs U Cr) | 2log 


Teas (2. 6. 80) 


Now (2.6.72) follows from (2. 6. 80), (2. 6. 69) and (2. 6.70), 
and so does (2. 6. 73). This completes the proof of Theorem 
Bebe 2: 


The following corollaries deal with the examples given earli- 


> 


—2€ a.s. 


er in this section. 
Corollary 2.6.1 Let {W (zr,y);—20<r,y <0} be a standard 


two-parameter Wiener process. Assume that 


¢ 


1 br 
loglog tartro." =| log =| as T>. 


i 


DS 
ie 
Then 
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Wata DWO. T| 
br | 1/2 


=] a.s, 
| 2T a,log = 
i 


lim s 
rath 


WG) =W Grr)! 

Baten ape. a. S. 
| 2Tarlog | 
Corollary 2.6.2 Let {( 了 (zy 一 ce<Tr y<} be a standard 


two-parameter Wiener process. Assume that 


lim s 
e 0 


loglog dp- Er + apt + + = 十 = | 
T @r} 

== | br | d+ ; ‘ 

=o] log bye] | as Too, 


Then 
| IW (R(t, drU, čr) ) | — 
lim sup sup T E Ba 
TOSvedr UGG, Zart log| = cali +1] | 


wee, $v st) ) | 
a. Pa ie 
(e+) | 
Cr 
=] a.s, 


Corollary 2.6.3 Let {K(z,y); 0K11, 0y <} be a Kiefer 
process, ar and br be continuous functions with O<a;+6rSl. 


lim sup sup sup su 
Pct used), OSL Cp ME E -br Oeste 


Zarcrlog| 2 aera 


Assume that 


1 1 
loglog Te a te =ol | - as T—>o, 
Then 
|K @+ar,T)—-KG,T)| 
lim sup Gea ae ees 
了 一 eco 和 (安打 [2Tar(1—ar log | 
ap 
[KGts,T)— KG,T)| 
lim su Sup: a Cee eee eo aa =i n 
Teir OSs g 2Tar(l—ar)log z | 
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Corollary 2.6.4 Let {(KCxrsy);0RrX1,0<y<ico} be a Kiefer 
process, ary brs cr, dr be continuous functions with OSay+6r<l 
and 0 SarS1/2. Assume that 


1 By ens 1 
log log| tg tetas =i 


d l 

log| = 十 1 | | 41] | 
Cr 

as Poco. Then 


， | KCRG, ae Cr)) | 
lim Fely Srah, da , 17/2 
oos vt p Ec a 1 | Th] | 

T 


LAr (1—ar)erlog| 2 


|KCR(,s,u,u)) | 
y \ į 1/2 
241] | E] | 
Cr 
The proofs of Corollaries 2. 6. 1—2. 6. 4 are easy. The details 
are omitted here. 
Corollary 2.6.5 Let (X (t,v);—@o<t,u<ic} be a two- 


parameter Gaussian process as in Example 2.6.3. Put 


H lars T) i=] rare.) 


lim sup su =] as. 


Te Neu d. pOor 


Our L Lay 


2a7(1—ar)erlog 


= 2| Mr) 1 — exp(— A(x)ar)} dx. 
D A 
Assume that there exists co >90 such that 
| A ae | (zydz (2.6.81) 
0<reTA Ls ACL) OT A EL 


for each 0<sXar; 


~ pb 1 
loglog art ++ Car, T) =o log a as Toco, 
j i 
Then 
| Xtar, T) -X T) 
lim sup a Tl as., 
me Tat lolog A 
ar 
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[X(r-+s,T)—XG,T)| 


Pon |t| bp Osseo, Har T| 2log a 
is 
Proof Noting that 
本 Bg 


EX tv) X(syu) 一 | exp(— XW lt — 81) FES dy 

for each v, u œ> 0, we can verify that (2. 6. mss (2. 6. 49), 
(2.6. 28) are satisfied. We show below that Ff’ (s,7)/s* is in- 
creasing in s on (O,ar),where e=1/(6Cco+1)). Let 


FOSH ae ys = ?| resi 一 exp(— ACr)s))da/s*. 


Then, by (2. 6. 81) 


f(y | ae ey fax (1 一 exp(— ACx)s)) dx 


+ | syexp(— MKz)s)dz| 
9 


ge gin 


Oscars ACT) l/s AC) S 


S sy 
一 as YCx)dz -i =f | (ada 
Ore. TACs 3 Omar T Ar IANS 


Via az 


Omir AE ESES EE 


之 | = af 


> | — alco + Ds[ 


S 


eo deat te 


3 aa 
> 0; 

provided 0<a<1/(3(eo+1)),as desired. Therefore, (2. 6. 46)is 

satisfied. Corollary 2. 6.5 now follows from Theorem 2. 6. l. 

Corollary 2.6.6 Let d>0, bD>0, {X Gv); — <t <} be a 

two-parameter Gaussian process as in Example 2. 6. 3. Assume 


that ar>0 and cr >o as To and that 


sup ACT) <, 


Oc uretid4+b 


(2. 6. 82) 
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a =a 7G) and Y(y)y Kc Yy Cx) ax" 


(2. 6. 83) 
Jor each O<a<y<1, where 0<a<1, co 0. Then 


ES [| 
rrwogvkd A H Car 9, cr) (2log Cerar)” 15/2 7 


lim sup sup su ERE) =] a.s. 
“dvd Ouse, Web ogsa, H (ar sv Cr) log Cerar) 1) i 


=] as., 


where H’(arsuser) = 2| “na exp(— A(T)ar))dr. 


r) 
Proof Put M=supoese74,ACzc). Then M<oo by (2. 6. 82). 


h follows from (2.6.83) that 
d+ 
| eh S (2. 6. 84) 
Q 


Clearly, for 0<s<1/M, 0<u+cec<d+h, 
Ea pee 7 tte (x) 
T Yada < | iG 


= SH(s,0,0) 


— exp(— AlCz)s)) dz 


ute 
<s| Cd 
which implies that (2. 6. 29) is satisfied. We show next that 
(2. 6. 67) is also satisfied. It suffices to prove that 


Fl’ (aryutu,dcr) 
lim lim sup sup Sup U aa) S 
一 ca TU 


(2. 6. 85) 


o<v<d+$ — be. KUK Cp 
By (2. 6. 82) again, we sce that 
Fl larine) 
| 
2ar| Y(x)dz 


as T—>co uniformly in 0<ux<d+h,0<c<]. Hence, equivalent- 


ly, it is enough to show that 


© 20] « 


vtutée.,. 
| THazx 
lim lim sup su sup = = 0. (2. 6. 86) 
$—0 T -evo OSusid +b/2 — Sc. uses | “¥Cr)dx 
Noting that Y(x)is a positive continuous function on (0,0), we 
have 
O< inf OS „SYP, Y¥(x)<0o, 
L/3acd+o $ird+b 
Hence 
vH u+ icp 
| YCr)dr 
lim lim sup sup sup Pao 
é +d Tr 72 L Lin Rey: | ‘yr)dzr 
le eager GED 
< limé 一 一 一 一 -一 = 0. 
d+ 0 ifiliagssa (CT) 
(2. 6. 87) 


H O0<u<l1/2,—8cruer/2, then 
UA Cr ut Cp “eas 
| Yr)dx > | © ¥(x)dr > TICE), (2. 6. 88) 
Tr Ut 2en/3 


where v-ter/3xSautcer. By (2. 6.83) we find 
utut dep 1 


vtutde 
i” ie eat re Yæ dx 


ut tu x 


l 


= xh "V(r. Cu tutdscr)— Wwtu)") 


<A (Cuter) Yr) Cu tut der) wt uy) 


Zee ee (2. 6. 89) 
l] cr 
If KUST 7 SuSers then 
utut dc... 
| yerde = Cy der, (2. 6. 90) 


vtn 


where v-+bumymvututdcr. From (2. 6.83) again, we obtain 
« 202 + 


ve v+c.,./2 y Sy 
| Yade > | rczdz > Rf E 
v oye 


型 


aY ( yo) ra 1 十 17a 
= ET 1+1/a 
“De | Ç 2 : 
7 202" (Cuter)? 2 
aY C yo)er 
Zo) re (2.6.91) 


Combining (2. 6. 87)— (2. 6.91) yields (2. 6. 86). This proves 
(2.6.67). Corollary 2.6.6 follows from Theorem 2. 6. 2. 

Corollary 2.6.7 Let {X(t.v)};—-@<t<~w~,0Sv<o} bea 
two-parameter Gaussian process as in Example 2. 6. 4. Assume 
that (Cv) is non-decreasing in v for each k and that there exists co 


>00 such that 


yi) 移入 cos >) piu) Y, for 0 <s<= 1,0 > 0, 
Ae l/s A Sy 
and 
loglog SP XT) Z| =o log + as T — œ 
rom s A, ay ` i 


Then 
|X (t+ar,.T)—-Xt,T)| 


lim s =| «is. 
bere a 1/2 : 


H, Car, T)| 2log A 
7 
r Xota ieža 
a SUP Sup S ee a.S. 3 
Poo El Kap HH, CaF) 2log 2 


j ý -Aa Y, 
2>, Pina ~ 一 e Ay T) 7° 


k 


The proof is trivial. The details are omitted here. 


where IÈ Clar, T) = 


aUas 


2.7 Moduli of Continuity for Local 


Times of Gaussian Processes 


Let {X(@) ;t220} be a real-valued stochastic process. For any 
Borel set A of the real line let 
HCA wt) =à {s OR X Cs) EA}, £20 EAD 
be the occupation time of X, where A is the Lebesgue measure. 
If, for each fixed ż£, ZI ( + ,t) is absolutely continuous with re- 
spect to Lebesgue measure, then its Radon-Nikodym derivative 
is called the local time of X( + ) at z, denoted by LC « ,1). In this 
case we say that the local time (occupation density) of X€ + ) ex- 


ists. It follows from the definition of L€7,1) that 


Ee, 07=0% AE re Le Ae ary er for 1 之 5 之 0， LER, 
(2 Tg) 
H(A,t) = | Lewis (2.7.3) 


and 


H(A,t +h) —H(A,t) -| 《ZL +h) —Liz,t))dz, t,h D0. 
A 
(2.7.4) 


Concerning the local time of a standard Wiener process there 
has been a great amount of elegant work. Hawkes (1971) 


showed the moduli of continuity in ¢; let /€r,#) be the local time 
of W. Then 
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IO, th) lst) _ | 
fhlogh pe 3a.S。， 


while Perkins (1981) obtained 
iz A ian gg! Co eae es 本 要 
172 ~ 
(zalog a 
Csáki, Csörgo, Földes and Révész(1983) showed that in (2. 7. 6) 


lim sup 


hed ZUZIA 


lim sup sup sup 
h e0 Olh ro 


1 as (2.7.6) 


one can replace limsupa=o by lim,—o and proved also the following 
results; 


Theorem 2.7.1 Let 0< er he a non-decreasing function 


of T=0, and assume that ar/T is non-increasing. Then 


‘ Cx, tta,)—l(ax,t) 
lim sup sup >=! +O acs. 
Teo Ou-a, 


: far| log az t 2loglog? | | 
ay 


(2.121) 
for each TER, and 
LCN a 
lim sup sup SI TO e a kee 
E-e 090 LD T ap o COTS OF [247 log q t loglogT | | 
if 
(2.78) 


AloglogT = oo, 


T 
Moreover , if we also assume that Hia | log An 
“i 


then lim SUprs can be raplaced by limy... in (2. 7.7) and 
Ree Te Os 

Taking ar=T in both (2.7.7) and (2.7.8), we obtain the 
law of the iterated logarithm, proved by Kesten (1965), for the 
Brownian local time /( +, *); 


li ECH Ge 
Im Sup 


Spel (est) 本 


=lim suUP 一 一 一 一 一 一 一 
了 一 co 


(2TloglogT)'” 


a. S. 


(2.7.9) 
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In this section we present and discuss results, which are 
analogues to (2. 7.5),(2.7.6) and (2. 7.7) for local time (2,2) 
of a Gaussian process {X (t);4-20}. These results are due to 


Csörgö, Lin and Shao (1995). 


2.7.1 Moments of increments of local times of Gaussian 


processes 


Let {X(1);t220} be a Gaussian process with mean zero and 
stationary increments. Put 
a(h)y=ECXU+A)—Xt))*, t,he. 
It is known (cf. Berman 1969 and Geman 1976) that if 


: ds 
| 


for each t > 0， (2.7.10) 


then the local time L(x,1) of X exists. It is also known that if 
o’ (h) is continuous and concave for 0<A<1, then the local time 
L (rst) of X exists and is jointly continuous almost surely (cf. 
Berman, 1972). 

The following result gives estimates for moments of incre- 


ments of LCxr,t) int: 


Proposition 2.7.1 Let (X(t);t220)} be a Gaussian process with | 


. + 9 
mean zero, stationary increments and X (0) =0. Put o (h) = 


E(XQG+h) —X(t))*. Assume that (h) is non-decreasing and | 


concave on (Osho), satisfying 
olah) zca lh) for 0<a<1, OSA<Shy 
for some 0<a<1l/2, co>0, ho>0. Then 


ECLCrstt-h)—Lsrst) ya 
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(2.7.11) 


<16 "Cnt exp] (2.7.12) 


q? 
coo Ch) S 
for each integer ml, OKAS his TER. 
To prove this result, wc need some lemmas, the first three 
are on matrices and covariance matrices. 
Lemma 2.7.1 Let &, =, Ê, be random variables with finite 
second moments and A, be their covariance matrix. Then 
|A,|<|A,-1|Var€,, 
where |A,|denotes the determinant of Aj. 
Proof Write A,=(ai;), ISi, jn, where ap=Cov &,,§;). 
Noting that 


(227313) 


(das ,RR D (ans ro Pv, EE G. 


is positive semi-definte,we obtain 


A= ay Ki jn—1] Varg, 
=| Cay 和 1<i,j<n—1| Varé, 
= |(a,;315.j7Rn—1) 
a e r saraa aiey 人 | Var€, 
S| Clays 1X7, jRn—1) | Varé, 
== 区 | Varé,, 


which is (2.7.13), as claimed. 
Lemma 2.7.2 Let B, = (yl Kij Kn) and B,_, = (6,;2< 
ts} <n) be real valued matrices, Assume that for each 1 <i<n, 


|b; | = pa yii |b; l, Then 


1B.) > dbal — >) lés D IB,- 
:二 2 


n 


n=] 
= fbm) [[ (6i| 一 >) losl. 
ih 


j=itl 


ae AN ae 


This lemma is due to Price (1951). 
Lemma 2.7.3 Let (€€t);t220} be a Gaussian process with mean 
zero, stationary increments and &(0)=0. Put PCA) =ECEC+h) 
—&(t))?. Assume that (h) is non-decreasing and concave on 
(Osho). For tty Lt, sl <r, SKE- hos det A, be the covariance ma- 
trix of EC, se FG). Then 
|A,| S (1/20? (2,) [ | 2G; — 4-1). 


i=2 
Proof By the assumption that o’(h) is concave, we have 
ao(d—a)ta'te—b)<art(d—b)+e07(e—a) (2.7.14) 
for each OSashb<cSd Shy tt. 
Let A, be the covariance matrix of EG) EG) —€,),°"", 
&(r,) —E(t,_,). It is easy to see that |A,|=]A, |. 
Put A, = lap l[i} Sn), where 
te Oa ee 
ay = EE(t,) EH) — E11)), for all 2i<n, 
ag= EEG = I EG) —EGj-1)) for all 27, jin. 
When 1<i<(j<in, we can write 
az=} o*(t;—t;_ DF) (ft)) 
<0 
by (2.7.14). When 1<¢<n, we have 
au= lo j-th) to) — 6? (t;-1,) — 0 Gt...) /20 
by (2.7.14) again. Therefore, we obtain for i Si<n 
> dij 
j=itl j=i+1 


—— EE) — Elti) CEG) — ECE) ) 


=> (0 Ct, — ti) to (tt Taa E 1)) 
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] 
Sao (ts— i= =F diis EA k 15) 


where to=0. For 2<07<n, we have 
一 i--4 
ES laal —— > aij 
3 j=l 
= — ECE) — F(t; Elt) 
te Qa) = Ee IPEE a) 


< 


s T 


o° (ti— ti). 


It follows that 


Jau |> 2 las 
for each 1S; <n. Now the aa Tollows from Lemma 2. 7. 2 and 
ae ea sp 2 

We now utilize the Fourier analytic approach to local times 
due to Berman (1969,1974). Let 


SUED = ed ITC Os ha) 二 eds. = co << 4 < 00; 
A 0 

the Fourier transform of the occupation time H([0,7].t). We 

can express LCr,t) as the inverse Fourier transform of fCu,t), 

namely 


D ey as i -inr F 
Fi rabi Jz [e flu, tdu 


= = | | ee du ds. (2.7.16) 
Lemma 2.7.4 Let {X(t) ;10}) be a Gaussian process with mean 
Sero, stationary increments with incremental variance function 
`Ch), Let ml be an integer and R(s,5°t+55,) be the covariance 
matriz of X Cs), XCs)— X C8, ) s*es X Sm) —X Cs, 1). Then 
机 
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f ape 


< 1 m/2 r 
< [zx] ae [| etn “gare 


让 < <=. 
fs SQ <5, =<t+h 


X IRC 5m) | dsi ds 24D 
for each LER, t220 and h>0. 


Proof Put v; = yi lejxmV= (vistan). Using 
(2.7.16), we can write 


Sth 
1 1 m ft+h tth foo Oo 
A 


exp| — ir S) Eexp| i > | daredasds* ds, 
j=1 j=) 


-r | — 


! ET ff | | exp(— irv) 


2N 
S Sy < [十 上 


X Eexp| iv: Xs,) + iS 0 (X(,) — X(5,-4)) ldu redonds: ds, 
J=2 


m! |---| | | exp(— irv) 


=< 5 Bern a < 
ES Z3 a Zt+h 


X exp[— izv, 一 VR ,SV dv do ds dss. 


To prove (2.7.17), it is suffices to show that 


i | exp[— izv — 三 YRC sm)V Jd, dvn 


< (2r)” exp | |R Csitt y Sm) |. (2.7. 18) 


r’ 
ZEX? (s) 
If IR sis 55m) |=0, then (2. 7. 18) is trivial. So, we assume 
IRCs15 tt 55m) | >0. That is, RCs1s*t ,sm) is positive definite. Hence 


R`! (s,s ,sn) is also positive definite. Let (Y1, Ym) be dis- 


tributed according to the multivariate normal distribution with 


mean zero and the covariance matrix R ' (sis *tsSm). Then, the | 
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density of CY,,°*:,Y,,) is given by 


1 —m/2 ] 
| a RCs" asad | exp a V RG 9 amy hs ‘ 


Therefore 


| | _exp[ 一 LTU, 一 VRG, tts V dvi edv, 
= on IRs, yess Sa) | -1/2 ke7 iY, 


— (2n)”” IRGs, ste Sy) U2 RY (2.7.19) 
Put Rs, 9° 55,) = (Yp 1542, jn). Then 
7 Ae ee ES 
EY? = |a 27, jn |. 1 1 (2. 7. 20) 


(Calista 7 ER 
by Lemma 2.7.1. This proves (2.7.18) by (2.7.19) and (2. 7. 
20) and the proof of (2.7.17) is now completed. 
Proof of Proposition 2.7.1 It follows from Lemmas 2. 7. 3 
and 2.7.4 that 
ELLUG ih) Laat) 


\ mi? — 2 2 m 
Z ls | ae ie fu. 
ae ols tbh a(S tT, Sid 
2 y m’? 
<| a 27 iexp| - saa 
l 
E eet 
Fes sys EtA a(s;) I] PER ACE o 5j-1) 
<a 2) ae m V 
— | T mith exp| FTESE a 5] 
x feel | 4 deeds, 
E OG ED [] eG, — 5A) 
< | 2 me A x’ / (20° (t + h))) 
Bs | 3 oth -+ to" Adc 
steeds, (2.7.21) 


站 
.六 go eee i a 
O95 Ss, 5, 21 ai | | ya Cy Sj-1) 


让 


by (2.7.11). By clementary calculations (cf. Ehm, 1981) 


mi 
T (s; = 3 一 1 ) “ids, eeds, 


Os pl J 一 1 
=(lra—e)>/ra +m 一 I2 
for Oye 15 Lye 
Hence, we have 
ICL AD tn) et) 
2 B 


ne 


»m, where DC» )is the gamma function. 


s< 


— r’ | | Gaal Si eer 


A \ opt 
a) a ee Py ear ayy 


(2.75.22) 


It is easy to see that 
2 
Pd —a)s7— <4 


for 0<@<1/2. Noting that PCy) is non-decreasing on (3/2,00), 
we have 
Pal+mQ—a)) SPr+[mUd—a)])=fnd—a)]1. 


Using Stirling’s formula, we obtain 


M Syn x oe A ' ae am a 
Pm ayy E?" Fae} ADK ny’ 
Therefore we conclude 
ECL Cx st-+-A)—LCr.t))" 
16A | 


-一 a | 
~ ES SOTIE i 


coa lh) 
This proves (2.7.12). 


| 
On! )’exp| 一 
\ 


For stationary Gaussian processes, we have 
Proposition 2.7.2 Leti X(t) ;t220} be a stationary Gaussian pro- 
cess with mean zero and EX*(0)=1. Put (h) SECX Ct +h) — 
XAY. Assume that (h) is non-decreasiny and concave on (O, 
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h) with o’ (hy) <2 and condition (2.7.11) is satisfied. Then 
ELLE ATRIL)” 


16h i", 
cathy} (mi dexp(—a*/2) (2.7.23) 


for each integer m2, 0<ASAys TER. 


<oth) 


Proof The proof is similar to that of Proposition 2. 7.1, 

using the following lemma instead of Lemma 2. 7.3, and hence, 
omitted. 
Lemma 2.7.5 et {&(t);t220} be a stationary Gaussian Process 
with mean zero and EE (O) =1. Put P (AY=ECEU+A)—EGQ)). 
Assume that (h) is non-decreasing and concave on (Osh) with 
o (hy) L2. For tty Lt <<, St tho, let A, be the covariance 
matrix of E(t) stea). Then 


JA, | = (1/2) [] PE t). (2.7. 24) 


=% 


Proof Let A, be the covariance matrix of ECt,) E Ga D) — 
E(t dye EG) — EC). Then |A,|=|A,|. The rest of the proof is 
completely similar to that of Lemma 2. 7. 3 and so is omitted. 

The next result is about the estimates of maxinum incre- 


ments of local time of a Gaussian process with stationary incre- 


ments. 
Proposition 2.7.3 Let (X(t);t220} be a Gaussian process with 
mean zero, stationary increments and X(0)=0. Put o (h) = 
ECXG+h) —X(Ct))*. Assume that o Ch) is non-decreasing and 
concave on (0,1), satisfying 

alah) 2ca’oth) for 0<a,hSl, C2 
Jor some O<a@<1/2 and co>0, Then 
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, pe , Mf 一 《4/3)a 
Esup(L(r,tth) AX) Sih Peis 


| Gare 


23126) 
for each even integer m=z4.0SKhK1,0Kt<1, where 
Cy) =500001+e(2) eye C1). 

To prove Proposition 2.7.3, we need some more lemmas. 
Lemma 2.7.6 Let {X(t);t220} be a Gaussian process with mean 
ZETO, 
oh). Let m4 be an even integer and R(s, 5° Sn) be the covari- 


ance matrix of X(s,),X (s) —X (s,) 50 sX Csm) —X (sm-1). Then 
ELit yst th)— Llet y,t)— Lrstth)i LL r,t))" 


| pre 28 
< 3| zz m! |y|’ 


stationary increments and incremental variance function 
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Proof Using (2.7.16), we have 
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| To prove (2.7.27), it suffices to show that 
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IL| R Css tts sa) | =0, then (2. 7. 30) is trivial. 

| assume |R(s1,*,s,) |>0. Then R(s;,°**55,,)i8 positive definite 

| Let (Y,,°*,Y,,) be distributed accord- 


ing to the multivariate normal distribution with mean zero and 


(2e T30) 


Hence we can 


and SO is R! Csitt, Sn). 


the covariance matrix R~! (s1s***sSm)s Yme1=0. Then 
í i! —1/2 
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(2.7.31) 


Note that the conditional distribution of Y, given Y,,°,Y,, 18 a 
unvariate Gaussian distribution with conditional mean EC(Y,|Y2, 


Y n) and conditional variance 


EYE] |Y, yr” Yn) = 9 where VG EX Ge: 


L1 


Therefore, we have 
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Here we used the following elementary conclusion: 
ee “<20°"%"((a—b) Al) 
for each a-zbh-0. 
From (2. 7.32) and (2.7.31) it follows that 
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coe ooo 
by Lemma 2. 7. 1. This proves (2. 7. 29). The proof of Lemma 


2.7.5 is now completed. 
Lemma 2.7.7 Under the assumptions and notations of Lemma 
2.7.6, we have 
E sip Ase) ai 0" 
y (26—1) /my —m ; 
< 
xX | RGsypsttt Sm) | T0200 p ds ds, (2.7.34) 
for each 1/2<.8<1, even number MEZA, t-20, h>0. 
Proof It is clear that 
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By Lemma 2.7.4, we have 
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X [RCs sm) | dsi ds,. (2.7. 36) 


A combination of Lemma 2.7.6 and a theorem of Moricz (1982) 
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Now (2. 7. 34) follows from (2. 7. 35), (2. 7. 36) and (2. 7. 37) 
via elementary calculations. 
Proof of Proposition 2.7.3 In terms of Lemmas 2.7.1 and 
Zs T. 3 WE get 
Di (my, AEA GS y 20 m) 
and 
RCs, esn D) | "EX os — s) (ssn T. 
Taking 6=2/3 in Lemma 2.7.7, along the lines of the proof of 
Proposition 2.7.1, we obtain 
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where, in the second inequality, we have used the fact that 


1— 2°" >1/(6m) for m4. This proves (2.7. 26). 


For the moments of maximum increments of local time of a 


= 5000 X (1 + a(2))cp So #4 (1A 3 


stationary Gaussian process, we have 

Proposition 2.7.4 Let (X (t);t 20} be a stationary Gaussian 
process with mean zero and EX*(0)=1. Assume that o” Ch) is non- 
decreasing and concave on (0,1), satisfying (2.7.25). Then 


262h_ 


ee i 
SED ES Sen I Ge 


| "Gn yite 


Ca T3080) 
for each even integer m24, 0 Lh L1, 0t 1, where C, = 
Ee eo C1): 

The proof is similar to that of Proposition 2. 7. 3 and is omit- 


ted, 
2.7.2 Increments of local times of Gaussian processes 


Now we present an analogous result to (2.7.5) and (2. 7. 7) 
for Gaussian processes with stationary increments. 
Theorem 2.7.2 Let ar and br be non-negative functions of T= 
0. Put a* =supreear. Tet (XO) 5t220) be a Gaussian process with 
mean zero and stationary increments . Assume X (0)=0 and that 


° 220° 


a’ (h) is non-decreasing , continuous and concave on (O,a" ). Sup 
pose also that there exist constants O<as1/2 and co>0 such that 

ac(ah)esca’alh) for all Oa]. 0 <ha" (2. 7. 39) 
and assume 


] + hy 


oo gs Too. (2. 7.40) 
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Then 
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(2.7.41) 


Before we prove Theorem 2. 7. 2, here are some immediate 
consequences : 
Corollary 2.7.1 Let{X(t);t220} be a Gaussian process with 
mean zero and stationary increments. Assume X(0)=0 and that 


o’ (h) is non-decreasing , continuous and concave on (0,1), satis- 


fying 
alah) czcpa"oth) Jor all Oa, h< C2. Tie 
for some O0<asi1/2, ey>>0. Then 
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Corollary 2. 7. 2 Let (Z(t) ;t220} bea Gaeta Wiener pro- 


cess of order a, O<asl1/2, i.e., a centered Gaussian process 


a.s. (2.7.44) 


with stationary increments and d (h)=h™". Then 
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200 a.s. (2.7.46) 


9 221% 


Remark 2.7.1 Consider the case of a=1/2, i.e. ZC *) isa 
standard Wiener process with the local time /(C.x,2). According to 
the law of the iterated logarithm due to Kesten (1965) (cf. (2.7. 


9)),we have 


(OT) , 
lim sup OT loglogT y” =] a.s. CRT AT) 
Applying the method of Kesten (1965), one can also prove that 
. i(0,h 
lim sup CO =] tS (2. 7. 48) 


reo (2hloglog(1/h))*” 

This means that the bound we get in (2. 7. 45) is of the precise 
order, 

Now we turn to prove Theorem 2. 7.2. The proof needs the 

following lemma. 

Lemma 2. 7.8 Under the assumptions of Theorem 2. 7. 2, we 


have 
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for each <h Lat, y>0, <ER, where K, is a positive constant 


(2.7.49) 


depending only on a. 

Proof 
2.7.1 and the following lemma. 
Lemma 2. 7. 9 
that 


Lemma 2. 7. 8 follows immediately from Proposition 


Let Ê be a non-negative random variable, Assume 
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EE” <C On! t ae 
for some C>0, a0 and each m2. Then 
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for each y>0, where Kais a positive constant depending only on 
a, 
Proof When 0<y<2’, by Chebyshev’s inequality 
<“ K,C 
ee 
“(exp (y/4) 一 1)2 
For y>>2’,let m= [Ly'”j. a Stirling’s formula and Chebyshev’s 
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inequality again, 
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as desired. 


Proof of Theorem 2.7.2 Lei <o<2., Define 
A= TP ease n ’ 


aor tar 


一 CO<R< co ， 


A,,={T 30S <, T: E A,}, J=0,l,", 


Br=log + loglog] artz l 
It is casy 10 sec that 
BrP; : 
for each TE A,j,;. 


Noting that L(€a,f) is non-decreasing in ¢ for each fixed x, 


=log&+loglogd*! 


we have 
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Applying Lemma 2. 7. 8,we obtain 
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where C is a constant, depending only on @ and a. From 
(2. 7.351),(¢2. 7.52) and the Borel Cantelli lemma it follows that 
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Therefore 
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as claimed in (2, TAi): 

Similar to Lemma 2. 7. 8, a combination of Lemma 2.7.9 
and Proposition 2. 7.2 yields 
Lemma 2.7.10 Under the assumptions of Proposttion 2.7.2, we 
have 

16A K .exp(—27/2) ¢ olh) 

cath)? ii (exp(y'/*/4)—])* 
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for each OSASAy t220,yl>>0, where Kais a positive constant de- 
pending only on a. 


Using Lemma 2. 7. 10 instead of Lemma 2. 7. 8, one can pro- 


ceed along the same lines as the proof of Theorem 2.7. 2 and get 


the next theorem on path properties of the local time for a sta- 
tionary Gaussian process. 

Theorem 2.7.3 Let b, be a non-negative function of h on (0,1). 
Let (X(t) ;t220} be a stationary Gaussian process with mean zero 
and EX (0)=1. Assume that d’ (h) is non-decreasing and concave 
on (0,1), satisfying (2.7.42) for some 0<asi1/2,e,>>0. Then 


Liz.tt+h)—L(r,t) 160 


ChJeth)) E ais: (2.7: 53) 
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for each x ER, where 
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Here are some immediate consequences: 
Corollary 2.7.3 Under the assumptions of Theorem 2.7.3. we 
have 
i DE Leelee AC 2, | 
keo ocet (h/oth) dlog Cl +h" ‘olh)log (1/h)) 


人 
and 


lim sup 7y ee 一 0 a.s. (2.7.56) 


—i(hlog™(1/A) 
for each TER, OKIKI. 
Corollary 2.7.4 Let (X(t) ;t220} be a stationary Gaussian pro- 
cess with mean zero and EX*(0)=1. Assume that o° Ch) is non- 
decreasing, continuous and concave on (0,1), satisfying ch? S 


e220" 


oth)<c,h* for some 0<a<s, cis Con? 0 and all O<Ch<1. Then 


lim sup sup oen 
i log**(1/h) 
Ca it 
for each LER, and OKOL]. 
Let {X(t)3t > 0} = (>) X0; > 0}, 
{XD > 0} are independent Ornstein-Uhlenbeck 
processes with coef ficients Y, == 0 and A, > 0. Assume Py = 


Corollary 2. 7. 5 


where 


CO 


> A = ] and (2.7.42) for some 0 a= 1/2, ti > 0. 
Then (2.7.55) and (2.7.56) hold. In particular,we have 
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for each TER, O01. 

Remark 2.7.2 Comparing (2.7. 47) with (2. 7.59), we find 


that the limit behavior of the local time of Gaussian processes 


(2: 7:59) 


=0 a.s, 


with stationary increments and X (0)=0 is quite different from 


that of stationary Gaussian processes, 


2.7.3 Maximum moduli of continuity of local times of 


Gaussian processes 


Let {X (t);t220} be a Gaussian process with mean zero, sta- 
tionary increments. We study the supremum in z€R of moduli 
of continuity of L(x,t) in t20. The following are two analogous 
results to (2.7.6). 
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Theorem 2.7.4 Let (X (t);t220} be a Gaussian process with 
mean zero, stationary increments and X(0)=0, L(ayt) be the lo- 
cal time of XC*). Put PCA)=ECX +h) —X(t))*. Assume 
that (h) is non-decreasing , continuous and concave on (0,1) and 
that there exist constants O<la<1/2 and cy >0 such that 

alah) Scqa*oth) forall Oa, hl. (2.7. 60) 
Then 


li ap si ši AET meS AEA 524(3+4a)**! a.S 
sara BAA _ ooh og G/A) oh) ™ Co 


CAEP. 

Theorem 2.7.5 Let{X(t);t-20} be a stationary Gaussian process 

with mean zero and EX’ (0) =1. 

decreasing , continuous and concave on (0,1), satisfying (2.7.60) 
for some O<lasxl1/2 and co>0. Then (2.7.61) holds. 

The proof of Theorems 2.7.4 and 2.7.5 is based on the fol- 


lowing two lemmas, whose proof is similar to that of Lemma 


Assume that o (h) is non- 


2.7.8 by using Proposition 2.7.3 (resp. Proposition 2. 7. 4) in- 
stead of Proposition 2. 7. l. 

Lemma 2.7.11 Under the assumptions of Theorem 2.7.4, we 
have 
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<KCh “exp(—y 2) (2.7. 62) 
for each y>>1,0&t,h<1, where C, ts defined as in Proposition 
2.7.3 and K,is a positive number depending only on a, 

Lemma 2.7.12 Under the assumptions of Theorem 2.7.5, we 
have 
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for each y>1,0Kt,h<Xl, where C, is defined as in Proposition 4 teen. Cog(1/A)) 
P ; | Comparing this result to that of (2.7.6) we conclude that the re- 
2.7.4 and Kais a positive number depending only on a. g bly. We bel; hat (2.7.61) 
| s . 7.61) is not tl st possibly. ove that (2. 7. 
Proof of Theorem 2.7.4 Let 1<0<5/4. Then | sult (2.7 | ) ad 1€ best possibly c believe 
Ter en ed a ee X can be replaced by 
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(2.7.64) 
From (2.7.62) it follows that i 
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Hence 
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SP (3+ 4a)0)" a. S. (2.7.65) 


By the Borel-Cantelli lemma. This proves (2. 7. 61) by 
(2.7.64), (2.7.65) and by taking @ arbitrarily near to 1. 

Proof of Theorem 2. 7.5 The proof is similar to that of 
Theorem 2.7.4 and therefore is omitted. 
Remark 2.7.3 Let (W(t);t220} be a standard Wiener process 
with local time /(z,¢). From (2.7.61) we obtain 
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Chapter 7 


Moduli of Continuity and Large 
Increments for Infinite Dimensional 
Gaussian Processes 


The study of path properties of an infinite dimensional 
Gaussian process was beginning from the study of an infinite di- 
mensional Ornstein: Uhlenbeck process. As we have mentioned in 
Section 2.1.5, the infinite dimensional Ornstein-Uhlenbeck pro- 
cess was first studied by Dawson (1972) as a stationary solution 
of a kind of the infinite array of stochastic differential equations. 
Such processes have been extensively studied in the literature 
since the appearance of Dawson (1972). As the extension of the 
study of this kind of processes, furthermore, some authors have 
investigated more infintic dimensional Gaussian processes. In this 
chapter, we shall introduce their path behavior, including the 


continuity, the moduli of continuity and large increments. 


par as 


3.1 Continuity of 7’-valued Gaussian Processes 


Let {Y (t); œ< <o} = {X,(t);—co<t<oo}, be a se- 
quence of independent stationary Gaussian processes with EX, G) 
一 0 and of (h) =ECX,G+h) —X,(@))’, where c(h) is a non- 
decreasing continuous function for every k21. First, we assume 
that XC * ) is a Ornstein-Uhlenbeck (O-U) process with coeffi- 
cients %,220 and A, > 0,i1.e. X(C ù% ) is a stationary, mean zero 
Gaussian process with EX, G) X 0) = (7% /Apexp{—a.|t—s|}. 
Obviously, 


yY 
oth) SEX +A — XK)) = Ste), A>0. 
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Coals 1) 
(3-1-1) implies 
(2/e)V A ARKKA Ah). (3.1.2) 


In this section, we study continuity of YC * ) in /*?, p1. 
3.1.1 Ľ-valued O-U process 


We first quote the following inequality (cf. Iscoe et al. 
1990) which follows from Theorem 2. 1.6 and Corollary 2.1. 2: 
There exist 0<e,<C,<ce such that 
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(3. 1:3) 
where 1/p+1/q=1. 
We consider the case of p=2. For +220, let K(r) ={kEN; 
Ye > Ax}, ACr) =suptA;kE K Cx)},ACz) =0 when K(x) ts an 
empty set. The following theorem is duc to Fernique (1989). 


Theorem 3.1.1 YC*) is continuous almost surely in Ê if and 


only if eae << co and [logt (Atri Vda = 126, 


Proof We first prove the sufficiency. For any 6>0, p>0 
and integer N>>0O write 
P! sup | -ll Y(t)—Y(s) || 2223p} 


<P{ sup (PXW — X,s) |?) > p} 


|*— hee eas 1J RZN 
十 2P | sup S.A =p). (3.1.4) 
r€ (0.13 Nn 


The first term on the right hand side of (3.1.4) goes to zero as 
50 because the O-U processes are continuous. We employ 
(3. 1. 3) to estimate the second probability on the right hand side 
of (3.1.4), but we consider $N instead of £221. Correspond- 
ing to E| YCO) || z, 


X, EX. = DAL <E Lo 5) 


kN kN 


for any given e>0 provided N=N(e) is large cnough. Letting x 
= (logu~!)'” in the integral in (3.1.3) and noting (3.1.2), we 
may replace this integral by 


My) =f eae Ae) de 


log2 ASN 


with y=(Cy.5¥2.°°) by adjusting the constants c, and C,. Obvi- 
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ously, 
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where 
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Let B be an unit ball in z2. It is clear that 


supM: (y) < > Nile <e. (3. 1. 6) 


REN 


Hence it suffices to estimate M, (y). For j=+++,—1,0,1,°"",put 
K;= (Ry2 SS Ame) yA; =supAr » 
EK, 
Ja =J (N) =sup {j sup, /NE2 }. 
Then 
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<sup| 242 Hz |I; >e” dz 
ee log2 | 


< sup 72- “2 (logt A} 2 |e, | 


B js 
< { X 2ogt y) <e (3.1.7) 
EF 
Provided N is large enough (hence, J is large enough) by the 


condition F log* (AC(x))dr< ooo. Combining (3. 1.5)— (3.1.7) 


implies that the last term in (3. 1. 4) can be made arbitrarily 
small by choosing N large enough. Therefore we conclude that 
Y( e ) is continuous a.s. in Z. 

Next we prove the necessity. Suppose that Y( « ) is contin- 


uous almost surely in /’. Then it is locally bounded almost sure- 
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ly. By Theorem 2.1.1, we have Esupyepo.13 ll YC) |] 2<. 


Hence (3.1.3) implies that 


EW YO) lz = > /NT o; 
k= 1 


where 


Ly) = |" (3 
a) ack 


=] 


L : = supL(y) < ce， 
yER 


C3:.15-8) 


oy \ "dz, (3.1.9) 


Put H, = {k;exp(n?) JA <CexpC(n + 1)7)}, 5, = supren, Yul Ary 


2 
= ae y yi- Then 


‘ee (y) = Ala Diah Pai 
k= 


> HER 


arl monk E 


: Lily). 


ve 


Obviously, 


oD 


Like 


a= min 


On the other hand, for any z 


y" 一 (yy 和 号 Therefore we ha 


supli (y) = 全 sup > | D zh 


a=] m>n 


We may assume that {sm} is decreasing, otherwise there exists a 


decreasing sequence (sn) with s, <s, such that L,(s) = LCs). 


i Then 


Let zi = msn) Aak 
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| dx 


A, > e7 ) 


oA ey de 


| 1/2 


yer Ay? 


2a Desn) 


CR. if we define ka= sup {$ ;Y:/Àr 
=s,,kEH,,}, and for kE Tn, let Yr, = Rms y,=0, RAR, then 


VC 


Ay 


N De ani aks) 


noS (X Drt) H) Si) 


Aaea aa 


> > Sa Su 


=] 


= 


=| Soe ea (3. 1. 10) 
By noting La(s) <c from a 1.9) we obtain 
See. eli) 
Now we show that ~ 
| log+ (A(x) dar < 00, (3.1.12) 


Note that ACx) is a non-increasing function. Obviously (3.1. 8) 
implies SUPi>1%4/A4 <20. Hence A(x) =0 for > suprsi7 /Ni. Let 
rom=supt{xr;ACr) > e}. Then z<. So it suffices for (3.1.12) 


to show that 


[log ace) az =o, (3.1.13) 


If supssih < oo, which implies that A(z) is bounded, it is easy to 
If sups= 1A, = 00, then ACx)—0o as r—> 


!(e”). We have 


sce that (3.1.13) is true. 
0. Let y =logACx). Then z 一 和 


i E E EE E 
Ü 0 


— ik xdlogaACx) 
0 


= Aey h + [aedy 
1 
In this case we have 
ya-*(e7)-*0 as yoo 


and 
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(a+ 1) 


[ra CO pH 


n=] ~” 


A Ce”) dy 


< Dj (Gr + 1)? — n?) max %4/A 


a=] 


S20 t+ 1s, <œ 


a=] 


by (3. 1. 11). Combining these results we obtain (3. 1.13). Ne- 
cessity is proved, This completes the proof of Theorem 3. 1. 1. 

From this theorem, we may give some sufficient conditions 
for continuity of YC» ) in Z. One of them is as follows: 


Corollary 3.1.4 Y( » ) is continuous a.s. in f° if 


> OAD + logt A) < o, 
k= 1 


Remark 3.].1 Fernique (1990a) extended Theorem 3.1.1 to 
the case of p2=2;Y(-» ) is continuous a.s. in /?(p>>2) if and 


only if 


Dy CTs O ye" < co 
k=] 
and 


[29 dog* ACX)) dr < o. 
0 


3.1.2 fr-valued O-U process 


In this subsection we will use theory of Dirichlet forms to 
obtain the condition under which the process Y( « ) has continu- 
ous sample paths in /?( p21). The process Y( + ) lives on the 
state space R” and has invariant measure 


和 


m = l N(0,%/A,). 


k=] 


A generic point in R” will be denoted by x= (zis xz,*). The 
Dirichlet’s form @ associated with the process Y( * ) is given as 
the closure of the following bilinear form defined over L7(Y,P); 


Gay = LE Shy, | u) 2 
eee APE AX, 


dm, 


where 

uysve DS) = {u€ I; u= plr sts) PEC CO CR’) kl}, 
Cx CR") is a space of all continuous functions on R* with compact 
support and continuous derivatives of any order. In order to 
show continuity we need the following lemma of Fukushima 
(1980). Define the form £; on Z(E) by 

E lusu) =F lusu) t lusu). 
Lemma 3.1.1 Every uc Z(E) has a quasi-continuous version u 
so that 
P{t—>u(Y(t)) is continuous} =1. 
Furthermore, if u, >u in Enorm, then for every T >Q there ex- 
ists a subsequence {un } so that 
Pia AYD \convergences to uCY (t) ) uniformly on L0,T]}=1. 
The following result is due to Schmuland (1990). Define 
d= 4° (7,/4,)? log?” | VT fale N e). 

Theorem 3. 1. 2 Sy < co, then Y(€+) is continuous a.s. 
tn df, 

Proof By the assumption, ya < co, which 


Means that Y(+) is in ¿t a.s. Define 
u, = >) late) |? Vd. 
b=} 
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The function uw, belongs to the domain of the closed form £ with 


au, (2) 
dx, (t) 


=p | zx | | xe (4) fo k<Sn}. 


Therefore, for n>m, 


E (tn — Un yn T Uan) 


n2 " 
7 A DB Tl Tele dtd) 


2 k—m+1 


Sc Y, £ 


| p=] 
k=m+]1 A; } 


volte 


pf2 


ve 
< p 2 i À; 
一 十] 


Here for the inequality we used the fact 


| Bs e /dy < 
x 


C3. 1s 14) 


eA Rpr) =á Ole” 


as r—> œ, where PÈ» ) is some polynomial. Now u, Au = 


lel? V Orand us Ea 十 > 


so u, —> win Li. (3.1.14) implies that(u,} is £-Cauchy so u — u, 


On which belongs to LL’, 


— 0 in énorm. 
Applying Lemma 3. 1.1 we find that for any 7°>0 
P{ sup 3 |X, lt) Poe) 


Saf Se or n+l 


>P! sup (u—u,)Y (t) =e 
Orr 


which gives the required conclusion. 

Corollary 3.1.2 If >), àD log A V e) <o for 1 < 

p<2or > AY ay)” “log (Y, Ver om for 2< 

Y (+) is continuous a.s. in l. 

Remark 3. 1. 2 
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p<, then 


By the previous proof, the independence be- 


tween components of Y ( « ) is not needed for the conclusion of 


Theorem 3.1. 2. 
3.1.3 {rf-valued Gaussian process 


Let {Y(£);—co<tt<loo} = {X,(4);— co <t}; be a se- 
quence of Gaussian processes defined as in the beginning of this 


section. Put 


l/p 


alph) = ( Patch) pl, 


g“ (A) = max TCh), 
kai 


_ op aE- 5 wh) 
o(p,h)= 


a” (h) il p32, 
o¢=FE{NCO,1)/?, pz. 
Since E | YG +A) -YO || =O8 >)" Eh), YOH —Y@) 
€ l’,p = l, almost surely for fixed ¢ and A if and only if 
aC p,h)<oo, C3..4.15) 
and Y (1) € 7’ almost surely for every ¢ if and only if (3.1.15) and 


if j= p<2, 


also 


SJELX,(0) | ee 


k=l 


Lemma 3.1.2 With pẹl, we have 
{|| YG+A)—YC) || -0,0(p,h)+20(p,h)} 
<= 2exp(— 27/2) 


(3:14.16) 


C3. L179 
for arny ttih 20. 


Proof Lei{,; n = 1} be independent normal random 


ese 


variables with Eé, = 0 and Des 
that 


CES)” <œ, It is well known 


的 = sup Dian 


= a |l fit <1 
where q= p/(p—1), a= (asaz) EL. Using Borell’s inequali- 
ty (Theorem 1.1.1), we have that for any rœ>0 


P{|( 160") = 2 Ser) |> 2] 


=p | sup Dat, -E sup Dat |> 


tal gs1 f lalai f 


r? 
i ox 2sup tal exiX ( > | 


i — 
= LEX ox ao 
P| 23upserpat >), aE; 


Noting that 


>r) 


(S em sup (Salty! ep 
< =1 lal gl $2] 
“at 
tg BS sup Dy if p22 
-| PSR 6 04000 a tae Li<p<2, 
MaX EG if p> 2, 
we obtain 
PHa en A |> a} 
k= k=} 
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r? 


CEG AS 23. > T if IS Ê < 2 


zexpd — ee 


2exp | = 


— 


a if p> 
2maxy> 2S pene 
(3.1.18) 


Since 


eSa) < (Sra) = a K een)” 
k=1 a — 


by Holder’s inequality, (3. 1. 18) implies (3.1.17). The lemma 
is proved. 

Next, we eastablish Fernique’s type inequality from 
(3.1.17). We consider more general process, which is not nec- 
essarily Gaussian. The following lemma is due to Csáki, Csorgé 
and Shao (1992). 
Lemma 3.1.3 Let B be a separable Banach space with norm 
| Wl and let T(t); — 00 <t<(co} be a stochastic process with 
values in B. Let P be the probability measure generated by C+ ). 
Assume that °C + ) is P-almost surely separable with respect to 
| = || and that for |t|<to,0<x* Sa and 0<ChShy there exist 
non-negative monotonically non-decreasing functions o, Ch) and 
Th) such that 

P| (rath ra) || Zro lh) toh) SK exp(— Yz’) 

(3.1.19) 
with some K,Y,B>0. Then 

P! sup sup || Pa+s)—LPC) || =>xl0, (a) +a, la, k)) 


Osten Tt osa 


+o, la,k)-+0,la) oCa,k) } 
<a +1] K2” exp(— Yr") (3. 1. 20) 
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for any OST Xt, 0<a<th), xizr* and k23, where 


o,(a,k) = a alae $) a, 
1 + yas 5 : 
6,(a,k) = 6| ones 04. 

274 z 


ACE ES Te o (ac dz. 


Proof For any positive real number ¢ and k3 put 1;= 


2/ 
alt 29/2” R=?” Denote by Z = (t;;t220,7221}. We have for 


any its EF, 
ICES rE) | KW rC as) Lre) |l 
+ | 有 (十 5 一 有 CCG 十 se || HITOS rE) | 
< | ri + s) —PCQ,) | 
+ eS | CC + SÌ) TE Fe 十 SI | 


了 一 0 


> ke Gage = T Cig lis 


j=9 


where the second inequality is since the two infinite series are 


both sums of finite many numbers. Since (+ ) is almost surely 


separable and 7 is dense in R*,it follows that 


sup, SUP | Patt y—P@) || 


Ostet’ 


= sup sup || (t+s)—T@) | 
fe sel 
Oss POs 


S Sup, sup Irs) rC || 


iy sup ag | Pct + Seas ia Pt + S)i+j? | 


< 
jao VST 08 


+ 3 sup a | eC ener = 


oT OK 


Pliaga) | ee 


e 242° 


Since 


sup sup | (t+5),—-thl Sa, 


OST Ne ea] — +) 


sup | -+s)s—(tt+a(1—1/R) )4|<2a27” 


ST all— 


sup Sup \@+s)stjei— Hss Ka, 


Sup. sup | Peta; Jr G | 


T Os 


= sup sup || rUs h) — Pf GY | 


eT 
O<Ssa1—F) 


+ sup sup TCG i) -—PCG@+a—1/R)),) || , 


SKIT al- Lsa 
we get from (3.1.19) for each rr" and 2,22" 
Pi sup sup || PC@+s),) rC) || 2x0, (a) +0, (a) } 


Star Os Laal- h) 
<2KR!(T/a+-1)exp(— Yr"), 
P{sup sup | F¢G@+s),)—-PC(t+aQi—1/R)),) ll 
OST aU I/R) sa 
2x6, (2a/R)+o,(2a/R)} 
<2K R(T /atlexp(—Y2"), 
Pi sup, ek | PET S eee hae? Ce n | 


2 0,(a/2?'’)+0,(a/2”"")} 


<2K27)""' (T/a+ Vexp(—7z"), 
as well as 
P{ nes | (Thi Mis) | 之 Ti0n (a/2?"’)+0,(a/2""’)} 
<K2 7 (T/atlexp(—Y2*). 


Now we put %¥2#=72°+2**/*1, Then 


So pe) = SV gettin ttt ond = exp(— Yr’). 
/一 站 =o 


From the definition of z;, we see that 
Lr +O E, 
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2a 2a 一 a = 
TO) R +o: R + 2D) 201 oan] + 25o 
i=0 j= 
2 oO 
Karl as +2144 Sal =) | 
j=0 
l æ 
2 18 kt+j+l 2 = 
+2 3 2,2 ; a| Fa + 2, RIHD 
5 aa 28S a 
1 92 a gët 
oO Da 
< (1 十 2 方 +1 | Dal] 
j=0 


< (1 十 257} >» aLa deyin? 
=0 


and 


k+} 


2 | z$- ‘0, (a2 ')dz 


< -一 一 一 一 
BO? — 1)% 


as well as 


. PAA e 


22 


a 2a e o, lae”) 
= d, lask). 


Combining all the above inequalities shows (3. 1. 20) is true. 


This completes the proof of Lemma 3. 1. 3. 

Using Lemmas 3. 1. 2 and 3. 1. 3 we give the following suffi- 
cient conditions for the a.s. continuity of YC * )EP, p21. 
Theorem 3.1.3 Assume that (3.1.16); 


[MA ae < 00 (3. 1.21) 
and 
| jcpse de < o (3. 1. 22) 


are satisfied. Then YC* )El’, pẹl, has a.s. continuous sample 
paths. 

Proof It suflices to show that 

limP { sup sup DILE + 8) — Xi | > ef | = 0 
for any e>0, T>0, namely 

lim lim P {sup sup SX + s) — X,@) |" e} Q. 


hr0 N—-+oo ?所 TT OSA Zi 


(3. lego? 


Clearly, (3. 1,22) implies [ae de < co for every k 1. So 
1 
by Theorem 2. 1. 6 X,(*) is an a.s. continuous Gaussian process 
for every k >> 1] and so is Yy(+) := {X¥,¢-)}*%, in X for every N 
== ]. Using Lemmas 3.1.2 and 3.1.3 we have 
P{ sup sup | SIX, (+s) — XC) |)? > xG(p,h) 


lel LT Osh 
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ECPAT h) +8, (oC p rh) to Cp,h)) | 

S8(T + 1h exp (—27?/2) 

for any x>>0 and N21, where 
o(p,he-*) 


logh rar 


= 16| Tes. 


d,(pyh) = uf olp, he” i Jdzs 


ogh 4) 2 


o(p,h) = JN EE iy 


aai 
Since o(p,h)is PE ENE E O in A, it follows from (3. 1. 22) 
that 

olp h)=0o(Clogh™!) -2) as ho, 
which, further, implies 

di lpsh)=0C ogh 17) as hi—0. 
Also, in terms of (3.1.22) and (3.1.21), we have 

G.(psh)+6,(o(psh)to,(p,h))>0 as AO. 

Consequently, we obtain 


lim lim P { su up 


S 
h-eQ N — co IST OSs 


= 


pD U+ s) — Xt)1?) l >e} 


< lim limP{ sup sup | 2 和 十) 一 和 (| DS e2 
h—0 N ro UEN i ct = 


N 


< OET re eee, 
8 Fimh exp | | 
BCT HL limh Vexp(—31logh ')=0. 


This proves (3.1.23) and completes the proof of Theorem 
na ee 
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3.2 The Increments for B-valued Stochastic Processes 


In this section we shall establish general theorems on incre- 
ments, both large and small, for stochastic processes due to 
Csáki, Csorgs and Shao (1992). Let B be a separable Banach 
space with norm |} «+ || and let {r (t); — œ <t< co} be a 
stochastic process with values in Banach space B. Let P be the 
probability measure gencrated by rC»). 

Theorem 3.2.1 Let ars br, Cr, 6,(7), o,(T) be non-negative 
continuous functions. Assume that both ar and br are either non- 
decreasing or non-increasing functions of T and that 
Crta (T) +0 '(T)>œ@ as Too, (3.2. 1) 
P{ sup sup TeS =ru | >ra TI FEAT} 


OS iep USSE uy 
<Crexp(— yzp) (3.22,2) 
for any 


| | | logC; +loglog 


aL) += P ST 


<a+d| 4 | logCr 十 loglog| ol (T) +- 


nT 


with some ¥,8,0>0. Then, we have 
lim Sup Sup sup or | Pat+ts}—F) || <1 ee era Gs a A 


和 CI <a sög Om = 5%, Sy 
where 
pd 


ise, | logCy+loglog| a, (T) | | | f HoT). 
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Proof Without loss of generality, assume 0< 8< 1/2 and 

both ar and br are non-decreasing. Let 1<(0<1+ 6/2. Define 
AST 0 <o (TIO), —oo<ck<oo, 
Ag t{T 1K Cr<2""' 0 
Arye {Ts <e,(T <6 .TE Ay}, —omi<oo, 
Trga sup {T ;TE Arji) 

Write a(T)=arand 6(T)=6r. Noting that (3. 2. 1) is satisfied 
and using the continuity of ar pr Crso(T) and o,(T), we have 


lim sup oe SYP or | Pest Ge | 


Pade 


Slim supsup Sup sup sup er | PG +s}—FE) || 


klti- yal TEA, jb Dy. T 


<lim supsup sup sup 
Zby eae 


bltiew jel TEA, jE 
| Pa+s)—Pu) | 
oF og?’ +logloga"!))"+-0,(T) 


«< max lim supsup sup sup sup 
[Al tieco joel iste TE EAL Os te. by. joe ay 


_NPGt)-POoO 
o> log (2'logd"!)))” 


lim supsup sup su sup 


P 
kltiro jot izk oro, | pOK y) 


a 


| oo | ' Bats 
/了 (log2 十 loglog0 )) "+O 
We show first that 


lim supsup sup sup sup 
| 下 十 二 co jet mek OSUSKÉ | p pu 


| Pd 一 Pan | 
O (= (log? +log logg'*!) M84 6 


Red i 
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< = 
| 
<0" aus; (3.2.6) 
By (3. 2.2), we find 
P{sup sup sup sup ar || P@+s)—Pq@) || 之 0} 
Ji ik SET, pjossaaltT, Ja veel 
< SC eX {_ te 1) Prusa) 
ae OV jad 
1 m” 
+ o| y logCr, 十 loglogd!") | | | 
<a OY) SF T exp| — 7 0 — De- a 
jet ik 
B\ Pe 
< of ; y Cog, + loglogb | | 
< > Cr, exp = PdogCr, + log log@"*') } 
ji j N 
-+ pa > Cr exp(— YU — Pg oN) 
jel ghey 2/4 2 oe 
<e J G + log le 27 Clk] + D” 
jel 
n poa ya 一 EPG 十 DP) 
FA 
PEL 
(3 2:7) 
where c is a constant, n only on @,8 and Y. Therefore 


a mo 


> > P {sup sup sup sup 


up s a Oe Was) = 2). 
1 二 0 Biad jæi izk Ose OCT) Osc sszealT via 


> O}< 26， (3. 2. 8) 
Now (3. 2. 6) follows from (3. 2. 8) and the Borel-Cantelli lem- 


ma. 
Next we prove that 
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i 人 PC) 一 下 
im sup sup sup sup sup 
st jt TEA, p OEE UsEd log (logd!) 


<P a.s. (3.2.9) 
Put 
T;,,=sup{T;T E Aa TS" }. 
Then 
GT yy) = o™ 
and 


| I rae-to-ra il 
Im sup Sup oP sup Sur ~h 
|k|+itrco jml Ay, j OSs, ay pp 人 Flog (2'log6" ) 1? 


| Pa-+s)—-F@) | 
<lim sup sup sup sup 一 
Le Ped log (2log! )) + oTi) 


<0 lim supsup sup m an, |rats—-Pae) |. 


loo jæi SSe 

a rest of the pent of (3. 2.9) follows along the lines of 
the proof of (3. 2.6), and (3. 2. 4) now follows from (3. 2. 5), 
(3. 2.6), (3. 2.9) and the arbitrariness of 6. This completes the 
proof of Theorem 3. 2. 1. l 

The next theorem indicates that the assumption that both ar 
and br are cither non-decreasing or non-increasing functions of T 
can removed under some additional conditions. 
Theorem 3.2.2 Let ar,br,o, (Tand 62,01) be non-negative con- 
tinuous functions. Assume that 


at 


-= +a CE) 十 pr as TT—o00o, (3. 2.10) 
sup oe. 目下 十 一 情人) |] Sao (T) +07) } 
<A + )exp(—72") (3.2.11) 
T 
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for any bbr, and 


| 4 yi} 
人 og > +-1)-Hoglog (o, (T) + <i | <x 
l 
<1+8)| + log (2 +1) +Hoglog(o(T) + ||" 
o,(T) 
+5 T 


with some ¥,8,0 and A>>0. Then we have 
lim sup sup sup ar (rat) re) || <1 avs. , (3.2.12) 


-e OD OSS bp ssa F 


where l/ar =o, (T) ch (log (br/ar + 1) + loglog Co, (T) + 
(TO oT 
Proof Let Cr=l+br/ar. Assume,without loss of gener- 

ality, 0< <1/2. Let 0, Ar, Ar, js Arja be as in the proof of Theo- 
rem- 32ed: Put 

Tigi) =sup (br; T E Arja) 
and 

acTy |.) =sup(ar;TE Ag, ji} 
It is easy to see that (Ti, p) 28(T i;i) and 


OT ipa)» OT apa) b(T,.;:) 
- 一 < 一 opal 十 1 
Mi a a o 


Hence, along the way of the proof of Theorem 3. 2.1 we find 
lim sup a us ay || TG+s)—TG) | 


co < 


Ne 


<lim supsup Sup sup sup ef || TG) TC) || 
T 


|k|+it+co jl! TE A, ps Osa. 
Slim supsup sup sup su sup ay 
I 二 i eco ji i TEA 


Aj PREE j Dealt ae 
x || Pets) —Pc) || 
< a.s. 


This, by the arbitrariness of 6, proves (3. 2.12). 
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Using Lemma 3.1.3, we can get some corollaries of the pre- 
vious theorem. 
Lemma 3.2.1 Let{P?'(t);—o0<r<ico} ,0,(h) and olh) be as in 
Lemma 3.1.3 and assume that 0,(2)/x° and o,(2)/x" are quasi- 
increasing on (0,ho) for some a->0. Then for any 0<e<l1 there 
exists C=C(€,8,Y,a@) such that 

P{ Sup sup || Pa+s)—LPC) || ro, h) ateo)? 


KIAT Os 


<CK| {+1 exp 


q? 
El (3. 2.13) 


1 $ e 9 OS. T At and OAS Ay. 


for every 了 之 Pax 


Proof Since o,(2)/x* and o2,(7)/z* are quasi-increasing on 
(0,A,), there is a positive co such that 
oCht)<Scot*o,(h), 11,2 Care. 142 
for all 0<t<1. From (3. 2. 14) it is easy to find that 


olh BY Ge Oe a) s 


Pe oy P a et-a tolh), i=1,2. 


Hence for ô= min(e, 1— (1+6) f), we can take k such that 


oth ,k)+o,Chsk) +o (hs SS Cah) +o26h)). 
By Lemma 3. 1. 3 we have 
P{ sup si sup IraFo=r e] areae) 
<P SUP sup | raæ+s)—r ce) || Sard —d) (oe, CA) 
gh) Eot (h,k) +o0,(h)+e,(h,k)} 
<ak| g +1] 2" exp(—7r—0))) 


Yr’ 
Lee 


T k+l 
<4K| ra 2” exp| 一 
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Now put C=C(e,8,Y,a)=4 + 2", as desired, and the proof is 
completed. 
Remark 3. 2. 1 Strictly speaking, the constant C in (3. 2. 13) 
depends not only on £, a, Y, B but also on cy in (3. 2.14). But, 
for the sake of convenience, we shall continue writing C for the 
constant C=C(e,@,7,8) in the sequel. 
Lemma 3.2.2 Let {r 0); —œ<t<c0}, olh) and olh) be as 
in Lemma 3. 1. 3 and assume that or (x) (logr ')" and 
o,(x)(logzx')* are quasi-increasing on (0,1/2) for some a>1/8, 
namely, there ts a co>0 such that 
‘| [108 log 二 i=1,2 

(32 45) 


a; (ht) SCG; (A) 


lo 1 
E h 


for each 0<Ut<l1, <A. Then, for any €>0, we have 
P {sup sup | Pa+s)—LFt) |] Dre, hk) A+¢,65) 


KLT Oise 


we ee 十 czcedi (Ah) dogh) } 


<8K| 7 +1] 7 sexp(—Yx*) (3. 2. 16) 


Ae 
for every x 之 max(r’ ,1), OST St, and O<A<Kmin (ce, hos 
1/2), where 


Es £ 8 
1+ 3) [+ + log + $), 
14 178 a 
ama y | P Ba—1 


Proof Put 2 一 s logh lin Lemma 3.1.3. By (3.2.15) we 
have for i=1,2 


= g3+/8 


| 一 (Br 一 1778 


E 
it-7 


AO L e dz 


#3 z(log (k + z)“ 
© 253° 


= (logh - bye 

tlt = Clog th’! T > i 
l 

E/E zz T O ae 


= c 2ta (h) | -dz 


= Er ating. T 


< CaA tE, (h ) 


\+e/8 = Ae 

Ee | dz 

J 21 ef 87 a 1+e/8 Z t? 

< ca oh I + €/8) s a: log| 1 + a 
= €9C,0;(h) 


and 


= 
om 
a 
ps 
S” 
I 


k oi(h)log’h de 
oy As G? + logh 


E as 1 
Bcoo Ch) | log + least (1 +2 7y 


l 178 
LiF pate dz 
sath log y | | (1 a TA 
Ce )| og | cue (1 eray 


on dz 
T [cet = 
1 y 1/8 ai 2 E 1 一 1/8 
直子 cogi Ch) (logh 1)# re “(1 aa 
= c,d, ChA) (logh!) c. 
Now (3.2.16) follows from Lemma 3. 1. 3. 
Clearly, the inequalities (3.2.13) and (3. 2. 16) enable one 


to study the increments of F ( + ) for small h over the interval 


IN 


(0,1) and as we will see, even to establish some surprising re- 
sults. The next versions of (3. 2.13) and (3. 2.16) are for the 
sake of studying large increments of FC + ). 

Lemma 3.2.3 Let (FC); —co<i<oo}, oih) and oCh) be as 
in Lemma 3.1.3 with to = h=. Assume that oi (2)/x* and 
GT /I are guasi-increasing on (0,02) for some a>0. Then for 
any O<e<il there exists C=C(e€,Y,a,8) such that 
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PN eer ea | Pe +s) — Pe) || $ raa) + A + eola) ) 
-一 aS B Yar” 
SCK 2 二 十 | exp a (3, 2.17) 


for every x=>max(1,x*/(1—e)) and T, a> 0. 
Lemma 3.2.4 Let {T(t1);— 00<t<o0}, olr) and o,(x) be as 
in Lemma 3.1.3 with th=ho=. Assume that o,(r)/Clogz)’ and 


o, (x)/Cogzxr)’ are quasi-increasing on (2,0) for some a> 1/8 


and that 上 om (e-* )dz < 00 |e. (e dz <lco, Then, there exist 
positive numbers cy, cz and ay such that 
P i sup sup | Pt+s)—PC) |] Zrc (a) +e (a))} 
<c,KTexp(—72*) (3.2.18) 
Jor every Tmax(l,r’ ) and T 2a Zag. 
The proofs of (3.2.17) and (3. 2.18) are similar to those of 
Lemmas 3.2.1 and 3. 2. 2 and are therefore omitted. 
Combining Theorem 3. 2. 2 with previous lemmas, we de- 
duce 
Corollary 3.2.1 Assume that (+ ) is P-almost surely continu- 
ous with respect to || » || and that there exist non-negative mono- 
tone non-decreasing continuous functions 6,(h) and olh) such that 
P{ PG+s)—-P) || Zro (A) +0.(h)}<Kexp(—Yzx*) 
for each t20, h>-O0 and xx" >0 with some K, Y,8>0. More- 
over, assume that o,(x)/x* and o,(x)/x" are quasi-increasing on 
(0,00) for some a>>0 and that ar and by are continuous functions 
with 


2 


a 6, (ar) 十 


~- co as T 一 cc， 


二 


Then we have 


lim sup m Sup- Br || Pa+s)—P) || <1 a.s., 


T= 0 
(3. 2.19) 
= gı Car) (7 Clog (1 + br/ar) + loglog (o, Car) + 
dı Car) !))) F +o: Car). 
Proof By Lemma 3. 2.3, for every 0<e<1, 6>0 and z= 
max(1,2°/€1—e)) we have 
P{sup sup [| Cl@+s)—P) || Szro,(a7)+0+e)o,(a,)} 


KID Ea 


where Br? 


Yaf 
iier 
Consequently, by Theorem 3. 2. 2 

lim sup sup PA Br Ce) | Fa@+s)—TC) || <1 a.s., 


Peco Ostby OSS 


mi 
ar 


exp| — 


(3. 2. 20) 


Br E =a larn +E dog +6r/ar) +loglog or Car) + 


where 


oi(ar) )) ere (1 十 E)a air) (3. 2.19) now follows from 
(3.2.20) and the arbitrariness of e. . 
Corollary 3.2.2 Let (P(t); —00<t<00}, olh) and os(h) be 
asin Lemma 3.2.1 with th=1. Then we have 


lim Sup sup sup 6, || F+s)—-F@) || <1 a.s., (3.2.21) 
Ot Osh 


where > 一 Oh) ogh! +loglogo, A'E +0; Ch). 
Corollary 3.2.3 Let (TO); —œ<t<}, o (h) and a,(h) be 
as in Lemma 3.2.2 with to=1. Then, there exists a positive C 
such that 

lim Sup sup sup 0; || Oa+s)—FQ) |] <C a.s. 


Ol OSs 


EAAS. 


ae proofs of Corollaries 3. 2. 2 and 3. 2. 3 are similar to that 
of Corollary 3.2.1 and are therefore omitted here. 


Zan? 


3.3 The Increments for -valued Gaussian Processes 


Let {Y () 3t220} = {X 0); t0} be a sequence of indepen- 
dent Gaussian processes with EX, (z) =0 and stationary incre- 
ments (h) = E(X,(t +h) —X.(2))*, where oCh) is assumed to 
be a non-decreasing continuous function for every k1. We shall 


continue employing the notations introduced in subsection 
5 Oe Ben 


3.3.1 The increments when o(p,h)/h* and/or o(p,h)/h* are 


quasi-increasing 


We first consider the case when o(p,h) and/or o(p,h) are 

infinite. The following two propositions will be used in the 
proofs of main theorems. 
Proposition 3.3.1 Let ar, T>>0, be a positive continuous func- 
tion and br, T >O, be a non-negative continuous function. Put a* 
=suprscar. Assume that o(p,h)/h* and oCp h)/h* are quasi- 
increasing on (0,a") for some a>>0 and that 


l + br 


ar 


(Bd dy 


十 ar 一 co as T > œ, 


Then we have 


lim sup sup sup Cp, T) |] Y¥@+s)-Y@) || pl a.s., 


Teo Oth Esay 
(3.3.2) 
T)! =0,0 (prar) +6 (ps ar) (2 Clog (br/ar) + 
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where BCp, 


loglog(a;+1/ar))))”. 
Proof Recalling that 
o(p sh) 


G79-p E| > gt FERIS KA kiga ) (2— pi/2p 
k=] 


i 1a p< 2s 
max (E(X + A) =A ipo es 
2>1 


and using Minkowski’s inequality, we obtain 


O(p,2h)<26(p,h) for each AD>>O and p21. C3 
From (3.3.3) it follows easily that 
op,h) + hy 
/ 
Kal n+, olp, DiD 1 | for each hA>O, (3i304) 


By (3. 3.4), Lemma 3.1.3 and Theorem 3. 1. 3, we conclude 
that (3. 3. 2) holds. 

Remark 3.3.1 Leta. (p,h) and o. (p,h) be non-decreasing 
functions such that ¢(p,h)<o, (ph) and alph) So. (pyh) for 
each A>>O. Assume that o. (p,h)/hk and o. (p,h)/h* are quasi- 
increasing on (0,a") for some a>0. Clearly, (3.1.17) remains 
true if ¢(p,h) and o(p,h) are replaced by o. (ph) and 3. <p, 
h), respectively. Hence, (3. 3.2) remains valid with o. (p,ar) 
and o, (par) instead of o(p,a;) and o( pyar) , respectively. 
Proposition 3.3.2 Let arand by be positive continuous Functions. 
Assume that (3.1.15), as well as 


log (br fa) 
loglog(a;-+ (1 /ar)) 


一 CD as T —> oo 


(339) 


and 
. 258 « 


lim sup max max{o, (ar) 
KOES li a A 


XEL (X, Car) —X,(0)) (X: Gar) — X.C j—Dar))]} S0 


(3. 3. 6) 
for each €>0, are satisfied. Then we have 
| Ya@+s)—Y¥C) | 
$e .S. 
有 
ee T 


Proof Let 1<(@<65/64. Define 


vt 


A= {T S gamh k0, 


Arj” {TO  <o(p ere Arle oLa, 


b(T,,,)=inf{brsTEC Ard, arj=alTi =inklar;T E Arg). 
By (3.3.4) and (3.3.5), one finds that 


Ay; = © for every | 了 | =e (3. 3.8) 
provided that & is sufficiently large. It is also easy to see that 
BOT ,BOT bt Gs) i 
bee Jet ee, .3. 9 
BE T R T We 
Therefore 
lim inf s | ¥@+s)—¥@ [Lo 


fest oeteh, Coreen OCP sy) (210g Uran A 


Sierek ee seat, well MOO) lie 

Slim inf inf inf sup sup Fp ay @logbr/ar))™ 

YGS YA) ll 
MGR2 i 


之 lim inf min sup su 


koo lil<e* OKER ORs, , 


之 lim inf min max 
bp—r oc le Oi A 


| YC2"-Ya, +a.) —Y ane“ a,.;) Ile 
Oa( par) (2log2*)!” 
We proceed with the proof by considering the two cases of 1 


(3.36 £0) 


Sp<2 and 2p<.co separately. 
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Case I 1l<p<i2. In this case, by (3.1.17), we have 
| ¥ 2 OP ay Aa HY G2 Pay) ||» 


oo Co 
= —(p-1)/p 
2p/(2— p) 一 2107(2 一 
> a p/(2—p | >) 5, (ay, Yt 1)/(2—p) 
or] v=1 


x (XG Pan, T drj) iii Cy mam rary oe 
Consider 


E(k, ji) 


(3523 


> Fo ap) No CoD anp r= to ag) 


v=] 


olp jd ( ACE hs )e- Dip 
v=} 


o Oe agg a ay) Xe aD) 
1 


v= 


CO 
( b d, (ay, j)? CTP yi 
v=l 


k=l], 2; "e; lilet, EEEE 0. For Js fz fixed and IERE ES 


ki2—8 
22-0 | we have 


FLER FD ECR ism) } 


a oO 
re ia z 7 
-~ | DAC ae a. A D/C2—p) 
v=] paf 


X E{ (X, (ay, ;) = X., (0)) X (X, (On = Daal rae + Qj) 
== X, (n — De ag ys (3312) 
by the fact that {X,(t);2220}%, is a sequence of independent 


Gaussian processes with stationary increments. Noting that 


= oo 
> olar ;) PDOP Ca) = Sy g(a, Y OP, 
ved v=] 


and using the assumption (3. 3. 6), we deduce from (3. 3. 12) 
that 
EEk, j;i)E Qk, SO 一 1 (3. 3.13) 
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a 


for every |j|<ec*, Si <m, provided that & is sufficient- 
ly large. Also, clearly 

ER Juy I, (3.3.14) 
Let (POLi K2) and r be independent normal random vari- 
ables with mean zero and with Ey?=2—6@, [Ki < and Er? 
=0—1. Define r;=1t+7,, 0S2, Note that 

EE Ck jsf) = Et =l, OS 1S 2, 
Etech gem) eae OS Sse 


for k sufficiently large. Therefore, by Slepian’s inequality, 


P{ max E(k, 738) ((2—0)’ —2(0—1)"") (2hog2*)” } 
oie ht ® 
<P{ max r4<((2—9)?— 200-1)" (2log2*)"” } 


oxic yht2—-8 


max 7,<(2—4)?(2log2*)'” } 


pogig 0 


+P{r>2(0—1)” (2log2t)!} 


<P { 


<( 6((2—0)9” (2log2*)'/")) “ere +exp(—Alog2*) 
7 — = lo 24 , ghl2— 9) 
<o-44[y— Se TT 
oe + 3(1+ (2—0) (2log2"*)"?) ; 
<2" +exp( 22 22e h] 
k(2—@) (4-1) 
<2 Pexp| = | (3. 3. 15) 


for every k big enough. 
Putting the above inequalities together and applying the 
Borel-Cantelli lemma, we conclude 


| Y G2 ay ;+ a.;) —Y U2? Da,.;) Ht ee 


Galp iara) (2log2")'” 


max 
2-0 


fim inf min 
bern lilet TiL? 


S420) 20 
= 0 
which yields (3. 3.7), by (3. 3. 10) and the arbitrariness of 1 <0 


+261 * 


C3300 50) 


<65/64. 

Case I p22. Take N, ; such that Gn, 《ah =o" (arj), 
Clearly 
Ge Raa) Ea lee 


— — 


GCP yui.;) 
OREO— pk (O— 
_ Aw, C2 i Pary T aki Apg 2 : Gas) 
Ox, (aaj) 


Along the lines of the proof of Case I, we conclude that 
(3. 3.7) remains true in this case as well. 

Remark 3.3.2 From the proof of Proposition 3. 3.2, one can 
conclude also that (3. 3. 7) remains true if (3. 3.5) is replaced by 
loglog| arts] =0| log = and 之 oo as 了 一 co. 
Moreover, if the conditions (3.3.5) and (3. 3. 6) are replaced by 

log(br/ar) 


S > as T — co 


logloglog (ar + 1/ar) 


and 
ECX ila) = XOCA e ANS 0 

for each k2==1, OSax<h<<c, respectively, then (3. 3. 7) holds 
true, 

Now we state the main results in this subsection. They are 
due to Csorg and Shao (1993). 
Theorem 3.3.1 Letar, T>>0, be a positive continuous function. 
Puta* =suprscar. Assume that o(p,h)/h" and oC p,h)/h* are 
quasi-increasing on (0,a* ) for some a>0 and also that 


i a, (3.3.17) 
t+ loglog] 
a(psar) 


T 1/2 
olp ar) = 0 log a | a.s, T 一 > CD y 
r| 


(3. 3.18) 
‘aoa 


lim sup max maxto;’*(ar) 
Re (Thay SIRT lay PFI 


x ELCX Car) —X,00)) CX, Gar) — XC G+ Dar) J} <0 


(3. 3.19) 
for each e>0. Then we have 
fim sup sup YEO —-¥O le _, 
T ia tea alp sty) (2log(T /a;) ) 1/2 m a. S, 
C33. 20) 


Theorem 3.3.2 Let ar, T >Q, be a positive continuous function 
satisfying (3.3.17). Assume that o(p,h)/h* and ol(p,h)/h’ are 


quasi-increasing on (0,a") for some a>0 and 


olp say) 


as 1/2 
log 二 | =ola(psrar)) as Too, (3-3. 21) 


Then we have 


l; | ¥ce+s)—-YC) || ¢ 
im sup sup ”一 一 全 一 一 一 一 -一 一 一 


T-e ott T Oe sap. O,0Cp yay) 


l. “428% (3. 3. 22) 


Theorem 3.3.3 Assume that o(p,h)/h’ is quasi-increasing on 
(0,1) for some a>0. Moreover, suppose that 


o(p,h) =o 


a(p,h)| log a i as h~0O, RIE. 
cap: mas a ELX XO XGA XG- DANY 
AO phe py 14l l Gi (h) 
<0 6323.24) 

Jor each €>0. Then we have 

lim sup sup ATOTO @ |e TOTOY OET a 

ao ora occa OC P,A)(2log(1/h))”? 
Theorem 3.3.4 Assume that aCp,h)/h* is quasi-increasing on 
(0,1) for some a>0 and that 


(aes 200 


T 1/2 
o(p,h) =o(o(p,h)) as hd, (3. 3. 26) 


log + 


Lhen we have 


©2635 * 


| Yr+s)—YC) || ty 


EFA a. S. (3 


lim sup sup 
h 0 OSs] OLER 


Remark 3.3.3 If 

E{ CX,(6) — Xia) Xd) — Xo) ) SSO (3:3: 28) 
for every Oa 人 bcd and for every &==1, then, obvious- 
ly, (3.3.19) and (3. 3. 24) are satisfied. In particular, if oi (h) 
is concave on (0,220) for each £221, then (3. 3. 28) is true and 
hence (3. 3.19) and (3. 3. 24) are satisfied. 
(3.3.19) or (3. 3.24) is really much weaker than (3. 3. 28). 


Remark 3.3.4 We call attention to the normalizing constants in 


In fact, condition 


Theorems 3. 3. 1 and 3. 3. 3 being completely different from those 
of Theorems 3. 3. 2 and 3.3.4. The conclusions of the latter two 
theorems may be somewhat surprising at first sight. We should, 
however, note that, under the conditions of Theorems 3. 3. 2 and 
3.3.4, respectively, we have 

| ¥€ar) — YOO) || æ ~ O,e(p,ar), T — œ 
and 


| YA) — Y (0) || ~ 6%0(p ,4h), 


and, consequently, their conclusions are like laws of large num- 


h —> 0 : 


bers. On the other hand, the conclusions of Theorems 3. 3. 1 and 
3.3.3, respectively, may be compared to large and small incre- 
ments of a standard Wiener process (cf. Theorems 0.1 and 0. 2 
or Chapter 1 of Csorgd and Révész (1981)). 

Proof of Theorem 3. 3. 1 
of Propositions 3. 3.1 and 3. 3. 2. 

Proof of Theorem 3.3.2 By Proposition 3.3.1, we have 


| ¥ce + p = YC?) | ye 
O,oCp sar) 


This is an immediate consequence 


<1 aSa 


lim sup sup sup 
了 一 oo DLAT sa 
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T 


So it suffices to show that 


lim inf su IYO- |e 
Teo Os ar Ô, o(p ar) 


Let 1865/64. Define 


之 1] a.s. 


T 


B= (Tiz a cate k20, 


Bij= iT; Kol p ar) SPH ,TEB,}, 
ar;™=alTi = inflar; TE By}. 
Similar to (3. 3.4), we have 
Op sar) S201 + ar)o(p,1) 
and hence 
B= Ø, if |j| >e 

by (3.3.17), provided is sufficiently large. Therefore 
| Ys) —Y CO) || 


lim inf su 


(3-29) 


Pe oih, yoCp ar) 
Simina Gat an He Oe 
k= jjge TER, Osea, 0,0 pay) 
5 Y Car) —Y (0) || 
=l I Yta D =Y ©) le 
E a 0e oC p say.,) : (3. 3. 30) 
Applying Holder’s inequality, we find that 
> CE || Yter) —Y (0) || 3270? 
E | Y (ar) —Y (0) Pp ne ease OE aR Ld 
l li CE || YCar)—Y 0) || en 
(8 D of Card)? + OBS) of Car) ) D 
( (0% Dj oar))’ + 22a*P(ay.) Dy Rar) ene 
= etpiar) 
C1 + 8385? Co" (ar)/o(p,ar))?) PDP (3. 3. 31) 


Therefore, by (3.3.21), 
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, .,E || Yla 一 了 (0) | wo 
lim inf EITS 1 (3. 3. 32) 
From (3.1.18) and (3. 3. 32) it follows that for every k suffi- 
ciently large, |j|<e’, 
| | ¥ Ca¥ CO) Ie | 
Pea a S 


<P{ I Yta) Y0) || #—E || Ya, )—Y 0) || 


< ao saiya 


a e 
ôo’ (p sar, j) 


rya 


‘on 
°8 a) 


<2 expl — 4! 


LD (3. 3. 33) 


which, together with the Borel-Cantelli lemma, implies 
lim inf min AX GaP FAO) Le Y Casi) —¥ (0) |] e528 
keo ge 08 OCP rary) g 
This proves (3. 3.29) by (3.3.30), (3. 3. 34) and the arbitrari- 
ness of @>1. 
Proof of Theorem 3.3.3 From Proposition 3. 3.2, we have 


in fut (Ya +s) 一 工人) (t) || em 
ee eC ph Olog (Loo a 


之 a. S. C3 


] a.s. 


It suffices to prove that 


|; IY a+ Y) || 
im Sup SUP SIP OC ph) Colog 1/h) 
For any fixed e>0, put 


G y (p h) =E Supoze (p tlopt ls), Ol 


<I ds 3330) 


Noting that o(p,h)/h’is quasi-increasing, one can see that there 
exists a constant cos independent of €, such that 
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eal p,h) 


17 172 
log n: <o., (p kh)=eE sup Baf tog L 


Ssh 


a 1/2 
<ecsd(p sh)| log r (3. 3. 36) 
ior 0 = fe =<. 1. 


a, (psh)/h is quasi-increasing and ø (p,h) <o. (p,h) by 


Moreover, o. (p, A) is non-decreasing, 


(3.3.23), provided that A is sufficiently small. Hence, using 
Remark 3. 3.1, we obtain 


lim sup sup sup ee EAE RD at 1 
A+0 Ost] pa OCP, h)(2log(1/h))'? + ¢6,(p,h) > 


Thus, by (3. 3. 36), 


a.S. 


lim sup sup sup IY ts) 一 站 人) | 
oxrgi oxa Elp, h) (2log(1/h))'” 


This proves (3. 3.35) by the arbitrariness of e. 
Proof of Theorem 3.3.4 Similar to the proof of (3. 3. 35), 
by Proposition 3. 3. 1 we have 


I¥G+9—¥@) |e 
5,0(p yh) 


<1+ EC. 


lim sup su 
OSI] O 


<1. as. 
7 
On the other hand, along the lines of the proof of (3. 3. 29) we 


can also obtain 


lim inf sup Gs Oe TO= le 
he OSS SSA ô, olp A) 


A combination of (3. 3.37) with (3. 3. 38) yields (3. 3.27), as 


desired. 


ST as 48.338) 


As applications of the previous theorems, we give moduli of 
continuity and large increments for /f-valued fractional Wiener 
Process and moduli of continuity for /’-valued fractional 
Ornstein-Uhlenbeck process. 
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Let (&(t) ;t220} be a centered Gaussian process with station- 
ary increments. €(¢t) is called a fractional Wiener process (or 
self-similar Gaussian process) of order Y if EE? (t) =t? , where 
O0<Y¥<1. When ¥=1/2, €(t) is a well-known Wiener process. 

Let pl, {c,3n2=1} be non-negative numbers. Put 


c(p) = (diet), (3. 3. 39) 
k=l 
= ‘zs | if 1= È <2; 
c(p) = (3. 3. 40) 
Ma Xz>1C; if P= =< Zz. 


Let {Y (2) ;t220}) = {af (2) #220}, where & (1) are indepen- 
dent fractional Wiener processes of order Y, O<Y <1. Set ot(h) 
= cj EG (Ch) =cih”. Define o(p,h) and o(p,h) as above. Clearly, 
we have 

opsh) = hcp), alph) = kelp). (3.3.41) 


Assume 


ED 60. (3. 3. 42) 


k=] 、 
Then, by Theorem 3.1.3, YC + )€/’ has a.s. continuous sam- 
ple paths. Noting that for each kl, a>0, j>2, 
Ecé (a) Cc, ja) —0.€, (j—1)a)) 
Gi (a) 
_ Ef (a) 6, Gad - 8 (G—1)a)) 
Efi (a) 


=F GED +. G—D? 27) 


and 


lim(G + 1)” + G- 1)” — 27) =0, 


Jeeg 


we see that conditions (3. 3. 19) and (3. 3. 24) are satisfied. 
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Hence, from Theorems 3. 3.1, 3.3.3, we obtain the following 
corollary. 

Corollary 3.3.1 Let p2z-1, (& (t);t220}, kR=1,2,°°°, be inde 
pendent fractional Wiener processes of order Y, O<Y<1. Let {Y 
Ct) 34220} = {cf 32220) 221. Assume that (3.3. 42) is satisfied. 
Then we have 


ETR I YGa+s—Y(t) ||; 
A+0 oZ] ey h¥c Cp) (2log(1/h))'? 
lim Sup su MEE) | 
ToT san Arc (Pp) (Zlog(T /ar))!? 


for any positive continuous function ay with 


一 1] A.S. » (3. 3: 43) 


=] a.s. (3. 3.44) 


limr..-log (T /ar)/loglogT =o, 
Let (Y Ct) 54220} = {X (4) 52220}, be a sequence of indepen- 
dent Ornstein-Uhlenbeck processes with coefficients Y, and A. It 


is easy to see that 


À; À, t ;之 0 


otk 
have the same distribution, where {Wi (4) } £, are independent 


1/2 2A,t co 
Oor and [A] WHEY sos 


k=] 


standard Wiener processes. Hence, without loss of generality, 
we can write 
1/2 W, Ce) 


c% 


T 
xo = |$) 3 2 
点 


and keep the path property of YC + ) without change. This rela- 
tionship and the notion of fractional Wiener processes lead in a 
natural way to introducing fractional Ornstein-Uhlenbeck pro- 
cesses and to studying their path behavior. 

Let (&(t);t220} be a fractional Wiener process of order 7, 
Where 0<7Y<1. A stationary Gaussian process {X(t);#2>20} is 


called a fractional Ornstein-Uhlenbeck process of order Y with 
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coefficients a and & if 


{X(t);t 0} and (ft) “SP ol 


2Ybt 
b, gear 


have the same distribution, that is, EX(t)=0, and 


ELX) X (5) } = ame e J | 和 a 


(3. 3. 45) 
for all ¢, s=0, where a220, b> 0. 


Clearly, (X (4) 32220} is the usual Ornstein-Uhlenbeck pro- 
cess if ¥=1/2. 


In what follows, we will always let (¥(t);#220}=(X,(); 
tO be a sequence of independent fractional Ornstein- 
Uhlenbeck processes of order Y with coefficients Y and A, where 
O<Y<1, 705: AO: Put 

h SEK ath AAY 


= 站 nali A —o~ ehh) , 

r, 

for h20, k=1,2,". Let pO1. Define o(p,h), a(psh) and ĝ, 
as above. From Theorem 3. 3.1 we obtain | 
Corollary 3.3.2 Assume that ¢(p,h)/h® quasi-increasing on (Oy 
1) for some o>0. If 


7 \ 1/2 
有 L) as h-~0, (3.3.46) 
then 
WY G+) Ye 
Ly ee Gp OR CI eh ee SO BRT? 
Assume that ¢(p,A)/h* is quasi-increasing on (0,1) for ， 
some a>0. If 
a 1 1/2 
5 (posh) log 元 | = a (3. 3. 48) 
* 270。 


then 


lim sup sup Irero-YO le a. S. (3. 3. 49) 


h0 OLIKI USSSA Ô aC ph) 
Proof By Theorems 3. 3.3 and 3.3.4, it suffices to verify 
that 


lim sup max max 
h—0 log(i/ASf fh kjel 


EUX MZ XON Kaj XAG— DI} 0 
oilh) 


(3. 3.50) 
We can verify that of (A) is concave on (0,œ) if 0<YsS 1/2. 
Hence, (3. 3. 50) is satisfied in this case. 
We consider below the case of 1/2<Y<1. We have 
E((X,Ch)—X.00)) (Xk) — KI— 1)h))} 


oi (h) 
_ fF GaAI+SCG=2) ah) —2f CIT AAD 
2C2 十 了 (CAA)) 
fe) Ch) 
AFIA) 


for every h>0, j 26, kl and for some (j— 2) uA SES AA, 
where 

fix) = (e — 07)” — e” — e7, 
By an elementary computation we can show (3. 3. 50). 

A consequence below gives specific meaning to Corollary 
3.3.2 in terms of the coefficients Y+, A and of the order 7. 
Corollary 3.3.3 Assume that 

O< > OANA < 00, 
k=1 


Then we have 


W¥@+s)—-—YQ) lv 
lim su sup 


1 a.s., 
AO | Ose Aa CPs VYR Clog (1/A))!? 


HarL 


where 
bn us me oy Pap) AE 
ro, = | a | í if 1<p<a2, 
max); (7,/A,)' = (24,)” if p22. 
In particular, taking Y=1/2, p=2, we obtain moduli of 
continuity for /’-norm squared process generated by Ornstein- 


Uhlenbeck processes. Let 


V(t) = IYO = DXi). 
pal 
Put 


D, = EX’) = Sid: es yy， r= Si， 
and 和 T T 
e eats 
Then Corollary 3. 3. 3 implies that 
Corollary 3.3.4 Assume that Lo <e, T<. Then 


2 2 
1 Xat s) — XC) 
Eo | 2(Bhlog(1/h))”? 


Csorg and Lin (1990) have studied the other form of moduli 


=] a.s. 


of continuity with the range of ¢ tending to infinity as AO. In — . 


this case, the normalized factor should be quite different. | 
Theorem 3.3.5 Assume that To <, F, <œ and that T, Å œ 


continuously as h>0. Then 


| IG + 8) — HCO) 
im sup SUP. SUP, (@MAY*2log(Ty/h) < 


If, in addition, T, satisfies 
(ogT,)/log(1/h) ~» co as AO, 
then we have 
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i PA +h) -~- XO) _ 
pear = Mo T 


ioe en ESE) 
AO lel ar Coen (8Mh)2logT,, 


Remark 3.3.5 In this case, we can, for example, take 
T, = exp{log(1/h)loglog:log(1/h)}, 
where for small enough A>0O, loglog::-log(1/h) stands for tak- 


a. S. 


ing logarithm any given finite number of times, resulting in the 
modulus (8Mh)'2log(1/hA loglog:::log(1/A) for the X’ ( * ) pro- 
cess. 

The proof of Theorem 3. 3. 5 hinges on the following lem- 
ma. 
Lemma 3.3.1 Assume that T, <œ and lr, <œ. For any €>0 
there exist h(e)>0 and C=C(e)>0 such that for any T,> he), 
hh (eE) we have 


2 l x 
PIEGO +h) — L) | DS x(8MA)"} > 去 exp| 一 ] 于 | 


for any fixed t, and 
P{ sup sup |X G +s) 一 x? (2) | DS x(8Mh)”} 


ttt, 0 


<(CT,/h)exp =a 
for any TÈ B8/e:) T/M)”. 


The proofs of Theorem 3. 3.5 and Lemma 3. 3. 1 will not be 


presented here. 
3.3.2 The large increments when o(p,h) is bounded 
For some Gaussian processes, the conditions of the previous 


theorems are not satisfied. For example, o(p,h) is bounded as A 
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Lemma 3.1.3, for any positive real number ¢ put 


t, = {td(m,7)/hl/(d(m,7)/h). 


oo for Ornstein-Uhlenbeck processes. Now we establish large 
increment results for Y( « ) with bounded o(p,h). To this end, 


we first give a finer version of Lemma 3. 1. 3. 


We have 


Lemma 3.3.2 Let B be a separable Banach space with norm WP a+r || <I Cats.) rE) | 


| = | and let {TO) 32220} be a stochastic process with values in 


B. Let P be the probability measure generated by (+). Assume ie 2 IPCE a DTC E) | 


that IC + ) is P-almost surely continuous with respect to the norm = 
| > á .DO E 
and that for any t20, h20, <r’ Sz there exist non-negative 1=0 


Since 


Sup oe | (t-+s),—t,|SA+d(m,k)- iis 


EKT Ds 


sup SEE, (atse m atsl Shd (mk 二 7 十 1) i 


O<nrs U 


we obtain from (3.3.51) for any xx" and zi 之 
| Sup sup | CG) mT) || re, (ht+d(m,k) th) 


LT KS 


ath tanh) 


monotonically non-decreasing functions 6,(h) and c(h) such that 
P{ | PaG+A)—-L) || Zro (h) +62,(h))<K exp(—72*) 
ee es ee 
with some K, Y, B>0. Then for any given 2a<e, 0<r<l, 
P{ sup sup || P¢+s)—I'() |] Sx(o,(ht+dm,k)'h) +6, (h,m,k)) 


Ost’ Lh 


+o; (hym,k)+4,0Ch+d(m,k)'h)+a,(h,m,k)} 


<AK 


ft 1|dGn,k)*exp(—72") (3.3.90) <2Kd(m k| 天 十 1 exp(—Yz2"), 


P { sup stan | AEC TETTES CO— FEG tt) ii 


Osis OK 


xj lhd(m,k +i +1) +0: (hd (lm A a oP fs cl 0 


for any OSASKST, xx", integer m23 and k=k(r) large 
enough, where 


hd at 


. T 
d(m,k) =a" K2Kd (mkt jt) pH exp(—Yz5) 
ae as well as 
a,(hym yk) = trden — 3,8) T Sa ae 
| (ym, m Pe ee 5 Ys P { sup, Sup | PCr dD T ta) | rjo (hd ím, k tjt) *) 
Bae dn = Thee) l 
x /| EE cat Lh en WP +o,(hd(m,k+j+1)7')} 
af thimsk) =S) i- (SS EFI | A 
co € n iaiia — 月 
| aha Tida <2Kd mk +j+1)| i +1]exp(—Yz}j). 
d(m-- |. —r : 
(m-- I k+1—1) —_ Now put Yr =Y +d(m—1i,k+j+1). Phen 
a2(h ym yk) = Ad(m — 3,k)-| ig : 
dim—2.k+1— r) y >id(myk + j+ 1)exp(— Yzf) 
Proof Fix a positive integer m==3. Following the proof of PeT 
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a 2d Omsk +j + Dexp(—d(m—1,k +j+1))exp(— Yr’) 


J 
<exp(—Yz"*) 


and 
2 >) 2,0, (hd(m,k + 7 +1)7') 
J=0 


< 2'r Slo (hd(myk + 7 +1971) 


{= 0 


9 iif 
E 2| > ao 二 


< aver S) (dtm ae 3, PF 1} 一 d{m — 3,k EAT |= oj) 


J 一 日 


d(m—2.k4+j+1) ~ 
x | ’ ae were 


dim—2,ktj+1~r) 
178 © 


2 d(m—-1l,k+j7+1-—- 
-Sa 
21 d(m—1,k + 7 + 1) 


dm 一 2 十 /1) i 
a) (ha jda?’ 


“| =i 


d(m 一 2 十 /十 1 一 r) 


oO 一 好 
< 22+Pd(mn = 35k) tr| AGE Se 


d(m—2.k+1—r) 了 


x | o, (ha )dy 


dim—l1,k+łi— rt} 


1 
| 


cm} 


as well as 


2 S\a,(hd(m,k + j +1974) 


j=0 


< ddQm — 3,4). a NEARE 
dlm—2k+] -ry y 
Combining all the above inequalities yields (3. 3. 52). 


y. 


Remark 3.3.6 From the proof of Lemma 3. 3. 2, it is easy to 
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sce that (3. 3.51) implies 
PI sup PCP +s)—T(T) || Saxo Ch td (mk) h) +0, mk) 


oss 
+o; (hym,k)+o,(h+d(m+k)'h)+o,(h m,k)} 
<4Kd(m,kyexp(—Yr*) 
for any T0, h20, rex’, k>0 and integer m 之 3. 
Using this lemma, we can show the following theorem, 


which is due to Lin (1997a). Put Lmx=loga t logas 
hs 


Theorem 3.3.6 Let Yl» ) be defined as at the beginning of this 
section. Let ar be a positive continuous quasi-increasing function 


of T with ar> as Too, Assume that 


1/2 
olp, T)>0o<% and o(psT)=o| log 过 | | as To, 
3 


(3. 3.53) 
and 


[spe dex ee. [oepa dar / <o. (3.3.54) 
Assume that there are 0<8<1/aand a positive integer ml such 
that 

are Td m eat ya (3.3.55) 
and there is an ao >0 such that for any aap 
maxX Ga )= (Ga X Ga) — X 0-1) a) 0 


k=] 
(3. 3. 56) 
for every }>i21. Then we have 
lim sup su M en Ss a i 
Took — a7 OSI 和 ar Op (2log(T/ar))' 


1 | Y(t+ar)—Y() |l = 
ee a, (2log CT /ar) ee 


1 A.S. § (3. Se 57) 


l a.s. (3. 3.58) 


and 
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lim sup = a. S. 


Fea o, l2log (T/a) E 
If conditions (3.3.56) and (3.3.55) are replaced by 


lim sup m(a) <0, 
a eo 


(3. 3.59) 


(3,3. 560" 

where m (a) =maxs>;Maxj>;2, E(X, a)—X,(i— 1 Ja) ) CXC ja) 

—A,(0¢j—l)a)), and 

i 

a 
(33057 

where Or—>0 as T> with (OV m(T))/d;—0 as T> oo, respec- 

tively, then (3. 3.57)— (3. 3.59) remain true. 

Remark 3. 3. 7 


arST (Tr Adm, UinT Pt) 71) for some 0<8< 


It is easy to see that 


,—1+(L ry tet ive 
ad(m ? CL Py rly Spn! EELT > * 
+m 
Put d Gn, ti TI Pty ere 


GCL ,m1) 
OCT yom) 


r ep oT om) a 
dm y Lin T P48) = Qt "ane 


(3.3.60) 
Then o(T,m)—0 and 


—>0 as T—co. Hence, as Too, 


for any €>0, 
(3.5. 61) 

alm + LTT) MY Cm CE Ty = 0, 
Proof of Theorem 3.3.6 Note that condition (3. 3.55) im- 
plies | 
log(T/ar) 


logos”: oo as T — oœ, (3.3: 62) 
First we prove 
i | Y Ct-bs)—~—Y Ct) | i? 
mS OP, bora 6, (2log(T jar) ii eas 
(3-00 00) 


Lemma 3.1.2 implies that (3. 3.51) in Lemma 3. 3. 2 holds with 
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K =2, =>, B=2, o,(h)=a(pysh) and o,(h)=0,0(p,h). For 
a given 0>0 in (3.3.55), let O0<¢r<{] in (3. 3.52) and 1—1/a— 
§<.d,<.1—1/e such that n : =r—log(1— ô) <1. Let er= 
dQn—1,CLmar)'"")/Liar. Take k= Laza in (3. 3.52) and 2, 
= La+zar. Then d(m+2,k) =a and 

| =: 


= Lapar + 14,01 — ð) r 


=k aa Cga 


pare a a 


\ \ Loar 


Hence using condition (3. 3.54) we have 


co og „aË 
o,(apym + 2,k) = 2d (m= 1,k)° | atara Ds 
d{m.k+1- r) x 
ret afn A _ zdlm.&y 41-47) ) 
<td pa Sy, 
l 
E~ 
< J 


for any given e>>0 provided that T (cquivalently, &,) is large 
enough. Similarly, for large T 
Oy (arsm + 2,k) 


= /2\ 一 1 foo 
= 4|1 = a 十 1,k 1 Tv) À | | o (ara )dz 


dinti, +1- r) 


dOn 十 1, 十 1) 
SE, 


oe Clara? ) 


O, Claram air 2,k) = åd (m — 1,2) dx 


<6; 

Therefore, from (3. 3.62), condition (3. 3.53) and Lemma 
3.3.2, it follows that for any given c->>O and any T large enough 
| || YG+s)—Y 0) | 


Pis su >œ a ye; SNL? 
ee Parl d, (2log (7 /car) p” 


dim,k+1— r) X 


>1+2e| 


sarg 


<P| sup su | Y¥@+s)—-Y) || 


O<cts da Osea, 


Sate/2 


1/2 
ee Z + loglogT | | 


XxX (oi CcarCltd(m4+2,.k)7')) +0, Ccarsm+2,k)) 
+o} Ccarsmt2,k) +0,(car(1+dtmt 2,k)7")) 


+or(carsm+2,k)| 


<an? ,k) exp | —(j+e)? 


log 2 +loglogT 


| 


<= 9¢"T “2 Fa ”(logT )~ (1+ 26) 

<9" ogT) T 
since af TST Td, (LaTe) T" for large T if (3. 3. 55) 
holds. Let T; = for some @>1. Then by the Borel-Cantelli 
Lemma we have 


| YCe+s)—YC) ||; 
lim sup su 


jroo | OST. josey T, Qlog(T /car Tl 2 a. S. 


(3. 3. 64) 
Noting that ar is quasi-increasing we obtain (3.3.63) from 
(3.3.64). By (3. 3. 62), the inverse inequality holds from 
Proposition 3. 3.2. So now (3. 3.57) is proved. 
In order to show (3. 3.58), it suffices to prove 


ann CREE o,(2log(T /ar)) 


Assume that conditions (3. 3.55) and (3. 3.56) are satisfied. Let 
By ={T skhSar<kt+DaAysn—1X&T <n} for some A>0, a,= 
inf{ar;n—1<T <n), af =suptarin—1<7T <n}. Then 


lim inf | ¥@t+eary—YC) |l 
eg ee g,(2log(T /ay))'” 
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之 1 a.s. C3365) 


之 lim inf min inf s NEL ieee CO 
not picia’ TERRY opl2log(T /ar)) 


lim inf min su | YG+kh)—-Y@ lle 


Te i Th Wh a, (2log Cn/kh))'® 


lim supsup sup YGtOTYOD Ne 
n eco Faad ae o,(2log({n—1)/a,; yz 
= § la — La. 


Note that ¢(p,h)/o,->0 as h—>0 and a; <ca, since ar is quasi- 
increasing. Then by imitating the proof of (3. 3.63), we have 
bese Wsi (3.3.66) 


provided that A ts small enough. 
Consider Li. Assume 1 p<(2. We have (cf. (3.1.17)) 
LYC + DRA) — Y GRA) ||; 

= DO O kh) EP (XAG + DRR) — X GERD) 
CDT o kh F 

Let 

DOO a (kh) FEP (XG + DRA) — XRAY) 

EP ROCO EDET 
DO o RhE XG + DRA) — X, GRAD) 
(了 >) a. (kh) 3 r)” 


Then using condition (3. 3.56), we have for j>i21 
HEGRE sk) 


EG k) = 


= | Siah) So, kh EP) E(X,(G + 1)kh) 
v=] v=1 


— X,Gkh)) CR IH DRA) — XIEA)) L 0, (3.3.67) 
provided that & is large enough. Therefore by Slepian’s inequali- 


'y, recalling the definition of B. and noting condition (3. 3. 55) 
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and that ar is quasi-increasing, we obtain the result that there 


exists C>>0 such that for large n 


P| min max §&(j,k)<(1—6) 


En $ 
a' fh-VSGk<a” jh OS jn Rh) 


1/2 
2log n. | 


[an /A] ə] n 1/2 | 
°g A 


< ` P| max (j,k) < (1 — €) 
k=[a' /hl- 1 


Os jens (2kh) 


La 14] my) \ tL CoRR 
< [1 — exp{— a ~ olog y) 
k=[a' /h] | RA 
< Ca exp {| — C(n/a,)*} 
= Cn=?, (3. 3. 68) 


which implies 
L >1—e€ a.s, (3.3.69) 
Assume p22. Take N, such that øx, (4A) =o" (kh). Clearly 
| YCCGH1IR)—Y GRA) |] 
Op 
Xv C+D RAY — Xp, GRA) 
oy (kh) 
for large k. Following the way of the proof for the case of 1p 
<2, we have (3. 3.69) as well. Now (3. 3. 65) is proved and 
hence we complete the proof of (3. 3.57) and (3. 3. 58) under 
conditions (3. 3.55) and (3. 3.56). 
Consider (3. 3.59) now. It is enough to show 
lim eds j | pp 
+00 o,(2log(T/ar))"’ 
Put ap=aplar/ao |, where ao is specified in condition (3. 3. 56). 
Then 


=(1—e) 


so). His... €3:35 70) 


j; Y(T +a — YT) | e 
m SUP (2log(T/ar)) 
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Y(T +a'r)—Y(T ? 
之 lim :UP | Oe 
—lim sup sup AE E EE et A AR l 
+o oLa, O, (2log(T/ar))” 
=:],—I,, Ae. ea ae 
Noting Remark 3. 3.5, and following the way of the proof of 
(3. 3.63), we have 


lo = 0: -As. (3:8: 72) 
Let l= l. Define É; by b=h-\+a,, | s k=1,2,'. Then 
| YC + a) —Y,) |l 


alp, ado 
>) ola) EF X + a) — X ted) 
= CD) oa Lait Ea 
Then using condition (3. 3. 56) again, we obtain for j>i 


Eee; SO 
provided that 7 is large enough. Put D,= {k; Sata ] 


Obviously, by condition (3. 3.55), for KE Dy, a =0(n) as n> 
oo, Hence 


> 2 > Sta) = max a, 


> in 


for large n. Moreover, condition (3. 3.55) implies 

arST (logT) ^ for any A>O and all large T. (3. 3. 73) 
By Slepian’s inequality, for large n, n—1<T Xn, 

p| up LX@tan=¥O ||» 
reer 6,(2log(t/a,))'” 


<P {max Ci/ C2log (t/a, ) Ne E | 
ED, 


<1—e] 


2 
E Zao" 


< IL? {g 24 = P log l/a) 


RED, 


< ĮI È 一 exp 


RED, 


<exp{— >) (a,/t)'"?} 


kE Di 


二 


| 


<= exp{— 3logn) > 0 
as n>00, which implics 
i eee (3. 3.74) 
Substituting (3. 3. 72) and (3. 3. 74) into (3. 3. 71) yields 
(3.3.70), and hence (3. 3. 59) is proved. 

When conditions (3. 3.55) and (3. 3. 56) are replaced by 
(3.3.55)’ and (3. 3.56)’, respectively, the proof of (3. 3. 69) is 
similar. We consider only the case of 1&p <2. Noting the fact 
we have shown, without loss of generality we assume that m(a) 
0 for all large a. Put 

mla) = m(a){ Sioa t5) = S\0,(a) 二 7 
- | 


v=] 

Let 7= 75°, 7=0,1,¢, [n/2kh |, and r=r“ be independent 

normal random variables with means being zero and Eyj=1— 

m,(kh) and Er’=m,(kA). Define &=7; +r. Then £&?=1 and 
EG WEG sk) = E66, = mC), 7 —2 2 1. 


Therefore we have for large n 


1/2 
P| min max (j,k) < (1 — €)} 2log A 
a Jh— 1 ha" fh OSIEN C28h) i 
[es jh] n 
i 2 [max 6 C1 | 2 Og A | 
k=[a /hj—1 
. 2841。 


(a, inj e n 1/2 
| 7 = th =| Zlog 和 人 | 
. è v | La 1 9 | 210g bh 
= a, j- 


l € n 1/2 
+ Pir> 5 | 2log A |) 


la, /4] 


ZAA 
| 
; 2 kh 
k=[a,/h]—1 
Ee” n 
a exp — tm, hh) 8 Eh 上 
[as fA] 
$ ej 2 一 二 4m (hh) 
< È def- a a 
< 之 exp | akh| JT \ RA 
k=[a A] 1 
[ar 7A) 
2 
<h™'n exp(— Clogn)*) + >» po Bay! 4m, OAD ， 
k= [a /h]—1 


which implies (3. 3. 69) by noting m(7T’)/dr-~0 as T->co. The 
proof of (3. 3. 58) is completed. Similarly, we can prove 
(3. 3.59) under conditions (3. 3.55)’ and (3. 3.56)’. The details 
are omitted. 

Using the conclusion of Theorem 3. 3. 6 we can give a conse- 
quence. 
Corollary 3.3.5 Let {Y G); t20} = {X 04); t20} be a se- 
quence of independent fractional O-U processes of order Y with ca- 
efficients Ya and dss where OLY <1, Y0, >00. Assume that 
conditions (3.3.53) and (3. 3.54) are satisfied. Let ar be defined 
as in Theorem 3. 3. 5, and satisfy condition (3. 3.55). Then 
(3.3.57) — (3. 3.59) hold true. 
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3.4 The Increments for /“-valued Gaussian Processes 


Let {¥(t) 34220} = {X 0); 20}; be a sequence of Gaus- 
sian processes with EX, (t) =0 and of (A) =E (X, (Qt +h) 一 
X(t)’, which is non-decreasing and continuous. We will keep 


the notations introduced above. 


3.4.1 Moduli of continuity 


We assume, without loss of generality, that for every kl, 


ah) >0 for h>0. Let y, be the solution of the equation 


Day) PAO = A, (3.4.1) 
k=] 


The following result is due to Csorgé, Lin and Shao 
(1994a). 


Theorem 3.4.1 Suppose that 0°’ Ch) /h* ts quasi-increasing for 


some a>0 and that there exist postitive numbers A and hy such that 


>) oF ho) < o, (3.4. 2) 
k—-1 


Then 


lim sup sup sup max ITO XOL —, 
hyo F saad t21 O” (A) (CAhoe Cl) (Ch = A. sS, 


(3e%. 3) 
If condition (3.4.2) ts replaced by conditions for 0<h<hy so that 


“200% 


OLS) ao* th) 


o° Ch) | ` 
oe a, (5) or oCh) for some cı >0 and every k=l 
(3. 4. 4) 
and 
oo o* th) 1 
exp | Thy lo +} < e, (3-455) 


then (3.4.3) remains true with y,=1. If, in addtion, X, ° ), k 
=1,2,°** are independent and for Kt Ch Lt Ct, 

ECX D — Xt) ) (XC) — X43) SO, =. 4. 6) 
then 


lim sup sup su ae eg a.s 
Ahoy omit tn tsi O° (Ah) On I Ch a 


(3.4.7) 
and 
|X, (t+h)—X,(t) | 


DP SEB TSK oh) Cog CI/ Ry ) TY 


(Arg) 
Proof At first, we list the following facts. We have 0<y, 
<1, since 


i > Ch yp) lem = hyp. 


k=1 
Morcover, by elementary calculations, it is easy to see that con- 


dition (3. 4.2) implies condition (3. 4.5), and the latter condi- 
tion guarantces that the solution of equation (3.4.1) exists and 
is unique. We have also the following property; There exists a 
constant d>0, such that 

o* th) > dh’. (3.4.9) 
In fact, noting the definition of ot(h), we have of(2h)<4aith). 
So, inductively, 
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1 
oh) ol th) Sedat (2 Shai 去 fsi Lh, 


(3.4.10) 
which implies (3. 4.9). Furthermore, combining this with condi- 
tion (3.4.2), we arrive at 


3 clh) c 


和 fa” Spa for 0<h Shy, (3.4.11) 
where c, = d74? ACD 


As the first step, we prove that for a given €->0 there exists 
a constant C=C(e)>>0 such that 


X +s) -X (2) | 
P dX at- 
(SUP, SUP, mex 5 (hy Clog O/A EE TE | SCH 


(34 12) 
It is easy to see that for 0<s<h 
|X, (t+s)—X (t) | 

P| -n a 

ae (A) (2! xT 

#2 

< Sie [= 1 ?| log — | | 
< > ap = Ges a es 
= > (hy, toe Parse) <I Altres ERE 


k=] 
by (3.4.1). For any positive number ¢ and positive integer r= 
r€é), put r,=h/2’ and t,=[t/r,; |r... We have 
(Xa +5) — X,@)| 


SIX +9) = MG VIX Dae) 
J=0 


一 XC + S) p45) | + > Ayo a) pa; X,Ct 


J=0 


PÈ |. 


Then, from (3. 4. 13) 
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P; su su max [Æt MGT ~ 
nee 7 ae se G Ch) Glog /(hy,)) 28> 


4 


1 十 三 | 


委 方 2 ASCP yh- (3. 4.14) 
Since o*?(h)/h* is quasi-increasing, there exists a co>0 such that 
o“ (h) PETE 8" CEE, ar 一 D 
eee aa On 

RANI AOR 7 


If condition (3. 4. 2) is satisfied, then from (3. 4.11), for r large 
enough and A small enough, similar to (3. 4.13), we get 


: =P] pa Zuto eel S| 
pi? = SA eer kee) g” (h) (Qlog(1/ Chy) 4 


Z r ` a"? a 
< re > (hyn) Ch) / (160%, (2h/2")) 
k=) 


oh) 
16 4 (2h/2’) 


o`? (h) —i}4| 
2 


< 2 th+4y, > exp | — | — 2 SA A 
k=] 


log | 
h Yr 


< "i i > exp | = 
k=] 


ak (2h/2") 
r+ipita = o,(2h/2") å 
SERRAR Chy 
rtipita, | T AZI | | a fi 
< C22 h yal a” Ch) gr 
<= Chy,. (3.4.15) 


If conditions (3. 4.4) and (3. 4.5) are satisfied, then noting that 
o*?(h)/h* is quasi-increasing and taking r to be large enough and 
h to be small enough, we obtain 
oN, { a" hyh) ( 2 pig) AACA) 
< 一 2 (hyp) $ E 
Pi = h 24 


oS 


2 e 
=<. Lo 2 CAIs y(¢ o* 2 (hy /ofth) ) ( 7/16) eic (hy /o 2 (on /2") 
he 


200° 


< 22S) (hyp)? ORD 
i=] 
<=. Chy,. (604, 1G) 
Furthermore, let 2/=2B log y +201 +A)j, where B=2/c,. If 


condition (3.4. 2) is etek ee similar to (3. 4.15), 


P: : = Py sup sup max > laa + Se je? 


GKAL Ksh kil 


Srl DS ea Cia 
j=6 


2< | x; ee | 
2 ah (7 tr) 


= 9 2 gr Ne apa. 


j=0 k=] 
Do ] 
x exp| — g? PCJ ZHY —2— AÁ log | 
E BID TITY A 
<4 2h De A+; 4 Msn ) 
> » 5° Ch] 2 Tr) 
he, IDA y, S194 Mig “CLEA; 
j= 
= he (3.4.17) 


Also, if conditions (3. 4. 4) and (3.4.5) are satisfied, then, 
similar to (3.4.16) and (3.4.17), 


< 4 KS 92rd j4N g —U+Adj = | E7 o**(h) 
Rall } B lo 
S 3 人 2 ij E hy, | Ch) | 


ay in both cases, we have 


a sup sup oD | 


OKELA APL Gy 


“ZY 


> See Chg iiy) 


J=0 


< Chy,,. (344.19) 


Moreover, since o°?(h/2"*4*!) /a* (h) cg 127°" 77", we have 


3 bs 
1722 
一 g" (h) | (2Bes 11| log T 2 


cy (2(1 + P| 


RETIE 1}/2 


1/2 


EAs (3. 4. 20) 


E -g i 
< g’ (h)| log ian 


provided r is large enough. Combining these estimations, we get 


C3412), 
In order to prove (3. 4.3), we use (3. 4. 9) again and obtain 


from (3. 4.12) 
P{ sup sup max [Xt XD _ 
vere fen ser Oh) (2log(1/(hy,)) Y” 
<C hyn)? doga” (AD, (3. 4.21) 
provided hk is small enough. 
Let 0 >l Define A; = Ih; 0 ae (h) <0 Y, Aj = fh; 
Ohy LO hE A}, and hy=supth;kE Ay}. Then 
`; i |X,C¢-+s)—X,() | 
im sup SUp SUD max (h) logy 
<i |X,(¢+s)—X, (4) | 
im sup sup sup sup max lo 


20 0 和 11l OGG A, kl 


site 


<lim sup sup sup sup max 
1 一 oo 之 0 0 所 /所 1 D&A | $21 


— PIREO- X% O| 
a” (hi) Clog C1/ Chisys D 


a R 


Using (3. 4. 21), we have 


> Sup maree et Ee Ps a 之 1 十 
> iR oe, ii g” (Ai) log (3/ hiya, Sy jue € 


< cy 5 《Po DP dogo" 


i=0 j=0 


C7) 


<C > > #2 Cilag)? < co, 


Hence (3. 4. 3) is proved by the Borel-Cantelli lemma if only we 
can show that y,=1 under conditions (3. 4. 4) and (3. 4. 52 it 


suffices to prove that log = =o (log 1) in this case. Consider 
h 


the equation 


> aien Aa) ) /4(4) = 1. 


From condition (3.4.5), its solution XL=2X)->0 exists. Then for 
any O0<AS1/2, 


= ea Cyn) POEM << Siya 4) 404), 
k=] 


Consequently, ae for 0<ChA<1/2, as required. 
Next, we prove (3. 4. 8) under the assumption of indepen- 


dence and condition (3. 4.6). Having (3. 4.3), it is enough to 
show 


lim sup su pipe IO as a 
hyo E R E a o" (h)(2log(1/(hy,)) 32 Si 
(3.4: 22) 
To this end, it suffices to prove that for any h, 4 0, 0<e<1, 


|X,(t+h,)— =A CL) | 
OVE NTO PE AAI eS 
limP{ su o] Ar T (A, ) log (1/ Ch ys yyy aw € 1 


tS. dopa) 
292°" 


In fact, for n large enough, i.e. A, small cnough, we have 


X, +4,) — X,(t) <1-¢| 
i (a, "esi a (hn) Clog / hnya ))) 
MCG + Dak.) 一 X,(jh,) | 
< P| max, pe R ) (2log C1/ Cha Ys, jer 
[1/A_] - - 
”二 XC + 1A.) — Xa Ghd <1 一 | 
= ul IL Pl Cha) (2log(1/ ery 1” 
jan Fe 
[ish] 
E (l EG” (ha 3 l | 
=U Hi E exp OORA OE n, 
[1/7] co 
= I] [ i= (Any, ea” E7 forth ) | 
j=0 k=1 
Ai] 


i 2 
> (l-e)a" Ch d/o cy | 
a Ch, yn) E n k n 
k=] 


< exp(— h") 一 0 
as n—»co, where in the second inequality we used independence 
and Slepian’s inequality. Hence (3. 4. 8) is proved. 

Finally we prove (3.4.7). With the help of (3. 4.3), it suf- 


fices to show 


[X Gts) XA) Si as 
lim inf sı sup sup max . S. 


(3.4.24) 
Define A,;as above, and put hy=inf {A;h E Ajj}. Then 


"E [Xtt XO) | 
ina [PE SEB oats WSK a (A) log C7 (hyn) 


IX a+ X)| 


一 -一 一 一 


07 ed t= 


IXA Dk) = — X,(¢h;,) | 
lim inf inf max max Fo" (hi) 2log(1/ Cy ))) 


jee OMA, 


之 lim inf inf sup a max 


ETE? 
2go 


Using Slepian’s inequality again, we obtain 


| RACE el arene Ae) 
P h) — P E 
(as, k= g“ a) log 1 / uye, YY 2 < ] | 
ai (1 — e)o” (hy) | 
< | 1 一 Q= Eo’ Ch, 1 
I i exo| — a3 (h,,) me hiy me) f 


< exp{— Ch 
< exp | = Chun)” logat” (h;,) | 
< exp (一 0? Glogd) }. 

The last but one inequality is due to (3.4.9). So we have 
a. SiC hs Xk) | 
S'S ‘pl max max [Xa 二 
人 OKIKI, API ath i) C2log C1/ his, bP ate 

< DO, CA: 4: 26) 

Now (3. 4. 25) and (3. 4. 26) imply (3. 4. 24). This completes 

the proof of Theorem 3. 4. 1. 


<l-—e 


Corollary 3.4.1 Suppose that there exist constants Qe tr 
OS, a sequence af positive numbers (as; k 21}, and a non- 
decreasing function ath) such that 

Caah h Sca Ch) (3.4.27) 
for any h>0 and every k=l. Moreover, suppose that o°(h)/h' is 


quasi-increasing for some a>>0 and 


Co 


> ,expi 一 Aa* /a?} < ce (3.4.28) 


k=] 


for some A`>0, where a“ = MaX a Then (3.4.3) holds with 
yo = 1. If, in addition, {X, C+ )}%, are independent and 
(3. 4.6) is satisfied, then (3.4.7) and (3. 4.8) hold with y=. 
Proof It is clear that (3. 4.27) implies (3. 4. 4). Now the 
conclusion follws from Theorem 3. 4. 1 immediately. 
Remark 3.4.1 We give upper and lower estimates for ya when 
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(3.4.2) is satisfied. 


Note that for any 0<h<e“” 


OD 2 
EE Ve Ch /ot (A)—1 
Tm , 
kal 


< 加 A\fo tm | 
= va Sy exp | [log a} | arn) 1 | 
= Alo" Ch yf Ah) | 
2335 _ < i 
< yu Dex | 9 oCh) 1 |< Ye Dy g* (h) 
that is, we have 
— clh) 
.4. 29 
Va 之 | D g* (Ch) (3,4 ) 


Moreover, note that for any h>O and @>]1 


h = ay (hyp) Oa = Sy Chy)? = Card {Ag lh) } hyrd s 


k=l RE Agh) 
where Ag(h) = ihsai(h)/a* (AL 1/0). Hence we have 
< (Card {As lh)}/A)! Zh. (3. 4. 30) 


Theorem 3. 4. 1 in combination with (3. 4. 29) yields the 
next result. 
Corollary 3.4.2 Suppose that o* (h)/h’ is quasi-increasing for 
some a>0 and (3.4.2) is satisfied. And suppose that 


Dy Coh) /a (h))4 =o% ash — 0. (3.4.31) 


Then (3.4.3) holds with y,=1. If, in addition, X,C*), k=1, 
2，… are independent and (3.4.6) is satisfied, then (3.4.7) and 
(3.4.8) hold with y,=1. 
As an application of this corollary, we have 
Corollary 3.4.3 Let (X,(f);t220}%2, be a sequence of indepen- 
dent Ornstein-Uhlenbeck processes with coefficients Yi and Àr, k= 
= 295- 


1,2,°**. Suppose that o* Ch) /h? is quast-increasing for some a>Q 
and that 


Se (3. 4. 32) 

k=l 

Jor some A2. Then (3.4.7) and (3.4.8) hold with y,=1. 
Proof (3.4.6) is satisfied for {X,€« )}. 


(3. 4. 32) that 


It follows from 


Se = OS 
k=] k=} 
it is easy to see that 


lim inf o* (h)/h > 0， 
h}o 


On the other hand, 


by recalling the proof of (3. 4.9) and noting that E(X,(¢+ 2k) — 
Xi Ct thy) KR XE) <0. So we have 
lim sup >) (a,(h)/o* (h)) < co， 
Oe T 


that is, (3.4. 31) is satisfied. We obtain the conclusion of Corol- 
lary 3.4.3 from Corollary 3. 4. 2. 


3.4.2 The large increments 


. ue ed 
At first, we still consider the case that o* (h)/h* is quasi- 
increasing for some o>0. 


Let ar, O<arST, be a continuous function satisfying ar> 


co as T—> oo, 


k=] 


The following theorem due to Lin (1998) is an analogue of 


Let yr be the solution of the equation 


J“ Cap) /ot Ca.) Bes 


eee, S 
~ Tloge* lap 


aryr 


Tlogo (ay) (3. 4. 33) 


Theorem 3. 4. 1 in the case of large increments. 
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Theorem 3.4.2 Suppose that a (h)/h® is quasi-increasing for 
some a0 and that there exist positive numbers hy, A and B such 
that for any h=zhy 


oS 


SJ (aA) /o* (h))4 << B. 


(3.42.34) 


Then 
|X,€¢+s)—X, (2) | 
max 


os OSU ay, sap kl g“ (ar) (2log ((T logo" (a,))/ar))'” 
<1 as (3.4.35) 
If condition (3. 4. 34) is replaced by conditions that there exist 


lim sup sup su 


positive numbers his ci» Toand C so that 
a* (s) a* (h) 


aoo aes (3. 4. 36) 
for any hh and every k==1 and 
= i” ax viet’ 
2; Tat PS <C (3. 4. 37) 


for any T2=T., then (3. 4. 35) remains true. If, in addition, 


Xil e ), R=1,2,°% are independent and for Kt Chy Kt Cti, 
EX te) = A) Aa) AG) = 0-338) 
and | 
tim meee, = œ, (3. 4. 39) 
then 
lim sup sup max AON = a. S. 
TOT a Lsap kl 8" (ar )(2log(T/a;)) 
(3. 4. 40) 
and 
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|X,(¢+ar)—X,(@) | 


li Sup SEP oy MEE o Car) log Jar)? S 
(3. 4. 41) 
Remark 3.4.2 As an analogue of Remark 3.4.1, we have 
2 
for T satisfying o* (ay) ==e*”. Hence 
yr Br (3. 4, 42) 


by (3. 4. 34) for large T. Moreover, we can also show the fol- 
lowing facts: yr<<1 and the solution of equation (3. 4. 33) exists 
and is unique under condition (3. 4. 37), which is implied by 
(34534); 

Proof of Theorem 3.4.2 There is d>0 such that o* (A) > 
dh? for any OAK] (ef. (3.4.9)). If ho >> 1, then for any 1<A 


Lho 0” (h) Deo" (1) >ka* (1)/hi. Hence, putting d’=d A 


Ca (1)/h2) , we have o (hy Ed' h? for any ASh, which implies 
that for Ahe 


oo 


>) Cor (h)/o" (h) Yt Ed Nh D of Cho) = 


k=1 


duh 


(3. 4. 43) 
where d, = dM S 0r (hy). 
Let 6>1, define A;=(T ; 0 Ko" (ar) <Ë}, A= T; 0S 
T far<O,TEA;}, aj=sup{ar;T E Aj}, Ti; =sup{T ;ar=aijsT 
Agi T= sup {T ;T —ar=suprea, (T—ar),TEA;} and J= 
max{7;0<maxrs oT /ar}. Then J<co and 


lim su sup max 有 
GE 1GE (ar))/ar))” 


+ 


<lim supmax su m ARU O a | 
Te e eer We a P (2log (8 logt) 7 
ij i 
<lim supmax sup sup max 
一 co IKS oT, 一 af OGRA; b> 
o* (a;,)(2 log CT loge* (a.;)) /ai;))? 
For any ¢>>0, r=r(e)>0 will be specified later on. Put rj; = 
anla. For any t>@G, put ¢, = =t,, =Lt/ridrij. Write 


IX, @ +s) —X,@)| S [XE + 5),.) — XG) | 


(3. 4. 44) 


+ DV XC + sdri) — Xal + 5),40) | 
#=0 


=F > | Cords 
{=0 


Similar to (3. 4. 14) and noting (3. 4. 42), for large T, we 
have 
po? =P] sup sup max a A. r 
KKT, may! OSa ry i> x Ga)| alog| Flog? (a,;) | 


ij 


>1 tel 


|X,CCt+s),) —X,(t,) | 
TA * a 1/2 
r can) alog| E | 


RST 


<P| sup sup max 


LST, az De k21 
ij 
之 1 十 &/2 | 


5 co > 
Qij k=1 2 
Pup ai; 1 十 上 


Tlogo“ (aij) 


7 logca” (a,j) 


QT 


a" (a,;) 
oila) 


信 


ad c| 2u dogo’ (an) 


ij 


a E 


< cf& "Glog@)—-§, (3. 4. 46) 
if TaT; In the contrary case we have 
T; T; < Par, < OT; 


and hence (3. 4. 46) is also true in either case 


(3. 4. 34) instead of (3. 4.11) we have 
pi? 


|X,((t+s),)—X, (4) | 


> : 
slog 全 ee] 


P | sup su max 
may! ij AD 


ij : f a* (a;;) 


ij 


-A 


= a* (2a;;/2") | | 2ai; 
a” (a;;) 2 


SP logo (a, PASO (3. 4. 47) 


provided r and T are large enough. Under conditions (3. 4. 36) 
and (3. 4.37) we also have the same bound. 
Consider the first series in the right hand side of (3. 4. 45). 

Let b, =sup {b;a;/2 tiet Sp} and 如 一 Llog. (6, ai)]. Let D 
=3/e1, 27? = xi, = 2Diog (Tj logo" ODITI ay. If con- 
dition (3. 4. 34) is satisfied, then by (3. 4.34) and (3. 4. 43) 

Pa = 
P| sup 


t 
a a gt 


aA max > IX (a + S);4i+1) 一 Xa C(t + Sr.) | 


之 > TiG Gaa 


i— 


oo oa 
二 2 ij >, > ortitle e HiT: 
a; 


i $20 k=l T logo’ Cla), 


\ 2 
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- Combining the | 
lines of proofs of (3. 4.15) and (3. 4. 46) and using condition | 


Tlogo” (a;;) | 
Bis JT, 


De Caz 7 2} 
di (ager) 


Ke Taf i | 
= Tlogo" (ai;) 
l A 
-atay AENA 
X | 3 十 2a 2,2 A | (aala Ts) 


| Sy Bue ~ (1+ AM 


T Togo" (a,;) 


ae A | 


¿=i t1 
; Taf Qij 
Tes Aij Tlogo” (Qi;) 
for large rand T. Also, if conditions (3. 4. 36) and (3. 4. 37) are 


satisfied, we have the same bound. 


< cO-*(ilog8) ~? (3. 4. 48) 


For the second series in the right hand side of (3. 4. 45), we 
also have the same conclusion. 


Moreover; similar to (3.4. 20), we have 


Tlogo“ (a;;) 1/2 


Slana" (ay 2 < | 
1=0 ij 
C3: 4249) 
provided r is large enough. Combining these estimates, we 
obtain 
wt [X, Gs) — 40) | 
pS P sup sup max : 
Lu : 3 : PEETI 
i > ORT yap "Sy L at Cay) 2log| Hee = | 
Qj j 


1+ 2e} < o0. 
Therefore by the Borel-Cantelli lemma, the right hand side of 
(3.4.44) is bounded by one almost surely. (3. 4. 35) is proved. 
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Now we prove (3.4.41). Noting (3. 4. 35), it is enough to 
show 


lim sup su max aera x Sas lee TSE 
Tine 人 em 0" (ar) (Zlog(T/a,))\? 


== a.s. 


《3. 4. 50) 
Using (3. 4. 39), Slepian’s inequality and independence of 
{(X4C* Ni, we have for T,( 4 co) large enough 
P4 ie eee FO lel 
SKT, ap kl 0 Cay )C2log(T,/ar))'? 
XC + Dar )— X, Gar ) 
0 ea Tega ce me 
ur a” (ay )| 2log > | 


ar, yr, 
ie a (1— eo ar) Tlogo Car) 
“I 一 5E)G (ar jogo” (ar 
< LS = e I I 
S O 
ll Bi | di Car ) a ar YT. 
[r /ay J S , 
: oO ar YT (1— ejg tar Viegas } 
< exp4 -一 a i ' j 
LI | 7 logo’ Car), 
T ay 1 l—« 
< expy 一 一 | =~ 
= | | 1 ,logo " Car ) | 
a ef? 
< exp | — TA >o (3.451) 


as n-»oo, Hence (3. 4. 41) is proved. 

Finally we prove (3. 4. 40). By (3. 4. 35), it suffices to 
show that the “lim inf” is not less than one almost surely. Let ai; 
=inf{ar;T € Aş}, ty=inf{T ;ar=a,,T E Ai}, ty=inf{T;T—ar 
=infrea, (T—ar),TEA,,}. We have 
|X,(¢+5)—X, (2) | 


OO 


lim inf su sup max 一 -一 一 一 一 一 -一 
cc 让 sai 0" Cay) (2log(T Jar)” 
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im inf mi X (t-+s)— XC 
之 lim inf min sup sup max [Xats X| 


i> Ijd OKK ja Osa’ +1 Ë Clogf y” 
T iiia tj 


tilogo* (a;;) | nee 
iid, 
Then, similar to (3.4.51) we have 
Rp Ga eee 
max max AXU H Da) X Cay) | _ tal ai) | Tu 
Ps jeier A agi t,logo” (a;;) | 
iy ay a (a;;) ei AT, SR i 


下 
a; jy, 


-lim inf min max max 
iy’ ij 


Oo (a',;)| 2log 


2log 

ti; aii - 

sexo N pte) 
<exp | Aij t; loge’ (a;;) 


<exp {— (t/a) loga" (a;)} 

<exp {—6%"?*? Glog@)}. 
The second inequality is due to (3. 4. 39) again. Hence by the 
Borel-Cantelli lemma, (3. 4. 40) is proved. This completes the 
proof of Theorem 3. 4. 2. 


四 +2 #2 
Now we consider the case that o* (h)—>g* <œ as h—o0, 
Let oj=lim,..0%(h) and zr be the solution of the equation 
k=] T 
Continue employing the notations d(m,k), Lax etc. introduced 


in the previous section. 


* 2 2 
a joy ar 


= F- RETA, 


Theorem 3.4.3 Suppose that oa” (h)—o"* as h>œ and that there 
exists A>0 such that 


S L (3. 4. 53) 
k=1 


And suppose that there exists 2<a<e, 0<.d<(1—1/a and integer 


m-l such that 
| a (3. 4. 54) 
1 
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ap ss Tdni ALa ) Ma (3. 4.55) 


Then 
[X4 +s)— X(t) | 


lim sup su sup max ————>——— <1 a.s. 
Teco sere em Osa, API g (2log (T /ar))"” ~ 


(3.4596) 


are independent and 


If, in addition, X,€*), R=1,2, 
(3. 4. 38) is satisfied, then 


lim sup sup max aU TIA = a.s 
T+ 00K Tay OK sKay k> O" (2log (T/ar))” i 


(3.4.57) 
and 


a. 5S. 


lim sup sup max teeter XD | _ 
T+ oo Pe k1 g“ (2log(T/ar))”? 


(3. 4. 58) 

Proof Similar to Theorem 3. 4. 2, condition (3. 4. 53) 
guarantees that the solution of equation (3. 4. 52) exists and is 
unique. Moreover, there exists 0<06<¢1 such that 272264 and 
(3. 3.62) remains true from condition (3. 4.55). 

For 0>1, define A;= {TH '<T/ar<@’}, a;=supfar;T E 
A;}, T;=sup{T;ar=a;,T € A;} and T;=sup{T;T — ar = 
suprea, (Tar), T€A;}. Given r>0 for any :>0 put ti: = 
t,(aj;) = [td(m+2.r)/a;](a;/d(m+2sr)). Write 

IX,@ + 5) — XG) | & [XC + 52) — XD) | 


+ SOX + Da) — Met D4) | 
i=0 


T > | Xi) — Xt) |. (3.4.59) 
1—0 


For ô> 0 in (3. 4.55), let ô satisfy 1—1/a— 8<, <1 — 1/a. 
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And let e (Car) =d (m—1, (Laar) ™®™)/Liars rt 


(a5) 


=r(a;) = 
» r’ . =y Caj) =Lmt2ajs Then d(m+2,r) =a“? and 


d(m+2,r')=a;, moreover, 


€ 
Lm+2aj 


Liela;) 
La; 


O<r’—r = Lmt20;—In] a0) 1+ 


=—f,(1—é,)<l. (3. 4. 60) 
Similar to (3. 4. 46), we have 
|X,C@+s)2) —X, (#2) | | 
| = pass SP i eia Slt A A 
Po i [cath Sp cous g* (2log(T ,/a;))'” 之 1 JE 
i į Ite 

< don +2,r)4| Si 

a; T; 
< Agia) te 7 | T- 
I j ve j 
So ae (3. 4. 61) 


if T,/T,;<1. In the case of T;/T;>1, we have 
FETS Far < Wa; = OT >. 

Hence (3. 4. 61) holds true in either case provided 6<05/4. By 
condition (3. 4.55) we obtain 

a pt Tt gm, (LT ett) RCT, 
Inserting it into (3. 4. 61) yields 

Posa fa) S60 
=2'j,=4 log(T;/aj) +20 +A)d(m4tl1,r4+l41). 


Then we have 


Let z’? : 


sup sup max | >) (XG gy hee) 


4 


pb, =P 


一 Xa +) |S ze (aj/d lm + 2,r +i+1)) 
t=0 


2 


> SG 十 2r 十 £ + 1)e OU FAibet tity) 


1=0 k=] 


AT. 
7 


J 


aj 
T 


J 
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x exp] 20* (aj/d(m 十 2,r 十 /十 1)) eat logs 
ai(a,/d(m + 2,r +24 1)) aj 
< T T (m + 2, r 十 十 {je Sh ater rtit 1} 
x Sy olden ortl tD) 
q” oe EDS (3. 4. 62) 


Noting 0 一 —r<] (see (3. 4. 60))，we have 
aj/d(m + 2er +l4+1) Sdim + 2.r')/d(m 4+ 2.r +1) <1 
for 7>>0. Hence, using the fact that o* (h) Edk? for O< AKI, 
we obtain 
a" (a;/d(m+2,r+il+1)) ^ 
<d-“"(a,;/d(m+2.r+i+1))~“4 
and further 
5d “taa È 
T 之， (Cafe yt Amt lr tity < egi, 


J 


For the second series in the right hand side of (3. 4.59), we have 


AS 


the same estimate. 


Let 8>0 satisfy r —r+ B8<1. Then 


Did(m + yr +14 Do (aj/d(m + 247 +141) 


. d(m+1,r+ti+1— 8))\"\") 
< a ie ee 
< Dl | dm 十 1,r 十 /十 1) | | 


i= 0 


a 4 
á PE EA 和 Caja )dy 
| 
d(m + l,r + ] ) 
* d dimt ry 
a Pn Ca j )dy 
<fi- (49 tte ey 
d(m + 1,r +1) | | 


at (a )dy Se (3. 4. 63) 


PE T 
provided T is large enough by condition (3. 4. 54). Furthermore , 


obviously, (3. 4. 63) implies 
Sto (a,/d(m Dr tI p< 
上 一 站 


for large T. Then 


ca \ 1/2 
ee" (a;)/d(m tr TEF DIS Do | 2log a 


i=0 了 


Combining these results, we obtain 


SP (sup sup sup max [XG +9) — Xl)| 
j=l Ort’. jer, Sa, kzl ao” (2log(T ;/a,))" 


< co， 
which implies (3. 4. 56). 
The proofs of (3. 4.57) and (3. 4.58) are similar to that of 
(3.4.40) and (3. 4. 41) respectively when we use (1+¢€)o" Car) 


<1+ 26] 


instead of o” (noting o* <(1+e)o* (ar) for large T), so they are 
omitted. Theorem 3. 4. 3 is proved. 

As an application of Theorem 3. 4. 3, we establish the large 
increment result for = -valued Ornstein-Uhlenbeck process. Let 
(Y(t); — <<} = {X (4); 一 co<<t< oo } ye, be a sequence of 
independent Ornstein-Uhlenbeck processes with coefficients 7 之 
0 and Ai>0. 

Corollary 3.4.4 Suppose that there exists A>0 such that 


> V/a) 


and that there exist eee 0<<1— 1/a and integer ml 
such that (3.4.54) and (3.4.55) are satisfied. Then 
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Xie +s) — XC] 


lim su sud max 5I 
Tce Enes ar foe, b> 1 g“ (2log(T /ar))!? l a.s., 
l X(t r) 一 
lim sup sup mar Cm A o a 


T= o&T-a, kl g* (2log (T/ar) Jo 


Chapter 4 


1 The Law of the Iterated Logarithm 
and Almost Sure Limit Inferior of 
| Increments for Gaussian Processes 


Since Chung’s law of the iterated logarithm (1948) and 
Strassen’s functional law of the iterated logarithm (1964) ap- 
peared, the functional law of the iterated logarithm (LIL) and 
its rates for some classes of Gaussian processes have been dis- 
cussed by Oodaira (1972), Bolthausen (1978), Grill (1987), 
Goodman and Kuelbs (1988, 1991a, b) etc. Let 7(t) =sup{s;0 
<s<t,W(s) => (2s loglog s)*/*}, where {W (2) ;#220} is a standard 
Wiener process. Erdos-Révész gave a new law of the iterated 
logarithm of {7(1)}. Shao (1992) extended this type LIL to a 
kind of stationary Gaussian processes which include the infinite 
series of independent Ornstein-Uhlenbeck processes and the frac- 
tional Wiener process of order a. In terms of the small ball prob- 
ability estimates, Chung’s law of the iterated logarithm for vari- 
ous Gaussian processes and Gaussian fields have been studied by 
Shao (1993), Kuelbs, Li and Talagrand (1994), Kuelbs, Li and 
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Shao (1995), Monrad and Rootzen (1995), Shao and Wang 
(1995a) etc. The other laws of the iterated logarithm, small in- 
crements and moduli of non-diffcrentiability for Gaussian pro- 
cesses are also discussed by some authors. In recent ten years, 
many authors are paying a good deal of attention to all these 
problems, especially they pay more attention to the “liminf” 
behavior. In this chapter, we will intend to summarize and elab- 
orate on a number of recent laws of the iterated logarithm and 
almost sure limit inferiors of increments for various Gaussian 
processes. 

The first two sections deal with the law of the iterated loga- 
rithm of Gaussian processes. In the first section, we investigate 
a Strassen’s functional law of the iterated logarithm and its exact 
convergence rate for a class of Gaussian processes, especially for 
the fractional Wiener process. An Erdos and Révész’s law of the 
iterated logarithm for Gaussian process will be discussed in Sec- 
tion 2.2. The second two sections deal with Chung’s law of iter- 
ated logarithm. The small ball probabilities of Gaussian process- 
es are established, and from which Chung’s law of the iterated 
logarithm of Gaussian processes is proved in Section 4. 3. Similar 
results for Gaussian fields are introduced in Section 4. 4. In the 
last two sections, we study some limit inferiors of increments for 
Gaussian processes. An almost sure limit inferior for increments 
of one-parameter Gaussian processes with stationary increments 
is given in Section 4. 5 and the liminfs for two-parameter Gaus- 


sian processes are investigated in Section 4. 6. 


* 310° 


4.1 The Strassen Laws of the Iterated Logarithm 
and Its Rates for Gaussian Processes 


4.1.1  Strassen’s law of the iterated logarithm 


Let {W();£220} be a Wiener process in R!, let CL0,1] be 


the space of continuous functions on [0,1], and 
t l 
K = (£0) = f gd < | gods <1 
D 


Then K is a compact convex symmetric subset of CL0,1] and K is 
also the unit ball of reproducing kernel Cr. k. ) Hilbert space with 
r. k. function R(s,t)—sAzt. Define 


fat) =Wnt)/ V2nloglogn, O<t<1. 
Then {f, (t); n3} is a sequence of stochastic processes with 
sample paths almost surely in C[0,1] and with the usual sup 
e ||. Strassen (1964) showed the following theorem. 


norm | 
Theorem S The sequence(f,(t)) is relatively compact in CLO,1] 
with probability one, and the set of its limit points coincides with 
set K. 

Oodaira (1972) generalized the above theorem to a certain 
class of Gaussian processes including Wiener process. Let{ X(t); 
t==0} be a separable, measurable, real valued Gaussian process 
with X(0)=0, EX(t)=0 and the covariance 

R(s,t) = EX(s)X@). 
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Denote o°(@)=R(t,t). Suppose that the following conditions are 
satisfied 


(I) For any T>0, there exists a positive, non-decreasing 
function g(h,T), A>>0, such that 
[RUA t+A)—2RETA t) +HRGO,t)| Sgh, T)—>0 
as h—0O, for all żst+AELO,T], (4.1.1) 
{g TIJ Y| ge Ty du —C eo, 41:2) 
and 
e(T)/g,T) 400 as T —> œ; (4.1.3) 
(II) There is a positive function v(r), r>>0, such that 
v(r)* and 
R(rs,rt) =v@)Rs,t) forall r>0,5,t> 0. 
(4.1.4) 
Under condition (I), the process {X (#);0<0#<T} has con- 
tinuous sample paths a.s, for any T>>0 by Theorem 2. 1. 3. 


Examples Gaussian processes having covariance kernels 


sit 


R(s,f) = | (s — A)PCe — à)fdà, 


0 


ee p= 6S 
satisfy conditions (I) and CII). This class includes the Wiener 


process {(W(t)} (with 8=0) and the process (| mcodz] (with 


8=1). Fractional Wiener processes are Gaussian processes with 


stationary increments having covariance kernels 


R(s,t) = (s +” — |s—2t|*)/2, O0<e<l (A, 1/5) 
satisfy conditions (I) and CII). 
Define 
9, (t,w)=X (nt,w)/(207(n)loglogn)’?, O<t<l1, n3. 
(4.1.6) 
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| 


Let HCR) be the reproducing kernel (r. k.) Hilbert space with 
r.k. function R(€s,t), O<s,t<1. Denote 
= {h € H(R); |A lla S 1/0}, 

where || « || a denotes the norm of H CR). Oodaira (1972) 
proved the following results. 
Theroem 4.1.1 Jf the conditions (I) and CIT) are fulfilled, 
then the set of limit points of sequence{y,(t)} is contained in set K 
with probability one. 
Theorem 4.1.2 Let {Z(t);t220} be a fractional Wiener process, 
then the set of limit points of (7, (t,@)} coincides with the set K 
with probability one. 

The proofs of theorems need the following lemmas. 
Lemma 4. 1.1 Let{X (t);t220} be a Gaussian process as above 
which satisfies conditions (I) and UI), then the sequence of func- 
tions {9,(t,@);n2=3)} is equicontinuous with probability one. 

Proof We need only to show that for any e>0 there is a ô 
=(e)>>0 such that for almost sure w and for some integer N= 
N(w)==3, we have 

(Eru) — 9,(s,w)| < (4.1.7) 
if |1—s|<<6 and n2=N. Let g=q(e) be an integer, which will be 
specified later on, and put d(e)=27%. It is clear that (4.1.7) is 
equivalent to 
|X (nt) — X(ns)| < €(207(n)loglogn)’”, 

where {t—s|<cd=27%, 0St,s< 1. Let 

A, = { sup [X(nt) — X(ns)| > €(20?(n)loglogn)'7}. 


le—s|<c2 f 
Osis t=] 


Consider the subsequence {n, = 2" ;7 之 max(g, 3)} and let 


* Sho 


B.={ max sup |X (nt)—~X(ns) | ? | SU elle T) 
ce a | Hence, by Fernique’s inequality (cf. Theorem 1.1.3), we have 
==€(20°(2" loglog2’)”” }. 1 o) E og2( or ryi/2 
Then it is enough to prove that P {lim sup, B,}=0. Let i ENO }=P| YC | E C2 Mog og2) 
Cat sup |XG+h)—~X@) |22 (2 )loglogz)'"}, i | < ipf edu, 


: Pi 
ogreta tl | 
| 


Css sip [XGA XG) | S=€(207(2" loglog2”)'”}, 


tt thE l(r to 


where || YG) || =sup |Y() |, 
ye = (e/2) (2laglog2")'”? o jo 72" 8? ge 701,271) } 


where 
= ee 1 2 
| | x {1 + 40 C2 wg s lye") 
Since BCCC UTC, it suffices to show that for each fixed x [obama g? cpt, zdu] ae 
, P{lim sup,C}=0. . 
S ene i By assumptions (4. 1. 2) and (4.1.4), we obtain 
y= (e/2C) Cot et } (2loglog2")'?-» 00 


as roo, Choose q sufficiently large such that 


Denote t= (u—1)2’-**', put i 


DPS sup [X(t — X(t,)| > F (202 Mloglog2’)"”*} 


1E lirye 

Then we have P{C@}<2P{D™)}. In order to evaluate P(D™}, ` (e/2C a? 2") e142") = aS 

let which is possible because of the assumption (4.1.4). Thus we 
YG) =] XG2- 9? + 4), O= s <1: have 
Then Pic’ < 8p°| edu = clog?) ~’ 
ECY) —Y (s) = EX(2 tt) — X Cs e 27°44? +42,)}? 6 , 
] 1 and > P{C®™) < co, Hence, by the Borel-Cantelli lemma, 
PEPER . US ua r 
=u) R[ e+ 2 oe 2 | P ilim sup, C® } = 0. This completes the proof of Lemma 4. 1. 1. 
一 2R| 1425 +e +R | PE ee ad ie Corollary 4.1.1 For any e>0 there is a O=6(e) such that for 
2 9 2 5 9 5 o 


a.s. wand for some integer N=N (e) we have suposel (Pm CE) 一 
y,(t)\<e for all m, nN with |1— (m/n) | <ò. 


Proof From the definition of 7,(t), we see that 


n i | o(n)loglogn 
Ttw] -N a(m)loglogm T Ct, w) 


for 3<n<<m, at the points of the form t=k/n, k=0,1,2,° sn. 
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U2 ti) gC |t—s| 27-1) 
and the covariance I(t,s) of YC » ) satisfies 
Las) |S {BCX 27 7 4+4,) X) 
X {ECXC2 RX) 


| 
2 


S, 


Korg] t ta | a 
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By Lemma 4.1.1 for a.s. œ and for e>0 there is an integer n, 
such that for mnn, (w,£) we have 
加 k 
Eup ROS PnC) (< max n| - 
lalm )loglogm n k k l 
og(n)loglogn a| | 一 | | g 
fa(m )loglogm 
a(n)loglogn -| ese 
cSt P E l 
fm | ml | ge 
By the equicontinuity asserted in Lemma 4. 1. 1, we conclude 
that 
k 
af {> 3 


by choosing m/n sufficiently close to 1, and that the | 7. Cz) || 


are bounded, hence | Va(m)loglogm/(a(nm)loglogn) — 1 | 
X {| JaC) || can be made less than e/3 as well. 


= max 
likin 


< 


+ max 


lista 


l 


Consider the r. k. Hilbert space H(R) and H(R,.) with r.k. 
R,=R(s,t), OSs,t<n. From assumption (4.1.5) it follows 
that 

(R(x nt) ,RO sns)),=Rntyns)=v(n) R(s,2) 

=uln)(RC* ,1) RC. ,3))) 

= (V nR» t), PODR ;5))1 for OSs,t<1, 

(4.1.8) 
where (*,¢), and ¿e , ), denote respectively the inner prod- 
ucts of JI (R) and H(R,). (4. 1. 8) implies that there is an 
isometric isomorphism @, from H(R) to HCR.) such that 
OVP (ny RG = RO» mt), Ot. 

Note that for any AC H(R) 
* 316° 


Oh Cnt) = Oh) RO snt)? 
=v (n) e J), RC» t)» 
=u (n)h a), OSES. 
And if {eC * );j=1,2,=*,J} is a system of orthonormal func- 
tions in H (R), so is {e (* ) =e; (* 3 7=1,25 055} in 
HCR,). 

It is well known that there is an isomorphism between 
H(R,) and the closed linear manifold L?(X) spanned by{X (@);0 
<t<n}, and if €,;37=1,2,°,J are random variables in L,(X) 
corresponding to orthonormal functions er (¥*), j=1,2,°,J, 
then &,; are independent and standard normally distributed. 
Lemma 4.1.2 Suppose that a sequence of families of orthonor- 
mal functions {e® C» 3 7= 1525 ete JL}, R=1,25 °° in 
IITCR,) satisfy the following condition: 


— 0 ask— oo. (4.1.9) 


Ty 
a (A) \2 
sup | 尺 ( 24 他 } 


Omi 
Let {EÈ } be Gaussian random variables corresponding to {eC *) 
—6,e(*)}. Then, for any geometric subsequence of indices Àn, 
=[C],C>1} and any €>0, there exist for a.s. w some integers 


ka= ka (E) and ro=ro(e,w) such that 
J 


| 9 Erw) — (2071 loglogn,)—? DJ ER (wes? (t) || <e 
j=1 


(4.1.10) 
for all kk, and all r=ro. 
Remark 4.1.1 Let {e;( * );7=1,2,+:+} be any complete or- 
thonormal system in H(R,). It is known that the partial sums 


De (t) converge to R(t,#) uniformly in t€ [0,1]. Hence the 


“oir” 


condition (4. 1. 9) is satisfied for the families (e;€ * );7=1,2, 


sk}, R=1,2,°+, and we have, for all sufficiently large & and 


rs 
sup | 加 Go) — (26*(1 loglogn,)- ADES we, HISE 
Proof Let 
AX 
= ( SUP I, (tw) — (20°(1 )loglogn, EDEP |> e) 
J 
l 
= ( sup, VTE (n,)X(nt)— >) EME (2) | >e(20°(1)loglogn,)'”| 
j=l 
and put 
Ja 
OOS oO XG) = Der a OS r= 7, 


j=] 


Then EY,’ (t)=0 and, noting that 
E(X (n, t)E } = (RC * » 1, ) A % yD. 


一 co (n4) =v (ney? (t), 


we have 
Ji 
PGE 0 = RG,t) — Die e @). 
j=1 
Since 


E{Y®(s) Yc) }? 


Ji 
= E {v (n,) (X (n,t) — X (n,s)) Y? 一 >. {e (t) — ef (s)}? 
j=] 


<E {uo (in, {X (nt) —X (ns) } Y 
=RG,t)—2Rs,t) +Rs55) 
<g(|t—-s|,1) 

and 


talo S 


IP (542) [SAPP G5) PAPE E) p 
< sup Ets 
O<z ts 
by Fernique’s inequality, we have 


enw! 
PLAY) 4p | we ‘du, 
where 


y = e(20?(1loglogn,)™?{ ( Si 
| 


af PPG, 1)du | i 


We may choose k and p sufficiently large such that 


2 一 了 
ppg (1) {( si sup P (t,t) Y? + af gY" ,du | Si, 


Ox? <2} 


since (4. 1. 9) and 


Leng ,1ydzr 
1 


= (logp) ay sae E “du—>0 as poco, Then 
P(A®) =< (loge) * Sar 

and >. P{A®} < co for all sufficiently large k. By the Borel- 

Cantelli lemma we prove Lemma 4. 1. 2. 

Proof of Theorem 4.1.1 Let K“ denote the e-neighborhood 
of K. To prove that K contains all limit points of {7,(¢,@)} it suf- 
ficies to show that for arbitrary e>0 the sequence{y, (t,@)} ulti- 
mately lies in K*. Consider a subsequence of indices{n,=[C’];C 
>1}. Then, for any n, there are n, and n,4, such that n,<n< 
n.41, and choosing C=C(e) sufficiently close to 1, we can make 
1] —¢n/n,) | arbitrary small. Thus, by Corollary 4.1.1, it is 


sufficient to show that the subsequence {7, (t,@) } ultimately lies 


人 


in K”. Then, by the remark following Lemma 4. 1. 2, it suffices 
to prove that 


È 
Z(t,w,k,n,) = QP A)loglogn,) "XIE, Cwe) 
j=l 
with a sufficiently large & ultimately lies in K‘. Finally it is 


enough to show that || Z | as (1+e)/s{1) ultimately, for then 
(1 十 se) 'ZEK and since 
| Z()-C+e)"Z@) || Ssa || Z@) | 
<eC1 +e) IZ || a sup R? G, t) Se, 
we have ZE K‘. o 
Let 
A, ={ ZC rikon |] ka rera CD 


k 
(I D Ewe g> a e)*(2loglogn,) } 
j=) 


k 
= {5} (6,,(w) }? > A + €)*(2loglogn,) }. 


y=) 
Let 入 GCT) denote the distribution function of y¥*-distribution with 


k degrees of freedom, we have 
P{A,}=1—-%CA1 +e)’ (Zloglogn,)) 
<c{(1+e)*loglogn,}4"' Cogn, 79+ 
Ler to" , 
and hence, by the Borel-Cantelli lemma, P {lim sup, A,} = 0. 
This concludes the proof of Theorem 4. 1. 1. 
Oodaira (1972) showed that Theorem 4. 1. 2 holds true for a 
Gaussian process with conditions (I) and (IP) (where R(s,£) 


sAt 
= | QC ANQ, ÀA) da, QG,A) satisfying some conditions), but 


there is a gap in the proof. Monrad and Rootzen (1995) pointed 
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out that one can use the Cramer-Wald device (cf. Kuelbs 1976, 
Theorem 3.1) to prove Theorem 4. 1. 2 for the fractional Wiener 


process. The details are omitted here. 
4.1.2 Rates of convergence in Strassen’s LIL 


In this subsection, we summarize the convergence rate to K 
for various Gaussian processes. First, the best convergence rates 
to K of Strassen’s functional LIL for a standard Wiener process 
(W(t) ;0<t<l00o} were due to Grill (1987), which asserted that 

lim supinf | FO — Ff.) || Coglogn)*= a ie 
The above two statements are equivalent to 

P{f,@) € Ks eventually} = 1, a< 2/3 
and 
Pili) KGL }= 15. a> 2/3; 
where €,= (loglogn) “， 
K*={g;gE€C(0,1],infrex || gO SO Il <e,}. 

A process {X (t); 0<t<ico} is said to be self-similar with 
index a, if for each a>>0 the process {X (at); 0<} has the 
same distribution as the process {a X (4);0<t<(09o}. A self- 
similar centered Gaussian process (¥(t);0<¢<Coo} with station- 
ary increments is a fractional Wiener process. We have 

YY SVO + XQ), t20, 


where 


AG) = i (t — s) 2 VdW (s), (4.1.11) 
ğ 


= | (0 — s) — DdW(s) CA. 1.12) 


32) 


for OS t<ico, 0<a<]. When a=1/2, V =O and hence both 
(X (£) 3220} and {Y(t);2220} are the Wiener processes. Good- 
man and Kuelbs (1991a) proved 

Theorem 4.1.3 Let{X(t);t220} and (Y(t) ;t220} be continuous, 


centered Gaussian processes as in (4.1.11) and (4.1.12), and set 


K = [f0 = | e- tgu St <1, | red <1}, 
0 


(4:113) 
where <La < 1. 
(A) If ¥>0 is sufficiently large, then 
P(X (al À ))/C2n*loglogn)'?E Ks }=1, (Ay 1 14) 
where 
: ee for azl/2, 
" (¥Cogloglogn/loglogn) @+P/@+® for O<a<1/2, 
hence 
lima sup inf || FG) — 9c) | | oBteslow2|~ =o: 
">o  fER loglogn 


where 0>2/3, if a2-1/2; 0>(2a+1)/2(a+1), if a<1/2. 
(B) If 0a], ¢,=YCloglogn)'*, and 


K = [FO = T.g¢@);0 SiS Ai 


g udu < 1) ; 


where 


1 
tee) = Ke — uy "VP e (uydu 


+f Cr = yeh — (=) PY de, 
then for all Y>0 
PiY€n( + ))/C2n™loglogn)! € K" eventually}=1, (4.1.15) 
有 
* 322 ° 


lim sup inf LO — nE) || (oglogn) = 0 
for O= 1/2. 

Goodman and Kuelbs (1991a) have also given the conver- 
gence rates of Strassen’s LIL for the p-parameter Wiener sheet 
and the p-dimensional Wiener process. 

Monrad and Rootzen (1995) have given an exact rate of 
Strassen’s LIL for the fractional Wiener process. Let H.CCLO, 
1] be the r.k. Hilbert space with r.k. function 

Ros,t) = {s7 + t — |s —t|"}/2, OSs,tSl 
and let (f,g).be the inner product in Ha. If FE Has we have 
IID = F, < ls otf, 
Theorem 4.1.4 Let (f,/).<1. Ast yO, 
lim inf (loglogt)@*?” || 7, — fl] =y, as, 
where Y(f) is a constant satisfying 

2 a kf a II OC Oe 

for some constants 0<<ce<C< ce. 
Theorem 4.1.5 As eithertyQort*o, 
lim inf Coglogt)?**?” || 7, — fl = oo, a.s. 
if (f,foa=1, whereas 
lim inf (loglogt) ®t +d |y — J| <%, as. 
TRON 

Kuelbs, Li and Talagrand (1994) investigated lim inf re- 
sults for Gaussian samples and gave an application to rates of 
convergence for the functional form of Chung’s LIL for Wiener 


process. 
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4.1.3 The functional moduli of continuity and the functional 


limit behavior of the Csorgé-Révész type increments of 
the Wiener process 


Let 


ColLOs1] = (f(r) € Cl0,1]; £00) = 0}, 
Vina) = Be WE + arz) ~ Wt), 0S <1, 01ST 

where B= (\2ZarClog(T/ay) +loglogT)}~?. Let K be F as 
in Section 4, 1. 1. By combining Theorem 0. 2 and Theorem S and 
some precise calculation, Révész (1979) showed the following 
theorem on the functional limit behavior of the increments. 
Theorem R F arisa non-decreasing function of T such that 

(1) 0<arT, 

Gi) T/ar is non-decreasing , 


then (Y, r; 0S1 OSST —ar, T3?) is relatively compact in 


CoL0,1] with probability one, and the set of its limit points coin- 
cides with set K. 

Furthermore, if we also have 

Gii) limr.... dog(T'/az))/loglogT' =co, 
then 


lim sup inf sup Y nr) — f(r)| =0 as. 


了 一 co Ott — ay _ JEK usr 


and for any JEK, 
lim inf sup IY, r(x) 一 Ar = 0 a.s, 


L'-e ca OKK — drp Osta 
Chen B (1998) pointed out that Révész’s proof can be short- 


ed by using the large deviations, and he obtained the functional 


moduli of continuity. Let 
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WE + hz) — WO) 


M, a(x) = Chlogh 1 ? 
Theorem C We have 


lim sup inf sup |M,.€7) — f(~)|=0 as. 


AO Ot hk SEK OS r= 1 


and for any JEK, 
lim inf sup |M, (x) — f(xc)| 一 0 a.s. 


h-=0 OSIKA Krl 


Laterly, by applying the large deviations, Wang Wen-sheng 
(1999) obtained the rates of convergence on the functional mod- 
uli of continuity and the functional limit behavior of the incre- 
ments. For fEC,L0,1], let 


| (fitz) daz, if fis absolutely continuous, 
ICJ) = 44° 


oO, otherwise. 


Theorem W.1 We have 
loglogh™! | ae 
i >7| ———— 7.0, 
P| ave. ial gp MaA S “Thea 
一 0 
for Y>0 large enough, and for any JEK, 
lim inf sup |Ma lr) — fa) |logh™ 


AO Otal h OS 


ee ee 
一 <4 /1—I(f) a. S. 
OO if tf) =], 
Theorem W. 2 Let ar be defined as in Theorem R. Then for Y> 


O large enough, 


logg (T) | a TA 


pi sup inf sup |Y, r(r)— fx) | >Y 2T) 


Lra —ar JEK Oss 1 


一 0， 
where g(T)=log(T/ar) +loglogT, and for any JEK, 
o go 


lim inf inf sup |¥,7(24)—f (x) |g(T) 


Toro OST 一 ar Prl 


SS. A I 
aie TI a. S. 


| oo F I =i 
Furthermore, if the condition Gii) in Theorem R is also satisfied , 


then the lim inf can be replaced by lim. i 


Wei (1999) obtained results similar to Theorems R and C 


for /’-valued Wiener processes under Holder norm., 


4.2 Erdos-Révész’s Law of the Iterated 


Logarithm for Gaussian Processes 


Erdés and Révész (1990) established a new type of law of 
the logarithm for a Wiener process. Later, Shao (1992) extend- 
ed their results to more general Gaussian processes. We discuss 


this kind of law of the iterated logarithm in this section. 


4. 2. 1  Erdos-Révész’s law of the iterated logarithm for a 


Wiener process 


Let{W(t) ;t220} be a standard Wiener process and define 
na) =sup is Sst W (s) E (2sloglogs)”7}, #220, 
e A) =sup is; OKS K W (5) (2(1—8)sloglogs)'"}, 
t0, 0&0 <1, 
9s” t) =sup{s; Ost W (s) 2al, p,s)}, 1520, 


where 


. 326 > 


$ 1/2 
al, ps) = | 2| logas 一 =logss 十 D> log,s — dlog,s | „ô = 0; 
jul 


六 一 3，4，…，logi c=log: (logi-z)，logi x=In x for x>0 and 

log, «== 1 if x<0. Here and in the sequel of this section log z= 

In x. It is clear that by the law of the iterated logarithm 
lim) = limp) = limy” G) = co a.s. 

and 


VE nn 
lim sup TD = lim sup mit = lim sup =] a.s. 


f— oo t— oo i OO 


Erdos and Révész (1990) considered the lower bound of 90) 


and obtained a new law of the iterated logarithm: 


ee Clogs)’ 7(t) oe f S 
ua eee e S —— 


for some constant Co with 1/4<Cy2". At the end of their pa- 

per, Erdos and Révész proposed the challenging question of find- 

ing the lower bound for the general processes s(t) and 93’ G). 
Shao (1994) found the exact value of Co and the exact lower 

bounds of 93(t) and 7% (t) as well. 

Theorem 4.2.1 We have 


1/2 
lim inf ec low Ko 一 —3 77 a.s., (4.2.1) 


lim inf(loge)* (logst) log ee = — 26 J/x/(1 — ) a.s. 


(4.2.2) 
for each 0< 8<1/2. 
Theorem 4.2.2 We have 


? log,” (t)—log pt _ 
a Toa peat 


—-2 YT a.S., (4. 2. 3) 


oor? 


Cp) — 
septs NOG ye 


lim inf 
im in iog For LOK 
(4. 2.4) 
lokis 275? ’—log, of 
ee pr cee = si (log, rt) ogs 20 VSG Ole] 
(4. 2.5) 


for p=3,4," 
Remark 4.2.1 Theorem 4. 2. 1 says that for any £ big enough, 
between 


Z 一 172 
:1 3 Vv log. (log, t) and t 


there exists an s such that W(s)>>(2sloglogs)”. The meaning of 
Theorem 4. 2. 2 can be interpreted in the same way. 
The proofs of the above theorems are omitted here. 
Put 
n(t)=sup{s31<s<t,W(s) = (2sloglogs)'?} for £21, 


HO) =sup{s; 0<s<e, “gr > C2logs) | for t==0. 
it is easy to see that 
n(t) = logn(e’) a.s. for every ¢ > 0 
and hence, by Theorem 4. 2.1 we have 


[ ee T ea —t)=—3/m a.s. 


lim in 

t— co 

Clearly, {W Ce’ aden is an Ornstein-Uhlenbeck pro- 
cess, a stationary Gaussian process. So, it is natural to study 


the corresponding problem to 7(t) for gencra! stationary Gaus- 


stan processes. 


Ds 


4.2.2 An Erdos and Révész’s type LIL for a Gaussian process 


Let {X(£) ;t220} be a separable stationary Gaussian process 
with EX (z)=0 and EX*(t) —1 for each t220. Denote the correla- 
tion function 

r(t) = EX(t+s5)X(s) fors >Oandt>0 

Consider the process 

&(t)=sup{s;0Ss<t,X(s) > (2logs)”7}, #220. (4.2.6) 
The upper class of a law of the iterated logarithm implies 

P(X (s) = (2logs)'”,i.0.} =1 
under certain condition on r(t) (cf. Qualls and Watanabe 1971). 
Hence we have 
lim EU) = 6s. aS 
and 
lim sup (f (£) 一 六 一 0 as. 

Shao (1992) obtained an Erdos-Révész’s type law of the iterated 


logarithm for the stationary Gaussian process X(t) as follows: 


Theorem 4.2.3 Assume that the following conditions are satis- 


fied: 
r(t}=1—C|t|*+o0C{t|") as t>0 for some C>0, 0<a<?2, 
(4. 2.7) 
ra)=0 7) as tœ for some Y>0, (4. 2.8) 
sup Ir | <1 for each s>0. (4. 2.9) 
Then f 
lim inf qo Oe = — GO a.s. if 0<a<2, 
(4. 2.10) 
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_ . dog (t/t) so 2 V TI a 
lim int "(oot = H, vic JC a. S. if a= ?2, (4. 2.11) 


where 0< H, : SlimrwoT | eP {supcr Y 0) > s} ds < co, 
and Y(t) is a non-stationary Gaussian process with mean EY (t) 
一 一 |t|* and covariance function Cov (Y (s), Y ))= — |t—s|*+ 
isle lele. 

The proof of Theorem 4. 2. 3 needs the following lemmas. 
The first one is a version of Lemma 2. 4. 3. 
Lemma 4.2.1 Suppose §&,,°*+, &, are standard normal variables 
with covariance matrix A! = (A3) and my, 9, similar with co- 
variance matrix A°=(Ai;), and let p,;—=max(|Aj;|, |Ai|). Fur- 


ther, let My ti, be real numbers. Then 
P(A ES) — PCA OKu) 
j= j= 


l 


1 u? tus 
2n 


= 20 十 Pil 
This is Theorem 4. 2. 1 in the monograph of Leadbetter et 
al. (1983). 


By (1.1.1) and Theorem 1. 1. 2 we have the following lem- 


< > (Al, = pe (q= Pij) “12exp 


IKin 


ma. 
Lemma 4.2.2 If (4.2.7) and (4.2.9) are satisfied, then 
. PisupocserX O)>T} jar 
lim A TES ~A H., C4. Zs 12) 
人 
im a 一 C 0 (4. 2. 13) 
for each G>0, and 
lines Fe, (4.2.14) 
geo 0 
where H,1is defined as in Theorem 4.2.3 and 


Sous 


2 


PCr) = (2r) Pr e7 gs 
Lemma 4.2.3 If the conditions of Theorem 4.2.3 are satisfied , 
then there exist constants Ky and xo such that 


P! max X(jOr SEI/ , sup X (s)>x} 


oK? 

LK" yla) exp (— 07" /Ko) (4.2, 15) 
for each 0>0 and x22». 

This can be obtained from the proof of Lemma 12. 2. 5 in the 
monograph of Leadbetter et al. (1983). 

Put 

a=(2+a)/(2a), a=(2—a@)/(2a) for 0<as2. (4.2.16) 
Lemma 4.2.4 Under the conditions of Theorem 4.2.3, for each 
O<e<(], there exist positive constants N and p depending only on 
E, aand Y such that 

P [ sup, Glogs? 
(1—©)a(2C)'“H 


<“ (log’h—log*(at+1))| +Na? 
(HECHAS T 


<exp| = 
(4. 2.17) 

for each bza +12N. 
Proof By Lemma 4.2.2, there exist 0>>0 and xo such that 


P| max XOUOr Lr) >A —e)H.C x plr) (4. 2.18) 


oxar 


for each t&z,. Put 
6(a,e)=[(b—-a—1)/te)], 
x= (Qlog(atitid+e)))”, r= [zr /0], i=0,1,". 
Then 


P| _AG) ol 


‘sks (logs) = 


‘331% 


<P| max pee i ayti (Cj—i a E a 

= a aon (2log GF FFS?) X Phair” (Cj — ijejexp| 一 ETLE T 
(ati(l+e)+ jbr?) : 

< pee E a A ee ee à ; 

a a Ta e 


Oita.e) 
Let 


X; = {X la +i +E) + jhar?) 07 QT}, i= 0,1, .ba,e), 
{Yi; Oi b (a,e)} be independent normal random vectors and Y, 
and X; have the same distribution for each 0S1<h(a,e€). Apply- 
ing Lemma 4. 2.1 yields 


P| max max BAGH ATE) AE S e 


OLiS, fe ra | 


+ Ð eztndi 一 i) exp] 


j— >te jb(a £) 


"E 
A 


< cl > (a a i(] + €)) tr log? (a As i) 


+ 3 (Q+D mla + j) FM 
j—i>ty/e.jQola.e) 
X log’*(a + Dlog' (a + A>} 


blae) 


oS 


1-r" (Ce) log! flati) 
< [| P{ max X(@+iG1 + E + jorr < x) | 
i=0 Oi 


< a OWA ey 
< 


where p=min{(1—r’ (e))/4,7/6}. 


i, a 
+ ee 
OSI jxb(a.e) #=0 v=0 1 =, lO 


IN 


(x? + 2?)/2 
g exp] CF IrC, js u,v) | Noting that X( * ) is a stationary process, we derive from 
一 :了 十 万， (4, 2. 19) (4, 2.18) that 
h (i; F 9 = 一 了 = Efe 一 27c b{a,e) 
where rG, jusu) =r((j—1) (1+) 4 062; u@z; ”"). Put I, = [| Pf max X Gorr”) <x} 
(8) aa Irl, s>0. izo OSa 
ts bila, £) 
Noting that < exp {— Die max X (ðær *") oa) | 
人 a 
for every j>i, O<u<z,, 0X<v<Z,, we have <exp(— D A DCH? gpa) 
i=0 
1 |<r* ((g—1)€) <r" Ce)<o] C4, 2. 20) P DCH ` (2log (a +1 +: + €)))? 
by (4.2.9). From (4. 2. 8) it follows that there is a ż, such that ee "i [mlatiti +e) 
r*°@)<t-"<min(1,7)/4_ for every tto. (Aar) (一 6(2C) SY iog"(a 十 1 十 ;1 十 e)) 
We have 一 exp] E yf aot Lap Se) 
L< 4 P provided that a is sufficiently large, where a is defined as in 
~I z : 


O A1 — r* (E) oiin ee (4.2.16). An elementary calculation implies 
+ 332 e . 333 » 


blae) 


loga +1+i(1 +¢€)) 
i=0 2 


aad log*(a +1+ 901 + E)) j 
— SS eee ee, © ee a S y 
0 Gp yl 


aks 2a ap å 
= G Fe pay 108 — log*(a + 1)). 
Hence 
—ea(2C)'"H, 
| 
0 


Putting the above inequalities together yields that (4. 2. 17) 
holds true. 

Lemma 4.2.5 Under the conditions of Theorem 4.2.3, for each 
O<e<l, there exist positive constants N and t depending only on 
€,a and Y such that 


P{ Q ( max X(a +i + jiy) < y — 04 /y,) } 
Kiba Ost pec yl 8. 

1 (Ta C I H oa : 

p| 一 ———— (log*6 — log*a) |] — Na- 

4 (2+a) Vn : j Í 


(4. 2. 23) 
for each bžza+1©N, where 
yi= (2log la +i))?, 有 一 log-8 (ati), 
a is as in (4.2.16). 
Proof Put 
¥ = yi — Gya yi = Ly/0.], i= 0,1, 
Applying Lemma 4.2.1, we have 
Pi N ( max Xla +i + jby D) < y, — OY/y,) } 


Eiba og jc yl "7a, 
[ea] 


> [[ P{ max X(a +i + 7697") <y) 


i=0 KIY; 
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1 < 
ges 2 2 Z1 — Ti uv) 


o O E2 | 
人 exp| il + RARAHI 
E ey eee R (4.2.24) 


where rlisjsusv)=—rlj—itvby;  —ubiy *). 
Clearly, for jži+2, O<u<y, and O<uxy;, by (4.2.9) 
TS 
On the other hand, by (4.2.7), there exists a constant 0<4,<1 


such that 


r(t)Le1—C|t|"/2>>0 for every 0th. (4, 2.25) 
Hence 
(rGisjrusv))*=0, if f=it1, 14-00,97 7" —ubiye Kh 
(4. 2. 26) 
and 
IrG@,jsu sv) |<r*@Q)<l, 
if j=it1, 140,97" —ubiy “>t. (4. 2.27) 


Therefore, by (4. 2.25), (4. 2. 26) and (4. 2. 27) we obtain 


L 1 G + y2)/2 
ns De en - 


oxtixb—a,jaitiu=0 v=0 ,/ 1 一 7 (ty) 


A Är gil) 
= oa 2 /1—r*Q) 
(Cy? + 9/2 | 
lt¢r’*G-i-DbD/ 
Completely similar to the estimation of J, in the proof of Lemma 


x exp] 一 


4.2.4，we can arrive that there exist positive constants K andt 


such that 
(4, 2. 28) 
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diS Ka 


for every a sufficiently large. Using Lemma 4.2.2, we can also 
obtain that 


[6 ~a} 
J = [| Pi max X Gay? <i} 
> 


i= SISSY, 
[6—a] 
~> ses Pe 
> {la P{ sup X(s) > y:}) 
— (1 十 DeO Maji ep | pe ) 
i OD ma a 
ATANAN R j ne | 
C4. 2.29) 
provided that a is sufficiently large, along the same line of the 
proof of J, in Lemma 4. 2. 4. This proves (4. 2. 23), by (4. 2. 
24), (4.2.28) and (4. 2. 29). 
Proof of Theorem 4. 2.3. We formulate the proof in three 
steps. 
Step 1 Assume 0<a<2. Then 


eae Ot 


too iog "t « logloge> 1720C, 2. S, 


(4. 2. 30) 


for every 0<e<1/4, where Ci 一 (2 十 ac) / n /(@H,(2C)""), @ is 
as in (4. 2. 16). 
Proof Put 
ti =exp(k!*), =t — (1+2e)’C\glog~“t, + loglogt,, | 
k=] ，2 yy。 
Then 
log*t, —log*s; 
~log*t,— Cogts— (1+2) Citi logt)? + loglogt,)* 


(1+2¢)*(2+a)C, 
~y  loglogt. EARI. 
Noting that 


J 


| 


(EG) <a} = [su AN <1| 


SHE, Clogs)? 
for every 0<a <t, and using Lemma 4. 2. 4 and (4. 2. 31), we 
obtain that 


| @,)—t 


pa — 2 
tulog°t, « iosloge = (1+ 26) c, 


_ X(s) 
=P] sup valor my <1| 


(1—e)a(2C)'"°H, = 了 | _ 

(og "tilog “(st1))| Ns” 

<exo| 人 

| HALDRE +CH a toot, 
(1 十 2s)2 VA 

— te/2) ar logins) + ones 


+2Nt, ° 


<exp| 
eA ea 
for every & sufficiently large. Hence, by the Borel-Cantelli lem- 
ma, we have 


lim Pr eae 汪 乓 和 
pro Tilop tye loglogt, 


Since (t) is a non-decreasing random function of t, for every te 


之 一 (十 2s) Ca.s. (4:27.32) 


Ltt we have 


E(t) — t Elt) — r4: 
> Imos 
tlog~“t «loglogt tilog “t; + loglogt,4, 

E(t.) — ts bet. — fz 


a PE 


7 tlog~“t, id loglogt, t,log~“t, ° loglogt, 


An elementary calculasion implies 


Fee. 一 Ér 
lim ——————- = 0 C402: 339 
Epa ilor i zi loglog?, 
which together with (4. 2. 32) yields 
* 337 * 


E(t)—2 


lim inf-——— =lim inf 
imo tlog F ° loglogt k— co t,log™ tp * loglogt, 


ECE) — t, 


(4. 2. 34) 
This proves (4. 2.30), by (4. 2. 32) and (4. 2. 34). 
Step 2 Assume 0<a<2. Then 
CD) 一 # 
lim i ee SG; a. S. (4. 2. 35) 


mo ftlog “t+ loglogt 
for every 0<Ce<¢(2—a)/8<1/4. 
Proof Let 
b,=exp(hOt*), a=b — (1—2e)Cibilog ib, + logloghs, 
yri ™ (2log larti) y)”, a ae 
Yri ™= Yri Wyss Pra yi /Os 
E= (EKua) = | sup cio mel), 


A= f) { max Aarti nk eH OS Yeu). 


oi [Lia OSI, ， 
It suffices to show that 
PE hots) = (4. 2. 36) 
Clearly, for m==1 


PLU ARS P{UE,}+ Dri { ALE:) 


oo (6,—2,] 
max Xa oa i+ 7.912") 


P{UE.}+ 2 2, P ,ma 


S eis Sop. X(a, = ET s i 


max X GO, Yh, A a Vai 3 


k=m {=0 Ej FEY, ; 


(4.2231) 


| 
-| 


Using Lemma 4. 2. 4 we have, for some Ko >00 


Opi“ 
< Ke 3 > E et = a 
oo Le; — r ‘3 . _ ener + i) 
<e>, 2 log” Ca, + i) « (a, +t i) expl 一 ee 
cS) SMog*(a, + i) + (a +i) 
k=m 1:=0 


<e Star! em 
kam 
provided m is large enough. Therefore 
lim La = 0 


me oo 


and 


lim P { UE,}> lim P 4 Ü Ar}. 


m-e OO 


To finish the proof of (4. 2. 36), we need only to show that 


a (4. 2. 38) 
Similar to (4. 2. 31), we have 
: = — C 
log*h, 一 log*a, ~ Q 2 Oe Hoglogts. 
Now from Lemma 4. 2.5 it follows that 
(1+¢6)a(2C)'“H, 2 ` = 
nb —log"a,) Na 
VA fexp| — ee e ; 
1 (1+ 26) 20)" — 20) C1 Ha | lo b ar 
= ee g2,| —2Nb 
= 4 exp 2 Jt E a $ 
=k- /8 
for every k sufficiently large. Hence 
> TIN = 00. (4. 2. 39) 
k=] 


If we can prove 
+ 339 ° 


iieii, P AAD) < VE Dy Cue. (4. 2. 43) 


lim inf 
ee CS) PADY “= l; €p Bi 40) n Pe pe ee 
ee te | Now (4. 2. 40) follows from (4. 2. 42), (4. 2. 43) and (4. 2. 39). 
will be implied by the general form of the Borel- A This proves (4. 2. 36) and so does (4. 2. 35). 
vantelli lemma (cf. Lemma 2.1.1). We below verify that (4. 2, a Step 3 If a=2, then 


40) is satisfied. It i 
ts satisfied, It is easy to see that rte oe log (&(t)/#) >— (1+ 2e) C, a.s. (4.2.44) 


Carpi — by) / Chin, — &) ~ 1. (4. 2. 41) ae loglogt 
Applying Lemma 4. 2.1, we get that for A</ and 
P(A,AD SP CAL) PCA;) lim inf log (§ (1) /1) Sais voy asa Ca) 
[oa apyg .让 [如 一 ax][C 1 = 人 ee loglogt 
a 2 2 > a | for every O0<Ce<c1/4, where C,=2 Y IT ICH; v2C)=2n/ v 2C. 
i=0 j=0 u=0 v0 ey 
= 1— TGs j,u,v) Proof Put 
2 L 72 
X exp = | i, = e, 5, = #,exp(— 《1 十 2¢€)’C, loglogt, ) of ee gat? 
Lp lig etsy) 
= : P(A, P(A) + Cis (4. 2. 42) Proceeding the same way as that of the proof of (4. 2. 32), one 
where can obtain that 
pe ae = Safe oo, o . - log C&C) Es) 
TGs jsuyv)=lrla tuto, ayi — armi j0, iyi?) | | lim inf air ae << >— (1 + 2€)'C, a.s, 


<r‘ (a;—h,— 
Sr’ lamb — 1) On the other hand, it is clear that 


Sr (bb_1)/2) EEN. log(€(t)/t) _ lim inf log (E(t) /ta) nE 
<(b,—b-1) 7 <Smin (1 ,Y)/4 “Esco loglogt o loglogte `” 
by (4. 2. 41) and (4. 2.8), for every k, LR <I) sufficiently large. since lim,-.olog (fit1/ti) /loglogti=0. This proves (4. 2. 44). 
Therefore Let 
[4,—@,3[6,—u,] ite pom =, =n 
Hooo b, = exp (k!t*), a, = bexp(— (1 — 2e)Cloglogb,), 
oo 
rr k = 1,2; 
x exp| _ log(a, + i) + logla, + u) ! Noting that 
1 T 7/d r+ 一 b, 
S cor log’”b, g 0 log” p, <= a Ak+l ERAR 
= ceap BRY along the same line of the proof of (4. 2. 35), we also have 


Hence we have 
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: 2 log CE (8,) /,) 
lim inf ——— 
ace loglogé, 


This proves (4. 2. 45), 


< 一 (〈] — 2e)C; as. 


Now the proof of Theorem 4. 2. 3 is completed. 
4.2.3 Applications to two special Gaussian processes 


In this subsection, we apply Theorem 4. 2. 3 to two special 
Gaussian processes, infinite series of independent Ornstein- 
Uhlenbeck processes and the fractional Wiener process (cf. Shao 
1992). 

Let Y (1)= (X(t), X), =), where {X; (£4); —co<tt<loo} (i 
= 1,2;,°") are independent Ornstein-Uhlenbeck processes with 


coefficients ¥; and A. Assume 


o< T=) E< oo 
Define 
XOSE 2X0), C4. 2. 46) 
0 : i= 
De y. 
e@=t>) Eae), 0. (4. 2.47) 
Dizi A 


It is well-known that {X (¢) ;t220} is a stationary Gaussian pro- 
cess with EX(t)=0, EX*(t)=1 and covariance function 
r(t) = EX(t + s)X (s) =1—o7(t) fors, > 0. 
Theorem 4.2.4 Let {(X(t);t220} be defined as in (4. 2. 46). 
Put EG) =sup {s; 0s z, X (s) > (2logs)'*}, 2220. Let (t) be 
as in (4.2.47). Assume that there exist Xa<l, C>0 and 8>0 
such that 
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DE (4. 2.48) 


Z min A, at") 


w ae (4. 2. 49) 


Then (4. 2.10) holds. 
Proof It is easy to find that (4. 2. 9) is satisfied since a’ (t) 
is a positive non-decreasing function for tœ 0. By Theorem 


4.2.3, it suffices to verify that (4. 2. 8) is satisfied. Notice that 


ro = AC 3 + DD jz 


ià; ye isà; <r lle A 
1 pe ll? Y; 
a” a F 


<exp(— t^) + Fy LS zh = ae 

< ct? 
for every t=22. This proves (4. 2. 8). The proof of Theorem 
4.2.4 is completed. 
Corollary 4.2.1 Let (X(t) ;t220} and {€(t) ;t20)} be defined as 
in Theorem 4.2.4. Assume for some 8>>0 


一 Y; 
> amna, gry < 2， (4, 2. 50) 
i=] 
Then 
IOS E 4. 2.51) 
io me iog a Tolo => or, a. S. 9 (4.2. 


where ID 一生 ee 
Proof Clearly, (4.2.50) implies (4. 2. 48) and 


3 e oo; 
i=l 
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The latter yields 


lim C) Fh 
to r kr 


Now (4. 2.51) follows from Theorem 4. 2. 4 with e=1, C=TP;,, 
and 五 ,一 1. 

Let {Z(¢);t220} be a fractional Wiener process of order a. 
Consider 

7a) = supts;0 Ss St, Zs) > (Qs*loglogs)/7}, 42> 0, 
By the upper class of increments for Z(t) (cf. Grill 1991), one 
has 
lim% (z) = 00 A 5. 
and 
lim sup (7(¢) —i)=0 a.s, 

The following theorem presents the lower bound of 7(。). 

Theorem 4.2.5 We have 


of loglogt) 9" s log(n)/t)_ AEDE 
afl, ig 


(4, 2.52) 


oS logt « logloglogt 
Proof Let 
XG) = Z(e’)/e*, 之 0. 
Then, EX(t)=0, EX?(t)=1 and the correlation function 
r(t) = (e7 + e7" — (e? — e*/7)%)/2 for ¢ > 0. 
It is easy to find that 
ray Lew Bs £10; 
r(t) ~e * + 2ee707 as 8 一 > co 
and 


sup Ir(t)| <1 for every s >Q. 
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Therefore, by Theorem 4.2.3 


cere a Op A E Er) (1 十 a) V 
lim inf 一 一 一 一 一 一 一 一 一 a.s. 
treo tloglogt s >. 
(4. 2.53) 

where &(t) is defined as in (4. 2.6). Let 

y(t) = sup{syl Ss <t,Z(s) 之 C2s"loglogs)'?}) for ¢ > 1. 
Then 

E(t) = lognte') a.s. for every t > 0. (4. 2.54) 


Consequently, we have, by (4. 2. 53) 


te 

(4.7555) 
This proves (4. 2. 52) by (4. 2. 55) and the fact that 
17a) —7 Ct) |<] for every 121. 


Remark 4.2.2 When e=1/2, (4.2.52) is Just C4. 2. 1). 


4.3 The Small Ball Probability and Chung’s Law 
of the Iterated Logarithm of Gaussian Processes 


The small ball probability is a key step in establishing a 
Chung type law of the iterated logarithm. In this section, we 
first discuss the small ball probability of a Gaussian process, 
then apply it to obtain Chung’s LIL for a Gaussian process, es- 
pecially we estimate the small ball probability and show the 
Chung’s LIL for a fractional Wiener process and the infinite se- 
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ries of Orenstein-Uhlenbeck processes. 
4.3.1 The small ball probability of a Gaussian process 


Shao (1993) and Monrad and Rootzen (1995) established 
small ball probabilities for Gaussian processes with stationary in- 
crements. We introduce Shao’s results here, which has explicit 
constants. 

Theorem 4.3.1 Let (X(t) ;0<t<1} be a Gaussian process with 
stationary increments and EX(t)=0, X(0)=0 a.s, If 


OCA)=ECXG+A—X@))*, OKLAR (4,361) 
1s non-decreasing and concave on (0,1), then 
P{ sup |X O) |<a(x) } <2exp(—0. 17/x) (4, 3. 2) 


and 


F sup |X C) | <lr) + sef vcze- dy} > exp(— 1. 87/z) 
(423.3) 
for every 0<ixr<l, 
Particularly, if 0° (x) is concave and o (x)/x* is non- 
decreasing on (0,1) for some a>>0, then 
Pi sup |X) | cor)} exp(— 1. 87/2), (4.3.4) 
where cs 一 1 十 3e van/a. 
Corollary 4.3.1 Let {Z(t);O0<t<1} be a fractional Wiener 
process of order 0<a<l1/2. Then we have 
exp( ~O") <P tsup |Z CE) IS tiS 2exp 0] 


(4. 3.5) 
for every 0<a<l1, where 0,=201+3e Vn/a)'*, 
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Remark 4.3.1 Monrad and Rootzen (1995) showed that the in- 

equalities similar to (4. 3. 5) hold for all cases, i.e. for a frac- 

tional Wiener process of order 0<Ca<{1, there are constants 0<c 

<C< not dependent on x, such that | 
exp{ —Ca 1) <P tsup |Z(z) |<z}<exp( —cx™*). 


(4.356) 
See also Theorem 4. 4. 3 in the next section. 

The proof of Theorem 4. 3. 1 needs the following lemmas. 
Lemma 4.3.1 Let (Y(t) ;t220} be a Gaussian process with mean 
zero and finite variance. Assume that there exists a non- 
decreasing function u(h) on (0; 1] such that 

EC(YG+A)—YQ) Kelh) for all Ott +h. 


(4. 3.7) 
Then 
P| sup lYa@)|<s2-+ 2e| k re” dy) 
Kl 
>e "P| max Y| 友 | |<=} (4. 3. 8) 
O<i<<R 


for every R2=1, x1>0. 


Proof If [uce . e” /R)dy = oo, then (4. 3. 8) is trivial. 
0 


So we only need to consider the case 
ese 
Jay < oo， 


|. 
0 R 


which, in turn, implies that Y ( * ) is almost surely continuous 
(cf. Theorem 2.1.3). Let 
ae e 
aL: e l 1 
e Ree 
Noting that Y( ù ) is almost surely continuous, we can write 
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(453. 9) 


YOI < JYE + », Y(t.) —YQ@)|. (4.3.10) 


Put 
So Ea 一 sie 
i u R J Oy lees 
We have 
Dai < eul K] 十 H Sy a0 Re |dy 
j=) 
eul R) oe e| eu ene ju 
-endaj afao 
l 2 co 
| eee | ef es 
b 5 R Irge 1 R dy 
eren 
< 2e| u| —— jay, 453.19) 
Noting that 


i SS for 7 = 0,1,*, (4. g: 12) 


we obtain from (4. 3. 10)— (4. 3.12) and Theorem 1. 2. 4’ that 
~ feee” 
P E Y| S r ze| | Eee lay) 


之 Pt sup IY(io)| Sr, feel IY Ga) Y(t;)| Sta = O,l,ere } 


= P {sup |Y (to) | < z) II IL? (JY G41) = YG] S ar} 
z= P į sup |Y (to) | < 


fo 
Or] 
= £: Uta jj 
x JP von < 
j=0 ule ec" /R) 
; 
~ Plas l(a] |<] 
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i+] 
e/ fe 


x (P; INC0,1)| <eVtP/2}} 0+3 
j=0 


i Bx 4e-e bre 
= t ea e o oo 
> P | max Yk [<h 3 ea | 
itl ‚+i 
i a= 1 + Re” 
>P (mex |(g) |< eje] — 23) pf gam EE 
> P | max Yi J<zlenc—®, 


as desired. 
Lemma 4.3.2 Let {6;1l1<1<n} be Gaussian random variables 


with mean zero and fi inite variances. Then for every x->>0 
<zj> I NE ed 
es g > 
i=) TJ 0 
where p; = er | A |. 


Proof Let {47;;1<i<<n} be a sequence of independent ran- 
dom variables with 1:= NO, ø). Let =, Zr Zand 3; be the 
n}s {€.31 < 1 < n}, 


P Í max 
lisa 


covariance matrices of DPR ry 


(atl < 1 < 


5; — > is a real valued matrix with positive diagonal elements 


n} and {7,31 Si n}, respectively. Clearly, 
and the sum of the absolute values of all the off-diagonal 
elements in a given row is less than or equal to the diagonal 
element in that row, that is, 27 一 is a matrix with dominant 
principal diagonal and hence is positive semidefinite, 
Consequently, 5, 一 X, is also positive semidefinite. From 
Corollary 1. 2.5 it follows that 


2s|< [<a { max 


1s j=l 


{max 
lion 


Since {%,;1<i<2n} are independent, we can write 
29|< x} 


=| Pim + yl <adP{ max | Dy, 


plan 
EE 


Sl 


<e Pn < y) 


linl j=l 
> inf Pt + y| < x}P{ max Sy, <z) 
1 所 1! 之 nr 一 1 j=l 
(lt, + | a yi] <7} 
ias BoE 1 [r -ned 
( max j=l i D 0 ad 


and hence, by recurrence 


“an > |< i WR 


This proves Lemma 4. 3. 2. 


Proof of Theorem 4. 3. 1 Using Corollary 1. 2. 6 and 
log (2®B( V 2 )—-1)<-—-0.17, we have 


P: sup IX@|<o(W3< P{ max |X Cx)| <a(2)} 


<T 
ai" e-P lids 


= om 72) 1 
< 2exp(— 0.17/z). 
This proves (4.3.2). We next prove (4. 3. 3) is true. 
Take R=1/z in Lemma 4. 3.1. We have 


P| sup |X @)| Solr) + 2e| “o(ee-*2 dy | 
= Fale | 0 


Be" P { max |X Gx) |<e(x)}. 人 Bd 3 
By Lemma 4.3.2, we get 
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P{ max |XCGzx)| <o(2)} 


I&S 
[l/r] 
1 ee ae 
= e * "dy, (4. 3.14) 
ii V Zay O 
where 
Ll/x] 
= X EX Ga) — XG — DDK Gr) — Xi — D2) |, 
j=1 


1<i<[1/r]. Since o’ (h) is concave on (0,1), we obtain that 
PLEX Cixr)—X((i—1)r)) =20 (x) 


for 1<i<1/x. Hence, by log((2@( VY 2 )—1)/2)=—0. 87, we 


have 


Trt .1 (和 -za 
Pimax XG <e> L ah D] 


>cxp(—0.87/z) 


A combination of the above inequalitics yields 
P| sup IAG So(a) + zef clerx" e= )dy | 


= exp(— 1. 87/z). 
Noting that for every 0<A<1/3 
o(3h) = (EX? G” 
<(ECX (3h) ~ X (2h) 97)? HEX (2h) — XR 
+ (EX*(h))”? 
= 30 (A) 
by Minkowski’s inequality, we have 
alze se Kola + 3e-" )<3a(x +e”) for yO. 
(4. 3.16) 
Now (4. 3. 3) follows from (4. 3.15) and (4. 3. 16) immediately. 


(An T, 
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4.3.2 Chung’s LIL for fractional Wiener processes 


By using the small ball probabilities of fractional Wiener 
processes, i.e. (4. 3.6), Monrad and Rootzen (1995) estab- 
lished Chung’s LIL for fractional Wiener processes as follows. 
Theorem 4.3.2 Let {Z(t);t220} be a fractional Wiener process 
of order 0<a<1. Then there are positive constants Cay Cz such that 


tat oa Zs) | 

] o Zol = 

im inf oe t° (loglogt™!)~* Ca a. S$. 3 
IZ Cs) | 


lim inf sup t*(loglogt)~* ee 


The proof of Theorem 4. 3. 2 needs the following lemmas. 
Lemma 4.3.3 Let {X (¢);t220} be a separable, centered, real 
valued Gaussian process with incremental variance of (Ch) = 
Var(X (t+h)—X(t)). Assume that 

OAR) Ss ON) st E 0 


for some continuous non-decreasing function 9 with 9(0)=0. Put 


a. 5, 


M(t) =supocic, |X (s)—X(0)}]. For any positive integer k>1 and 
any positive constants t, x and OCp), p=1,2,3., 


PMO) > zpt) + D10(p)putk-*) | 
p=1 


a ptl ae 2 
L Re he 十 ye @ ~ OPA 
p=1 
This lemma is a version of Fernique’s inequality (Theorem 


人 有 

Let {Z(t1);t ER’} be a mean zero real or complex valued 
random field with Z(0)=0. We assume that Z(¢) has stationary 
increments and a continuous covariance function 


*o02°° 


Rit,s) = EZ(@)Z(s), ts € R°. 


It is known that R(t,s) has a unique Fourier representation 
R(t,s) = | ce — 1) Ce** — DACA) + (z, Bs), 
R 


where B= (b;;) is a positive semiindefinite matrix and A(dA) is a 
non-negative measure on R*— {0} satisfying he pe a 
coo, For T>0, let X (T) be the Hilbert space of random vari- 
ables obtained by closing up the space of all finite combinations 
Z= aZ) +e + aZ I ST 
in the Z? norm || Z || =(E|Z|?) 7. Set 
KO) =) ATT > 0}. 
We say that X(t) satisfies the (wide sense) zero-one law at ¢ 
一 0 iff X (0)= {0}. If F(T) is the o-field generated by 7 (T) 
and if {X(#);t€ R“} is a Gaussian ficld then the wide sense zero- 
one law at t=0 is equivalent to the zero-one law for the “tail” ø- 
field (0)= NFT; T>}. 
For AER? and A>>0 we let 
BQ,A) = (x © Rf; jà — r| SA} 
be the closed ball centered at A of radius A. 
Lemma 4.3.4 If for some h>0O 
lim infjA|?t?ACB(A,A)) > 0 


Alco 
then Z(t) satisfies the zero-one law at t=0. 
This lemma is due to Pitt and Tran (1979). 
Proof of Theorem 4. 3. 2 
Let Z— (Z(t) 3t220} be a fractional Wiener process of order 


a, 0<a<1. Its covariance function has the representation 
RG = 4 Isl" el — stl”) 
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= ela" Ge — Ge“ ja enda 


iei | ce 二 者 (4.3.17) 


if denote A(dA)=c(a) |A|~@tP dda. Thus the symmetric spectral 
measure A satisfies 


= da 
|. AA EAR NEFF i 
There exists a centered, complex valued, Gaussian random mea- 
sure W (då) such that 


Z(t) = B Ce“ 一 1)W (da). (4. 3.18) 


The measures W and A are related by 


EW(A)W(B) = A(A N B) =cl@)| -eerpda 
ANE 


for all real Borel sets A and B. Furthermore 
W(— A) = W(A). 
We first show that 
lim inf Myf ih). St" S00 aus, (4. 3.19) 


for E E ') "and c given by (4.3.6). Let e>0 and 7 


>1, and for k=1,2,°, put t=7 *, P=(c/C(+e))*. Then, by 
(4. 3.6) 


S PIME) < BY < D? dog 7*)- OF < co， 
where the sums are over all & large enough to make klog 7>1 
and £ (loglog 7°) “<1. Hence, by the Borel-Cantelli lemma, 
M(t) 2 PY (t) for all & greater than some ko = ko Cw). Further, 
for kko and tp Ltt, 

M(t) 2 Ma) & Phl) D BY VG) /GE,). 
Hence 
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lim inf M(t)/b(t) => BY™ a.s. (4. 3. 20) 


Since £ and Y may be chosen arbitrarily close to 0 and 1, respec- 


tively, this proves (4. 3.19). 
Next, we prove that 
lim inf Mi) /¢g@) SC Ko a.s. (4. 3.21) 
£40 
for C given by (4. 3.6). We choose 
B=C, RSs di = k+., 
It follows from (4. 3. 6) that 


SY PUM (41) /GE) < £? 


> >) (klogk) 1 = co， (13:22) 
where the sums are over all & = 2 large enough to make 
BUoglogt:) “<1. If the events in the first sum were indepen- 
dent, this would conclude the proof. However, they are not. We 
shall use the spectral representation (4. 3.18) to get the neces- 


sary independncce. It follows from (4. 3.17) that 
ath) = ?| (1 — cos (hà))A (dà). 
Since 02(h) =Var(ZG+h)—Z(t)) =h™, there exists a constant 
K>0 such that for all t>1, 
| Ada) < Ke” 
| 4] 之 | 
and 
| VACA) < Keo, 
}A| sae 
Define for E=1,2,° and 一 ceo<t< co， 


Z,(t) = (e — 1)W da), (43-93%) 


| 。 aa 


2G) = ZG = 2). (4. 3. 24) 


By standard Borel-Cantelli’s arguments, (4. 3. 21) follows if we 
prove that 


>, P {max ZD lA) <P} = co (4. 3. 25) 


and 
24 P{ max [Zi |/P(ts) > e}<co for anye>O, 


| (4. 3. 26) 
since the events in (4. 3. 25) are independent. Here (4. 3. 25) fol- 
lows from (4. 3. 22) since 


人 |/ Pta) < fy PIM (t) / Pta) =. £}, 


according to Anderson’s inequality (Theorem 1. 2. 2). For 0 过 hh 
Sty 


Vary = ?| G cos ANDAA 


ALE (dys ody] 


< af XACdA) + 4| ACdA) 
4 
< ck Zak — 2a(]— ise 


Jalsa, 1 


Put 和 一 2a(1 一 a)，For a suitable constant K 《that does not de- 


pend on Å) 
Ach)’ = K min(h 3*2) > Var(Z,(h)) (4.3.27) 
for OS A<t;. We shall now apply Lemma 4. 3. 3 to the process 


Z,. Put xi— (8 logk)'”*. Given e>0 define 
O Cp) = e(p + 1) PE) /9 (tik) 
. For large enough &, 

Cp) > 4Clogk)'2"/ forall p >> 1, 
in addition to 
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for p=1,2,. 


LAED + SADAK) < ept). 
p=1 
Since 


Saree q SY Sete town < oo, 


h=1 p= 
it follows rane Lemma 4, 3.3 roe 


SIP { sup |Z. (s) | > eo} < o. 
k=] Os 


We have established that 

eo ee lim, inf MC) /p EC a.s. 
By Lemma 4.3.4 ar 70) satisfies the zero-one jee at t=O, it 
guarantees that the liminf is a constant ca, “See. 

The proof of Chung’s law at time t= °° is identical to the 
proof of the law at t=0. We change the definition of ¢ to $@) = 
t*(loglogt)~*, invert the expressions defining f+, and change &-+1 
to k—1 in all expressions. To establish that the tail o-algebra at 
time z= œœ is trivial we use the fact that {2 (1);t> 0} and 
(tZ (t71); >0} are equivalent processes. The zero-one law at 
time ti 一 ceo therefore follows from the zero-one law at time ¿=0. 
Remark 4. 3. 2 Monrad and Rootzen (1995) showed Chung’s 
type LIL for a more large class of Gaussian processes. Let 
{X(t);—co<r<tco} be a real-valued, centered continuous 
Gaussian process with stationary increments. Assume that X (0) 


=Q and with continuous covariance function 


Rs yt) al. (e — 1) (e — 1) ACdA), 


一 CD 


where the symmetric spectra! measure A satisfies 


ii A 
| Cd) < o. 
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Theorem 4.3.3 Jf 
a Ch)=Var(X (t+h)—X(t))Keh*, OAK, OX <8 —p, 
Var(X G@+h)|X(s) OKs KE) c,h", OAKS, OX S—h, 
and for some >0 
lim inf]A]°ACLA,A PEPO; 
then there exists a positive constants co such that 


A 
io f°" Cloglog?) 一/ 


Remark 4.3.3 Theorem 6. 9 of Li and Shao (2000) (e.f. also 
Li and Linde 1998, Shao 1999) tells us that the exact small ball 


constant exists for the fractional Wiener process {Z(1);t2>20} of 


-一 Co d., S. 


order 0<a<l, i.e. , there exists a positive constant C, such that 
limz logP { sup |Z(@) | < 27} =— C.. 
td Osteo 1 
And hence, the following Chung’s laws of the iterated logarithm 
hold (c. f. Theorem 4. 4.5 in the next section); 


lim int ndaga = Ve Mai 
lim inf SUPoxice| 2 (s) | =C, a.s. 


10 =o“ (loglog¢1/1))~° 
4.3.3 Chung’s LIL for infinite series of O-U processes 


Let (Y(t); —co<tr<loo} = {X,(t); -oo<r<loo}®, be a se- 
quence of independent Ornstein-Uhlenbeck processes with coeffi- 
cients ¥, and A. Define 


X(t) = DX), -o<t<oo, (4.3.28) 
k=] 


Shao and Wang (1995) proved Chung’s LIL for {X @)}. 
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Theorem 4.3.4 Assume that 
+ (4, 3. 29) 
0 2 pA < co 


and that o(h)/h* is non-decreasing on [0,1] for some a>0, where 
oh) = E(X(h) — X09)? 


= > le k 一 ev? (4. 3. 30) 
7 2a T j á 
Then 
X(t 
lim inf sup | C )| = į as, 


Peo omen oCch/loglog C1/h)) 
for some 0<c< ooo, 

The proof of Theorem 4. 3. 4 is based on the small ball prob- 
ability estimates and will be given in subsection 4. 4. 3 as a conse- 
quence of Theorem 4. 4. 9. 

Zhang (1995) gave a Chung’s type law of the iterated loga- 
rithm for X(C» ) as follows. 

Theorem 4.3.5 Assume that (4.3.29) is satisfied and 


PHO Ss (A. 3.31) 
k= 1 
then 
a 8 loglogh 1)" X(s) _ X(Q|>1 as. 
lim inf sup | er |X (s) | 
Ch, gee) 
Moreover, if 
DAG V logloga,)°t? <i © (4, 3.33) 
k=1 


for some >0, then we have 


Joya 


8 loglogh 
lim 1 inf sup | a IX(s)—X(O)|=1 as. 


(4. 3. 34) 
The proof of Theorem 4. 3.5 needs the following lemma. 


Lemma 4.3.5 Let {W(t);t2>20} be a standard Wiener process, 
If (4. 3.31) is satisfied, then, for any 8>0, there exists ho = 
ho) small enough, such that 


an p| — aoa 

K 8C1—d) 2? 

<P { sup Wa) |<z VIS} 
<P { sup |X()—X(0) |<x(Pyh)"”} 
<P { 


Te. WEAK EN, 


1 
“sae (4. 3. 35) 


for any x>0, 0<h<h,. 


Proof It is easy to see that for any Tı Kr: r; r,, we 


4 
SEXP 


have 
ELKI — X43) (CX (2,) — ana 
and for all 0<t<r-+s<T we have 
—E(X(T)—XC+s)) (X@+s)—X)) | 
—E( AGF =X (XW) =X) 


= y, 
= 2 a 一 exp(— Ns)) 
X (2 — exp(— ACT — t — s)) — exp(— A2)) 


2s 297 1 —exp[—a F])=s scr), 


where 
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->0 (T— 0). 


— T 


For any fixed ĝœ>0, choose an €>>0 small enough and for any 


fixed positive integer n, set 


&=x]| Eal -x| lh] ， 


m=—W| Match) —w] ra +e)—*h 


(4, 3. 36) 


r =w[P.a—eta}—w[r.a—-| th 
s n. Let Se, 3,, Sy: be the covariance matrices of 


s Cee 3 


for i=—1,2,5°°° 

CERA (Ms 

have 

> EEE, = E| X) 一 x{ n) | (xi =a 
nr n 


j=1 
ix; 


,&, ) respectively. Then we 


— X 


(x| a} — x0] 


+E(x(=a)—x(! 二 ta) 


>— İAH (h). (4, 3. 37) 
Since E&E; K0 GÆj), we have 
n $ EN 
p= Da EEE} = Dn < tani, 


Note that H(h)—>0, œ (h)/h—>r,(h—>0). There exists ho small 


enough such that for 0<h<ho, 


Cle)" = | 2 —p:>0, 
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| 4 Gi Oh 9 SO. 
n n 

Hence, 2, — Zand 2, — X, are two matrices with positive diago- 
nal elements and the sum of absolute values of all the off diago- 
nal elements in a given row is less than or equal to the diagonal 


e 361 ° 


element in that row, i.e. 2, — 22, Ze 一 
definite. By Corollary 1. 2. 4 (Anderson’s inequality) it follows 


that 


二， are positive semi- 


a( Ih) 1/2 1/2 
at zels <P {msl DE |< 20)" 
1/2 

<P {max > |< ET) 
that is 
P | max wa+en in] <er) 
I&i n 

<P |max x| ih =A (0) | <z TW | 
liu 

<P | max wla-er, $h = | |<í; aye). (4. 3. 38) 
lina n 


Letting n =2”——œ (m->) in 4 3. 38), we obtain (4. 3. 35) 
immediately. 
Remark 4.3.4 From the proof of Lemma 4. 3.5 we can see that 
if (€(@¢) ;0<t<T } is a mean zero almost surely continuous Gaus- 
sian process with 
(a) For all OSa Srn Atn AST, 
ECES) = Er) (FG) = Saa 0 
or 
E(&(a,) — Elx) (€(2,) — Elz )) 之 0 
(b) For some 0<CA<Coo and all [Kt +s T 
ECE + s) — €@))? <S As; 
(c) For all x€ 0,7] and any integer m, 1Xi<m, 
| E( &(x)—ECix/m)) ( &iz/m) ~€Ci~—1)z/m)) 
+E( &iz/m)—€(i—1) 2/m)) (CG —1) z/m) —€(0)) | 
SS (x)a/m, 
= 362 » 


where f(x) is a real function on (0,0) with f(x) 0( 2-0). 
Then, for any e>>0, there exists ho small enough such that 
P (sup IEM —€(0) |<y(As)"”*} 
DEn Ea 


2 
SP {sup IWO |<y VTE) > e| 一 HE 
for all y>0, OKAS ho. 
Proof of Theorem 4.3.5 
Step 1 First we prove that (4. 3. 32) holds true. By Lemma 
4.3.5, we can choose ho small enough such that for 0<ASAy 
| 8loglogh™' 
wrk 


4 
<texp| 一 


172 
P | sup | IX(s) XO) |<1—e} 


OAs 


ey o = 
本 | 


oe 
where 6= (1+6)- (1—e) :~—1>0 (for 6>0 small enough). Let 
h,=v "(v>1). By the Borel-Cantelli lemma 


8loglogh, ! 


lim inf sup Eh 
l*a 


n-* oO Diaea 


1/2 
| IX(s)—X(0) |e a.s. 


(4. 3.39) 
For Angi LASA, we have 


—14 1/2 
sloglogh — \X(s) — X(0)| 
1 


isk 


8loglogh; * 


1/2 
> sup | Th, | 1X(s) 一 X(0) |. 


8loglogh 
lim inf sup | ep A 


1/2 
| (X(s)—X(O)|22C1—e)/v a.s., 
KEA 
(4. 3. 40) 
which implies (4. 3. 32) immediately. 
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Step 2 Next we prove that if (4. 3. 33) is satisfied, then 


8loglogh™! 


1/2 
lim inf sup | ork | |X(s)—X(0O)|<1+e a.s. 


— 0 OE EE 
(4.3.41) 
Let oe "W, R=1,2,°°, Then 


Sloglogh™! 


1/2 
lim inf sup ere | |X(s)— XO) | 


A—0 OSA 


l | ~—1' 1/2 
<lim inf sup jar |X(s)—X (0) | 


t>o USS Pp, 


8logloga, *\ 


2 
Slim inf sup ero, | |X (s) ~X (0) | 


Broo Pip SRA, 


i 8loglogp,!\ 7 
+ lim sup sup | aT rs | |X (s) —X (0) | 


+ Oo SSP] 
= Ha +s 
Noting that o (A) <I,/h, by Fernique’s inequality (Theorem 

1.1.3), we have 


P{ sup |XX) SrA) VR)) 


OR SSP, 4 | 
_ 2 
<e z“ /2 


It follows that 


anos 1/2 

p{ sup 人 aaglegar| "ee 
TA I py |X (s) —X (0) (>e 
| 7 

seXxp ce rs loglogp, * <exp( cek/logk) i 


which together with the Borel-Cantelli lemma implies that 


Jo 0" Bus, (4. 3. 42) 
Denote 
co 1/2 W, (eyta?) 一 W Ce fe+1) 
f(s) = 上 ta 
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= 1/2 PR +A 
ro = > [| A — e7), OLSI P — hap ALI. 


Then we have 


Jı <lim inf sup 


woo OSINA Piti 


—1 \ 1/2 
| a | 1e Cs)| 
l 


] —1} 1/2 
十 lim sup sup | nee |7: Cs) | 
8 十 1 


ko OKSAT nT") Oy 
=: Jati 
Consider J,,. Noting that for OKSE HSS Pr— Paris 
A NN 
=> 元 (1 —e*#)(2-—- (1 — eV)e “7), 
we have 


sl’, S20" (s) ai (s) 


>2 3 Ke +e) =0(25)/2, 


Hence 
ols)/s——TIT, (s—0) uniformly for k > 1. 
For any 00x; St: Lt; L2, Sn — Pati» we have 
E(€, C7) — Cr) ) (C22) — S) 0 


For any integer m, 1<i<m and any 0<z<.— i415 we have 


plaa) e a) ead) 
e lan 


= 5 a | E ame cial Gl SE | +. etjtU-Dim) 


十 


1 
e e ida l ESSN e7} tim) C] mae e`% xti- my -e + e} ee a 


Copa 


pmen E RN 


ae 2 
<= 2>) fa —e "(2 — e er 


Y; 
= re eer 
j=l 
<= antl (x)/m, 
where H(zx) = aE GI —e 4°) +0 (x 0). Then by Re- 
mark 4. 3. 4 for any ë œ0 we can choose ko large enough such 
that for kka, r->>0 


Pte Bae bie [Sa(s) | STC — Pegi)" } 
2 x’ | 

= E 

a 8(1—e' r?” 


Noting that Pr+i/ PaO (ko), we have 


aos 1/2 

Pi sup xp," |E Cs) <1te| 
€ l E 

之 一 一 一 一 一 一 -一 | 1 
mh (1—ée)(1+e/2): oglogp, | 


=O{ (kloglogk) 797”), 


] f 
Ga heap 9 (for € small enough). By 


(Az 3.43) 


where 6 一 ] 一 


the Borel-Cantelli lemma, (4. 3. 43) and independence of 
(ECs) }f., we obtain 


<1lt+e as. (4, 3. 44) 
Finally, we show that 
Joet aps, 


For OKs Ks HAS pP: — Pi+1s we have 
Els th) 一 了 CS) 


-È ee 


j=l 


eTA — eT} uta) 2 
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< 


二 了 — pay? 
< 2 i 61 e 4A) 
<AH (2h) /2<hH (204) /2. 
Let 太一 Ar 一 OH。 Since 
oo 2 1/2 
| (FH (p,m? dy < VE (hH (2a,))™, 
l 


EPCS) <sH(2s)/2 S hH QP) /2, 
we have by Fernique’s inequality (Theorem 1. 1. 3) that for any 
x-0 


P{ sup |m(s)| > 


DSS k 


20/2 + VR) hH) S ce. 


Hence 


Sloglogp; | 
PL cs? ae 
rane pl 


8loglogpr ' 
<P | sup | hl’; 


<c exp| = 


| 7 |CS) |>2e| 
| É ls) |>2e| 


e! 
Se i E. (4.3.45) 
H (2, )logloga: | 
where ge is a positive constant dependent on €. It is easy to show 
that for 0<<h<1/e 
(loglogh=1)?*+7(1 — e 7) 


which implies 


<c(1 V logloga;)?*?, 


H (2h) Coglogh™!)?** S c > yG V logloga,)?*? Sc. 


j=l 
(4. 3. 46) 
Combining it with (4. 3.45) we have 


一 1] 1/2 
a in (s) |>>2e 


P| S 
OLSA Pk 
<c exp(—e"Clogloga; ')'*") 
<c exp(—2logloga ) 
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=c(klogk)~?. 
By the Borel-Cantelli lemma we get 
Jo 2€ as, 
The proof of Theorem 4. 3.5 is completed. 

Remark 4.3.5 Using the arguments in the proof of Theorem 
4.3.4 (c.f. Theorem 4. 4.5 in the next section) one can show 
that (4. 3. 32) holds true under condition ,<o0 only. 

Remark 4.3.6 In Kuelbs, Li and Shao (2000), the small ball 
probabilities are estimated for Gaussian processes with stationary 
increments when the small balls are given by various Holder 
norms. As applications they established results related to 
Chung’s functional LIL for fractional Wiener processes under 
Hélder norms. In particular, they identified the points ap- 
proached slowest in the functional LIL. In Li and Shao (1999), 
a sharp small ball estimate under Sobolev type norms is obtained 
for certain Gaussian processes in general and for fractional 
Wiener processes in particular. A new method using the tech- 
niques in large deviation theory is developed for small ball esti- 


mates. As an application the Chung’s LIL for fractional Wiener 


processes was given. 


4.4 The Small Ball Probability and Chung’s Law 
of the Iterated Logarithm of Gaussian Fields 


A lower bound of small ball probability for d-parameter 
Gaussian fields was given by Shao and Wang (1995), where a 
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sharp bound was found for a fractional Levy- Wiener field, and 
an exact lower and upper bound of small ball probability for 
Wiener sheet were given by Talagrand (1994). The estimates 
are then used to study the Chung LIL. 


4.4.1 The small ball probabilities for Gaussian fields 


Let d1, X={X(t);t €R} be a real Gaussian field with 
mean zero and a [<th denotes a4: Sb for each i= 1,25 sd. 
Throughout this section for f= (tis *tsta) © R?, || ¢ || denotes 
the Euclidean norm. Shao and Wang (1995) gave the lower 
bounds of smal] ball probability for Gaussian fields. 

Theorem 4. 4.1 Assume that there is a non-decreasing function 
a(x) on [0,1] such that 
EIX — XŒ) P lt — s |) (4.4.1) 
for every s,tE 0,1 ]*%. Suppose that aT) /Xx is non-decreasing on 
[0,1] for some a>>0 and that 
okh) < k’oth) (4. 4. 2) 
for every OSh<1 and integer k with 1<k<l/h. Then there ex- 
ists a positive constant c depending only on a and d such that for 


any Ox rl 


F: sup |X Œ) | < OT = exp| — 5}. (4.4.3) 


oag en 


Put 
Z = {(a,b|;a,b €E [0,1]*,a < b}. 
和. d 
For any AEZ, |A| denotes the Lebesgue measure of A in R, 


and define formly 
b 
X(A) = | dX(t), 


ioe kb i 


b 
where | can also be understood as the difference operator of X 


Theorem 4. 4.2 Assume that there is a non-decreasing function 
a(x) on [0,1] such that for any ACG 

ECX AÐ S 0? (|A]). (4. 4. 4) 
Suppose that o(x)/x* is non-decreasing on [0,1] for some a>0O 
and that (4. 4. 2) is satisfied. Then there is a positive constant c 
depending only on a and d such that for any 0<x<1/2 


\ d=1 
PÍ sup |X (t) |< log =| (a) | 
Om ts 1 元 


KS : d— 
>exp — og /x))" l (4.4.5) 


Proof of Theorem 4. 4.1 We prove that exp(—c/zxf) is ac- 
tually a KSLB of P (supocre: |X (t) | <eo(x)}. For any t= (2, 
+f) E[0,1 |? and integer £220, denote 

eis [42] p | [erat] ... . [2 2*] 
2 a 
t_.=0. By the condition (4. 4. 1), the monotonousness of 
o(x)/x* and Theorem 2. 1.3, it is easy to see that {X(t);t€ [0， 
1 ]*} is a.s. continuous and ¢(0)=0. Also it is clear that X(Q)= 
0 a.s. by (4.4.1). Hence for 0<t<1, 


IX) | = lim | XC) — XC) | 


(4. 4. 6) 


<È Ran- se 


It follows that 


ao 


sup |X) | => sup |X (n Aha AAA 


fa ste 


and 
sup lta — 4,1 < vad2 (4. 4. 8) 
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Without loss of gencrality, we can assume that O0<xr<tl/d. Oth- 


erwise there is nothing to prove. Let mo be an integer such that 


tt = 2 =. 2/ (4.4.9) 
Let N=N(0,1) be a standard normal variables. Define 
C: =C,=(1—-2°*%")/(2d")» (4.4.10) 
Alia 
= 一 Co| | $) nf Tz), k=l; 2; C4, 4.11) 


Since o(x)/x* is non-decreasing, by (4. 4.2) we have 


= (1 — 277) Sl Sl 
as 2d? yey gl vd x) 


wees oo ry \ —ak 

| 
d rare. 

— ak 


< (1 —2°"*)o(z) 2 | > 

站 (4.4.12) 

Since Card lt 0 Lt A1 <2", by (4.4.7), G4. 4. 8), (4. 4. 12) 

and Khatri-Sidak’s inequality (Theorem 1. 2. 4) we have 
P { sup |X G) |<o(x)} 


oc 


> P{ >) sup |X@) —XG-D1< a(x) } 
k 


PX sup | X (ty) et X Ctr) | <L Tyk 一 1,2,1} 
0 所 1 


> ppm sz] 


k=l 
id 
Col 0! Laa) | 
= P|. = =F 
ie | | a(/d2*) 


k21 


Lhe L, (4. 4. 13) 


where 


人 


i= 114 In| < EBD Va 
ii ols d2) i 
L= I[ iP N| < EGD JT zy) | 
ae (fa?) 
Note that | 
PUIN| St} Èt/2, ifo<ce<, (4. 4. 14) 
P{|N|<st}S>exp| 一 pee 
{ | | <st}>>exp ea i l 9 if 0， tl. 
| (4. 4.15) 
Recalling (4. 4.9) and that o(r) is non-decreasing, we get 
i [| NC /ay | 
b=] ETE 
一 Oe Yan) i 
re GN a eases 


= [TP (PCIN| < 3-0) yA (by (4. 4. 2)) | 


0 C 本 ghd 
> i 9 (by (4.4.14) 


2 


= exp 


2,2“ dog É + 2m 一 log3) | 


之 exp] = 20 X127 (log é 十 2llog3) | 


i=0 
=exp(— 2 D,) 
Sorp = D/a ly (44.16) 
where D, denotes a constant depending only on a and d 
We now estimate 1,. Since 2 < 二 2 "+l and a(x) {x is 
non-decreasing,we have | 


“372° 


ad 


二 加 2 

eer <c emaa) | 
Ge A (hn, da i 

> JI {rlIni<c($) “| 


= 2 人 
> ial e|- rl 513 j 


(by (4. 4.15)) 
4 2(k— ny der 
T) 


C? A 2ta 
F(a} | 


2 


7 “DP 4exp | is Ta | 


as Adi 


= exp| or g 


kent) 


全 grad Z 
> 2dexp 


_ re 
te oa 


== exp 


=ẹexp(— 2" Da) 
exp — 2 Da/ x°). (4. 4. 17) 
This proves (4. 4. 3) by (4. 4.13), (4. 4. 16) and (4. 4. 17). 
Remark 4.4.1 Talagrand (1993) established a small ball prob- 
ability by the entropy number. Let {Y (t);t€S} be a real valued 
Gaussian process, where S C RÝ (k31) is a given set equipped 
with the canonical metric d(s,t) = (E(¥(s)—Y(#))?)'”. Denote 
N(S,d:€) be the entropy number, that is the smallest number of 
open balls of radius € in metric d which form a covering of S. If 
there exists a positive function %(e) and a constant A>0O such 
that NCS,d;e) S€) and pe) /A<ole/2) SAYE) for any E> 
0, then there exists a constant C>0 such that for all «20, 
P(sup|¥@) 一 Y(s)| <u) > exp( — Cp@)). 
Proof of Theorem 4.4.2 Since the condition of the theorem 
implies that o(0)=0, X@) =O a.s. if one of t; is zero. There- 


fore, we can write 
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X(t) = faxo. 


i724 
Xas f dX), LiL ik © z. 
ti—1)/2 


From (4.4.4) it follows that 


Var(X;4) S (Qo), (4. 4.18) 
For 0<a<1, let 


= bao? 72": k = ey 5°. 
By Theorem 2. 1. 3, the sample function of X( ù ) is a.s. contin- 
uous. Thus, for any 09<t= (1? po tk) <<], 


ptd) ¿D 
a | dX (s) 


gD io) 
[oo [™ axes) 


oo ‘0 人 
>}. es efa, dX (s) 
? 


X| = 


ll 


_ t f 
k=l ka al 
Se = i,fed i/2h 
< 3 im max — : dX (s) 


It follows that 
EE a 


ISk o Ki 


oo 


< > > max |Xi1|, (4.4.19) 


n=d {kco k =n ixi<2t 
where =k, +++). Let no be an integer such that 


1/2" Sa S 2/2% 
and let 
Zr = o€2(2/3)""'), nD 1. 
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Clearly > 


3 Xn & Sint lo (x(2/3)'"~"0') 


= eis) 


< cng CC) 


=< elog(l/2)) alr. 
Hence, by Theorem 1. 2.4 and (4. 4. 18) 


1 d 
P{ sup 1X (#)|<e{ log + 
Ot 


az) | 


ST) TL) OTD Pt iXal <2 


n=d |xik<co rhany cic ot 


>1 IL Urine <s/oa-) 


n=d ISk k=ny je gh 


oo 


=> PINO DIS aaa pe 
=d 


RF 


(4. 4, 20) 


= [I PINO, D] <olz(2/3™")/o(2))"—® 


= TT PUNO DI < o(x(2/3)"-) /a(2") 2 


—— 1 e Kas 
where 
ay—l 
n=d 
n=ny 
By (4.4.2) and (4.4.14), we get 


mr0 一 1 
> ||P{IN(C0,1)| 
n=d 


ot 


> [T PUNO DI < 


> ey 


n=d 


32(n no ) ya 


< a (27737 o) /o l2") jaiz" 


© 3/93 ° 


nm0 一 1 


== exp {c2m (n 一 nn? 12" % } 中 


n= 


exp {— cng” '2”} 1 


> 
at I 
a exp | — Tog Ola) (4.4.21) * 


| 
By (4.4.15) 


K: = [[2 {|N(CO,1)] < a(2-"(4/3)"-"0)/a(2-") 2 


= [EP(INCGO DL < /930 yp 


> exp{— 3D)n 2'exp( — (4/3)’"-" /2) } 


n= 
na 


之 exp{— cni !2"} 
c log?!(1/x) 
> 

This proves (4. 4.5) by (4. 4. 20)— (4. 4. 22). 

Now, let us apply Theorems 4. 4. 1 and 4. 4. 2 to get the 
small ball probability estimates for the fractional Lévy- Wiener 
fields and Wiener sheet. We have 
Theorem 4. 4.3 Let d2=1,{Z(t);t€ R*} be a fractional Lévy 
Wiener field of order a, OXa<l, i.e. E(Z (s)—Z(t)y= 
| s—t || °° for all s,t2=0. Then there are Le Sce < depend- 
ing only on a and d such that 


> exp — (4. 4. 22) 


exp 


— Fe} <P ts sup: IZ |<x}<exp/ — 
for any 0<izx<1, 

Proof The lower bound of (4. 4. 23) follows from Theorem 
4.4. 1 immediately. We next establish the upper bound. For i= 
Cis stg) EZ, write h=iz" 

“376% 


a (4. 4, 23) 


*, Clearly 


z}<P{ max |Z@)| S z} 


i<i<xr” 1!" 


| IZ@|< 


and for ISJ X1!" 
P{ max |Z@) |S} 


=EI{ max |Z(t,)|<2z} 


pope pre 
CP 2 CE <x) Zt) Sixx" ,iFj}. 
In terms of Lemma 7. 1 of Pitt (1978), there is a positive con- 
stant C=C(a,d) such that 
Var(Z(t;) |Z) Ii" IFS) 
>Var(Z,) |Z), | s—t, || 22!) 一 Cx 
Hence, 
P{|Z@) |<2|Z@) ISIS i Aj) 
<P {IND |<1/ VC }<1 
and 


P{ max |Z(t,)|<x} 


ixixa \? 


<P{|N(O,1)|<1//C}P{ max 


iia | AY 


|Z (to EaD 


Thus, by recurrence 


P{ max |Z) |<} <P{|INC,1D|<1/ VC ic 


{air 
ee ; 
This proves Theorem 4. 4. 3. 
Corollary 4.4.1 Let{W(t);t€ R*} be a standard Wiener sheet. 
Then 


—Ifa_,,@ 


1) 


3(d—1) 
P (sup |W |<z} exh Clog (1/7)) . (4.4. 24) 


q? 
TER | 
Particularly, if d=2, for some constant C>0 and any O<a< 
1/2 we have 

ao i ee 


exp 


1 34 KS 
— Mow 299") Bp sup WO |<} 
O'S 1 


| 3 
Sexp| — PELE], (4. 4. 25) 
Proof (4.4.24) of Corollary 4.4.1 follows from Theorem 


4. 4. 2 immediately, the proof of (4. 4. 25) will be omitted here 
(cf. Talagrand 1994). 


Remark 4.4.2 The lower bound given in (4. 4. 24) coincides 
with that of Bass (1988). (4. 4. 25) is due to Talagrand (1994) 
that is sharp. Shao and Wang (1995) conjecture that lower 
bound (4. 4. 24) is also sharp for d>2. 

Remark 4. 4.3 To our surprise we discover from Theorem 
4.4.3 and Corollary 4. 4. 1 that the small ball probability of a 
fractional Lévy Wiener field is totally different from that of a 
Wiener sheet. This indicates that their limit inferior behavior 
must be quite different, as we will see in next subsection. 
Remark 4.4.4 An upper bound of the small ball probability for 
some Gaussian fields was claimed in Kono (1976). But, the up- 
per bound for general Gaussian fields with stationary increments 
le.» ECX(s)—-X(t))*=07¢ || s—t || >, is still not obtained. We 
conjecture that if o°( + ) is concave on (0,1), then, the bound 


given in (4. 4. 3) is sharp. 
4.4.2 Chung’s LIL for Gaussian fields 


Let dl and {X(t);t€ [0,1 ]*} be a centered Gaussian field 


with stationary increments in the following sense: for any 0<sot 


<1. 
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E|X(s) -XHP S= Pls liD (4. 4. 26) 
for some non-decreasing continuous function ¢ on [0,1]. Here 
we are interested in the liminf behavior of suppcrcca l X @) |. Using 
an upper bound of small ball probability, one can easily obtain a 
lower bound of the liminf. However, we have some trouble in 
deducing an upper bound of the liminf from the small ball esti- 
mate. Shao and Wang (1995) found that the method used by 
Monrad and Rootzen (1995) and Theorem 4. 4. 1 can be used to 
establish a very general result. 

Theorem 4.4.4 Let{X(1);t€ (0,1 1%} be a centered Gaussian 
field with stationary increments. Assume that X(Q)=0; aria 
is non-decreasing on [0,1] for some B>0 and that there ts 0<0< 
2 such that for any 0<A<1/2 

o(2h) < bolh). (4. 4. 27) 


Then there exists a positive ¢ such that 


ge SPor X Ol  ) as (4.4.28) 
lim inf a(h(e/loglog(1/hy)™) 全 


Theorem 4.4.5 Let{X(t);t€[0,1]*} be a centered Gaussian 
field satisfying the conditions in Theorem 4. 4. 4. If, in addition, 
there exist <c Kc such that 

exp(—c,(h/x)) <P { sup XO) |<a(2) } 


<exp(—c¢,(h/x)*) (4, 4. 29) 
for some 0<ho<1 and for any Oxxrhh<hj. Then 


SUPgcrca |X (E) | 


___ 0<sIs acs. (4.4.30) 
a(h(c,/loglog(1/h))"*) foe 


1 < lim inf 
A-»0 
and 


Je Peal ZOI ol as (4.4.31) 
lim int eRe logg C/D 
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In particular, from Theorem 4. 4. 4 we have the following 
Chung’s LIL for a fractional Lévy Wiener field. 
Theorem 4.4.6 Let {Z(t);t€ 10,1]*} be a fractional Lévy 
Wiener field of order a, 0<a<l. Then we have 
í onion /h))"" 


lim in 
Ao 


sup |Z) | =c a.s. 
for some 0<e<lco, 
Proof of Theorem 4.4.4 Let 
Mth) = sup | X (1) P 
From (4. 4. 27) it follows that there is 0<C : =65,2< 8 such that 
okh) < 2k) olh) (4.4.32) 
for every 0<A<1 and integer $ with 1<A<1/h. By (4. 4. 26) 
and Minkowski’s inequality, we have 
alah Soh) +oCa-DAYSA+(a—-1)* olh) (4.4.33) 
for every la<2 and 0<4<1/2. Thus, the conditions of Theo- 
rem 4.4.1] are satisfied and whence there is c.>>0 such that 
P{ Mth) S alx) } È exp{( — co(h/x)f) (4.4.34) 
for any 0<r<Ch<1. We shall prove that 
lim inf Mth)/o( h(co/loglog(1/h))'“) <1 a.s, 
For arbitrary 0<e<<1, put 


pap dm HF and a=ol t, (co/loglog (1/2;) ye) s 
(4. 4. 35) 
It suffices to show that 
lim inf Mt,)/o,< 1+e as. (4. 4. 36) 


To prove (4. 4. 36), we use the spectra! representation of 


X, as Monrad and Rootzen (1995) did (cf. proof of Theorem 
4.3.2). In what follows s y or (s,v) denotes arc It is 
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known that EX(s)X (t) has a unique Fourier representation of 


the form 
E(X()X@)} = [ce — Dle™ — DAG) + (s,BO. 
R 
(4. 4. 37) 


Here B= (6,;) is a positive semidefinite matrix and AC * ) is a 


nonnegative measure on R*— {0} satisfying 


a 
aie a 


Moreover, there exist a centered, complex-valued Gaussian ran- 
dom measure W( « ) and a Gaussian random vector Y which is in- 


dependent of W such that 
Xe) = [ce — DWE») HY 4.4. 38) 

R 

The measure W and A are related by the identity 
E(W(A) W(B)} = ACA fì) B) 

for all Borel sets A and B in Rê. Furthermore 

W(— A) = W(A). 
It follows from (4. 4. 37) and (4. 4. 26) that 


ac |l¢—s|l> = 2| Cl — cos(@ — s) * y))Acdy) + (t, Bt). 
R 
In particular, for 0<A<1 and for every t=1,,d 
oCh) = 2| ,C1 — cos (huD Ady) + tibu 


> 2| (1 — cos (hu, Ady). (A. 4. 39) 


Rd 


For 0<A<1 and 1<ix<d, we have 


1 | | B sin (hv.) Adv) 
finn < 1 — sin] RŽ, |v i>} : hv, 
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1 k 
B (1 = sin] ðA | Fa — cos (uv;))duâô (dry) 


k 
加 a ii [PE — cos (uv;)) A (dy Jdu 
< 40? Ch) 
and hence 
js) < ddo (dh) & 4d*a(h). (4. 4. 40) 
Similarly, by (4. 4. 39) 


d 
<dh™ | 2 
| -> 2, ET (hvi) Addy) 


d 
<a, 1 = cos huD Ady) 
i=l R slu {l/h 
< 4d’h o? (h). (4. 4. 41) 
Define for $=1,2,' and 0S4: <1 
x.) = | (e-P) W (dv), 
fri E (dy_ +d, ] 
X,(t) = | (et — 1)W(dpv). 
Br Gd, sed] 
Clearly, 
SUPpcrcr, | Xa CE) 
lim inn Kin inf ree OI 
kr oo oo a, 
supocree | Xa(E) 
+lim P paisa aN 
下 -人 人 
+d lim , sup IY (4. 4. 42) 
Oy, 
It is easy to see from (4. 4.35) and (4. 4. 32) that 
t || F || 
lim sup, 


< |] ¥ || lim sup i{ oglog (1/t,))4/xee/4)) 7? 
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=0 a.s. tddi t3 
By Anderson’s inequalitry (Corollary 1. 2. 4) 
P { sup |X.(0)| SA + Ha) PME) S (1 Aa}. 
TEA 


Therefore, by (4. 4. 33), (4. 4. 34) and (4. 4. 35) 


3 BRA |X.) |S +e") a } 


> DUP P{M(t,) <a ti (1 +e) (co/loglog (1 /tz) a) } 


> D exp {— (+e) ~“loglog(1/2;) } =o. (4. 4. 44) 
ki 
Since {supocec:, | Xa (£) |; k1} are independent, by the Borel- 
Cantelli lemma, it follows from (4. 4. 44) that 
lim inf sup |X,(t)|/o, S1 +e? a.s. (4. 4. 45) 
A— oo <t 


Or, 
We next estimate the second term on the right hand side of 
(4.4.42). From (4.4.40), (4.4.41), (4. 4. 35) and (4. 4. 32) 
we obtain, for 0 


Var(X,(t)) = 2| (1 — costt + v)) Ady) 


AECA 


<f depilira af A 
EA Eer |v ll d, 


< 4d? tid}_ ot/ (td 1)) + do ti/ (tidi)) 
< dd edi a) a) + dd dD oa (ty) 
< 8d'e o Ct). 
Therefore 
Var(Xi(s) — K) < ACh) (4. 4. 46) 
for every O<s,tXti, || s—t |] <A<t,, where olh) =minlo (Ah), 


l6d‘e~“ a? @,)). Note that 
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—, 


1 Tle” dy a min(4d’e~*"a(z,), o,e >) dy 


<a min(4d2e-*“o(t,), o(t,)e7”” dy 
< Kke /g(r,), 
where K denotes the constant depending only on d and 8. Ap- 
plying Fernique’s inequality (Theorem 1. 1. 3) yields 
Pi sup |X, (t) >70} 
2 
<K | = (70; } | 
SS EXP K k exp(—ek)a(,) 


<K exp| _ 9 (oglog(1/t)) 2 
Bi K k expek 3 


2 E 
< __ yexp ek‘) 
SPEND K k'e? 
for every 7>0. Thus, by the Borel-Cantelli lemma 
lim sup sup 1X.) | /os = 0 as, (4.4.47) 


This proves (4. 4. 36) by (4. 4.42), (4.4.43), (4.4.45) and 
(At AD): 


Proof of Theorem 4.4.5 Using (4. 4. 33) and the subse- 


quence method, one can easily obtain (4. 4. 30). (4. 4. 31) fol- 
lows from the proof of Theorem 4. 4. 4. 
Proof of Theorem 4.4.6 The results follow immediately 


from Theorems 4. 4. 3 and 4. 4.5 and the zero-one law of Pitt and 
Tran (1979) (cf. Lemma 4. 3. 3). 


4.4.3 An application to infinite series of O-U processes 


The Chung’s law of the iterated logarithm for the infinite 
serics X (£) = pari X(t) of Ornstein-Uhlenbeck processes have 
° 384 « 


been given in Theorem 4. 3. 4. The proof is as follows: 

Proof of Theorem 4. 3. 4 

Actually, 0 < Dy Y/N < oo implies that X(C ù ) ts a sta- 
tionary Gaussian process and that o’(h) is concave on (0,0), 
Let f(v) be the spectral density of A in (4. 4. 37). It is easy to 


see that 


I) = Ee oa an. 


So 

lim inf |v [ACC Œw) > 0, ) 
where C,(v) = {t; |t—v]<a}. On the other hand, by Theorem 
4.4.1 and Theorem 4.3.1, (4.4.29) holds. Then X( = ) satis- 
fies the zero-one law at f=0. Therefore, by Theorem 4. 4.5, we 


have Theorem 4. 3. 4. 
4.5 Liminfs for Increments of Gaussian Processes 


In this section, we introduce the results of Csorgo and Shao 
(1994), in which they discuss a criterion on the limit inferior for 


infocres, SUPo<s<a, | TOHO LPO) |. The latter is related to the 


notion of non-differentiability of r( + ). We state and prove this 

criterion in the subsection 4.5.1. Applications to Gaussian pro- 

cesses with stationary increments are given in subsection 4. 5. 2. 

In subsection 4. 5. 3, we establish an exact bound for the limit in- 

ferior for an infinite series of independent Ornstein-Uhlenbeck 
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processes. Thig, in turn, shows that the bound obtained via the 


general criterion is sharp. 
4.5.1 Criteria for limit inferior 


Let B be a separable Banach space with norm || «+ {1 , 

(TO); —00<{t<l00} be a stochastic process with value in B, and 
P be the probability measure generated by I'( + ). 
Theorem 4.5.1 Let ay and br be non-negative continuous func- 
tions and u(t) be a non-negative monotonically non-decreasing 
function. Assume that there exist positive constants c and d such 
that for each t>>0 


oo as 一 oo， CRD 
Ps eae ,| P(t+s)—FP) | Sve) } 
a 
<c exp(—dar/r) (4.5.2) 
for each 0tK2by and 
dar 4dar 


4 (log (6r/ar) + logloga,) STS (log (br/ar) + logloga,;)’ 
where T=x+1/xr. Then, we have 


lim inf inf sup aT et 
T> 0S¢0<b, US u(day /2 (log (pr /ar ) +logloga; X = 


a, 5. 


CETE. 
It is easy to see that if ar—0 or ar>, or br>œ as T—> 
co, then (4.5.1) is satisfied. Consequently, (4. 5. 3) includes 
the usual large and small increments as special cases. 
The following example shows the generality of the above 
theorem. Let {W(t);t220} be a standard Wiener process. It is 
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well-known that (cf. Csorgé and Révész 1981) 


tar 
Pi sup [WE +5) WO <2"*}< zexp| — TE 


Ksar? 


for any £20, ar>0, 0<rXar. Therefore, by Theorem 4. 5. 1 


a Wes) We) 
lim inf inf SUP Gla;/32 (log br/ar) + loglogar))' 


>5 nS: (4.5.4) 


provided that (4. 5. 1) is satisfied. In particular, 


mn int IW Cs) | 
lim int SUP Ch /loglogh D” 


rif 
= a. 5. (br=0,ar=1/7), 
EFE 
Soi iat IWa+s-W@® | 
E a a 


x 
p a. s5. (br=1,ar=1/7), 
8v2 
|W Cs) | 


lim inf sup, (FP /loglogT)'” 


= d. S. (br=0,ar=7),， 


IW ats —W G) | 
lim inf inf te a (ar / Clog (T far) +loglogar))!” 


a.s. (67=T), 


x 
=> 

EPA 
lim inf inf sup CogT)'?|WG+s)—-W@)| 


Two Ostet Kl 


> åa. S., (br=T ,ar= 1). 
”8 y 2 


It is well-known that in all the above results, the liminf, up to a 

constant, is sharp (cf. Csorgé and Révész 1981). These impor- 

tant examples for illustrating the sharpness in rate of Theorem 
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4.5.1 do not, of course, imply that our general rate function in 
(4. 5. 3) can necessarily be made sharp in all possible situations. 


The following lemma is crucial for the proof of Theorem 
4.5.1. 


Lemma 4.5.1 For any a>0, b>0, we have 
inf sup || P(¢+s}—P@) || 


OSKE OSs<e 
I 、 
=> min su 
a Osi [26/a}+1 Kaa 


Proof Clearly, 
inf sup || P¢t+s)—Fce) || 


OKK Osa 


= min inf p || Pa@+s)—Ps) | . 


OX [26/2] ta/2<0SCi+1)a/2 bees 


It suffices to show that for each O<i<[26/a] 


1a 1a 
r +s} —r[ $ f (4.5.5) 


m r pe) -r| ca 
0<s<a/2 2 
<2 inf p | a+s)—Pre) ||. (4.5. 6) 


ee (CE ot, 

Assume nf /ere it ass SUPo<s<a | Pit+s)—Ir(t) | <I oO, 
Otherwise, (4.5.6) is trivial. For any fixed 0<e<], let ia 2S 
tS (i+ 1)a/2 such that 


Sup | PG, +s)—Pa, || 
<e+ inf sup || TG+s)—TG) || . (4.5.7) 


test (i +1)a/2 OSs<a 
Then 
,Sup, | PCG 十 1)aVy2 二 5 一 PCG 二 1)ay2) || 
< SUP ， | PCG+)Da/2+s)—Pe) | + | POE+1a/2)—LG,) | 
<2 sup | Pt:+s)—P,) || 


<2e+2 inf sup || TG++s)— TG) (4.5. 8) 


ial Hla Osa 
by (4.5.7). This proves (4.5.6), by (4.5. 8) and the arbitrari- 
ness of €, as desired. 
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Proof of Theorem 4.5.1 Set 
cr = dar/2(log(br/ar) + loglogar). 
Let 1<c@<¢5/4, and define 
A.={T 30’ <arFt'}, —w<ckcoo, 


Ar j= (TP TE A;} ’ 7 一 0 1 2 
T 
G= { (k of) 3 一 co< 扎 R< eco 720 AE 


Noting that for TE A, j, | 十 三 >2o，(R JEC，WwWe have 
dT <2 2 df a 
S Fogle! + loglog@*!) © 3 Clog + loglog@!') 
and using (4.5.1) and Lemma 4.5.1, we obtain 
| re+s—Fe) | 
limint inl sap. = 


To O0Snb, 0sReaz. ulcer) 


: CS 


Pa+s)—F 2) | 
lim inf inf inf inf sup EE 
|k |+ oo SIPEG TEA, OStbp OKs ver) 
rct+s)—FQ) 
szlim inf inf inf inf Pl Bizet TAN, 
[Al tierce jel a PEG TEA, jogg ttt? gece VCE. j) 


—f 
=liminf inf inf su ACUTO 


[k| +o PLADEG gepcpitht? oss" ulcy.;) 


|| Pc+s)—FC) I 
~ lim inf inf min sup ia YS 


四 < vey, j) 


(4.5.9) 
By (4.5.2), we have 
tt 
P| inf min sup LP oat CD | <1) 
IZL DEG gogig tt osae, uCp) j 


<>) 2 Pk sup, WPe+s)-P@ I <o) 


i>i gio t44y 


<D Dp- 


It gogig t?4y 


十 loglogb | 


300% 


P ST dè] 十 19732072 


2g 
jee 

<cClk| 十 工 -220-72. (4.5.10) 

Now (4.5. 3) follows from (4.5.9), (4.5.10) and the Borel- 


Cantelli lemma. 
4.5.2 Gaussian processes with stationary increments 


As an application of Theorem 4.5.1, we now study a gener- 
al limit inferior problem for real valued Gaussian processes. Let 
{G(t);¢20} be a real valued Gaussian process with mean zero 
and stationary increments. Put 

Ch) = EGE FRI = GOUV t,h 20. (4.5.11) 
Assume that o° (A) is non-decreasing and concave on (0,1). 
Then, by Theorem 4. 3.1, we have 

P{ sup |G@) —G(O) |<a(x) } S2exp( —0.17/z} (4. 5. 12) 
for all O0<C2<{1l. A combination of (4.5.12) and Theorem 4. 5.1 
ytelds the following theorem. 

Theorem 4.5.2 Let {ar;t >20) and {br;T 220) be non-negative 
continuous functions satisfying (4.5.1), and {G(t);t >20} be a re- 
al valued Gaussian process with mean zero and stationary incre- 
ments. Put a* =suprsoar. Assume that o? (h) is non-decreasing 
and concave on (0,a"). Then, we have 
lim inf inf sup ee SAC a 2s Cw) | = 5 a.s. 
Tove oO<tSo 0K sea, OCar/24 log (6r/ar) + logloga,)) 

(4.5.13) 

Proof By Theorem 4. 5.1 it suffices to show that 


Pt sup GG+s)—G@)|<o(@) } <2exp 


ee (4.5.14) 


“YU 


for each 0<x<a/2, Kaxa". Put 
G*(s) = GO + sa/2) — G@), 520; 
o**(h)=E(G* (sth) —G’* (s))? =o" (ah/2). 
By (4.5.12), we have 
P{ sup |G@-+s)—G(t) |<o()} 


Op ssa/2 


=P{s sup IGt+sa/2)—G@) |<ol $ 2 eas | 


Oss 1 


=P] sup IG* (Ss) |<" xi) | 
<2 exp{—0. 17a/(2x) }<2exp(—a/(M12x)), 


as desired. 


An immediate consequence of Theorem 4. 5. 2 for a fraction- 
al Wiener process reads as follows. 
Theorem 4.5.3 Let {Z(1);t220} be a fractional Wiener process 
of order a, 0<asil1/2, i.e. s PCA)=h™. Then 


log (6r/ar) +loglogar\") 7 44 5) 702) | 


lim inf inf sup 


Pree USIKbp OS sap aT 
270.1 aS (4.5.15) 
provided (4.5.1) is satisfied. In particular, we have 
lim inf su p erg) \Z(s)|2z0.1 a.s., (4.5.16) 
h— 0 od 


og)" |Z(t-+s)—Zt) | 之 0. 1 a.s.， 


lim inf inf sup 
h-»0 Otel VE 


(4,517) 


loglogT \ ° 
T 


lim inf sup [Z(s)| 220.1 avs. 5 (4.5.18) 


Too Os 


ar 


IZ(@t+s)—Z(t)| 


lim inf inf sup 
Too OIT Ksar 


之 0. 1 a.s. (45019) 
= 301 -* 


4.5.3 Infinite series of independent O-U processes 


In this subsection, we will prove that the bound in (4. Dala) 
is best possible for the infinite series of Ornstein-Uhlenbeck pro- 
cesses, which, in turn, shows that the bound of our limit inferi- 
or criteria is quite sharp. 

The infinite series of the independent Ornstein-Uhlenbeck 
coordinate processes of Y( » ) is defined by 

(X(t); — <t <o) = { NIK); — o <t < oo} 

k=] 

(4.5.20) 
and the Lévy exact moduli of continuity for{X (+ )} have been 
established by Csáki et al. (1991) (cf. also Theorem 2. 2.5 and 
Remark 2. 2. 4). 

The main aim of this subsection is to present limit inferior 


results for {X(+ )}. Throughtout this subsection we assume 
that 


—, ¥ 
0< 有 = di ~<a, (4. 5. 21) 
k=] “* 


which, in turn, implies that X( « ) isa stationary Gaussian pro- 


cess, and 


(h) = E(X( +h) — X(t))? 


一 2>, ža 站 
t= 


On account of T,<o00, it is easy to find that o? (h) is concave 


on (0,209), Therefore, as a direct corollary of Theorem 4. 5. 2, 


we obtain 
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Theorem 4.5.4 Let b, be a non-negative continuous function of 


h. Then 


See |XG@+s)—-X) | 
lm nl aN, uP, Fh] (24 dog h/h) + loglog 7h) 


之 0.5 a.s. 5:23) 
In particular, we have 
IX Gs) X@)| ~ a 
lim inf mn aoe, olh/(24log 1 /h)))~ 
(4.5. 24) 
and 
im i _1IXG+)-XM 、>0 5 a.s. (4.5; 25) 
lim iat SUD Feh7 Caloslog jh) A ie 
In next theorem, we give the exact upper bound for limit in- 
ferior. 


Theorem 4.5.5 Let b, be a non-negative continuous function on 


(0,1), satisfying 
log (6;,/h) 


一 一 一 ~ 一 (4.5.26) 
no loglog(1/h) 
Assume that there exist constants 0->>1, a>>0 such that 
olah) <dato(h) forallOQ<a, h S1. (4.5.27) 


Then, there is a d=>0 depending only on a such that 


f |X (t+s5)— X()| 
lim sup int SUP “s(dblog(&/h)) ~ 


A combination of Theorem 4.5.4 and Theorem 4. 5.5 yields 
Corollary 4.5.1 Let ba be a non-negative continuous function 


satisfying (4.5.26). Assume that (4.5. 27) is satisfied. Then 


40 a.s. (4.5. 28) 


1 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 | 和 (十 一 和 (| 
Slim inf any heh A (6,/h))) | : 


ee — ttt sy— X40 a.s. 
Slim inf | inf, sup, Sak flog(h,/ay) > Ets 
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In particuiar 


+ <lim inf inf sup 


AO Ont 0 


ae a a 
HT Glog IX GFS X | 


A 
im i pint, eat CAR gE IXC+s)— X(t) | 
40 a.s. 
Corollary 4.5.2 Assume that 
ee a 
lim jz 一 一 ĝa (4. 5; 29) 
for some 0<a<1/2, @>>0. Then 


1 KAPEN . (logh™')* 
zay lim inf pint poe oth) 


ales 
<lim sup inf Gogh”) |X(t+s)—XC) | 


oxi ogsa OCA) 
<d a.s. (4. 5. 30) 
for some d=d(a)<co, 


From (4.5. 21) it follows that o’(h)/hA is non-increasing on 


|X@+s)—X(C) | 


(0,29). Hence we have 

alah) > a tolh) (15.31) 
for each 0<Ca<1, A>>0, which together with Theorem 4. 5. 4 im- 
plies 
Corollary 4.5.3 We have 


tt peace th (logh™')° 
lim int inf sup an 


[X(t + 5) — X(t)| 20.1 a.s. 

Remark 4.5.1 A combination of (4.5. 24), (4.5.25), (4. 5. 
30) with the zero-one law of Pitt and Tran (1979) (cf. Iemma 
4. 3.3) yields that, under the condition (4. 5. 29), there are con- 


stants 0<¢,<l00, 0<Cce, ¢3<C such that 


MEOE (loglogh™*)* 
aL ere 
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IX(s)—X(0)|—c, a.s., 


—l\a 
lim inf inf sup dogh Y xG+9)—XW) =c eae 
he0 oL] OLISh (h) 
(logh?) 


lim sup PE, Sup, — oeh) |XC+s)—X(t)|=c, as. 


Remark 4.5.2 From (4. 5. 31) it follows that lim inf,.. oth) /h 
>0 and hence 
limh (logh)? /a Ch) = 0. 

Therefore by Corollary 4. 5. 3, almost all sample functions of the 
process X( * ) are non-differentiable. 
Remark 4.5.3 It should be mentioned that almost all of the 
known results on the limit superior for X< ° ) or /’-valued Gaus- 
sian processes (cf. Section 3. 3) parallel the corresponding ones 
for a standard Wiener process (cf. e.g. Chapter 1 of Csorgo and 
Révész 1981). The above results show that the situation is quite 
different for limit inferior. It seems that the limit inferior is more 
sensitive to deviations from a standard Wiener process than the 
limit superior. 
Remark 4.5.4 If o(h)/h’ is non-decreasing, then (4. 5. 27) is 
satisfied. Actually, (4. 5. 27) is equivalent to o (h)/h" being 
quasi-increasing. 

Zhang (1995) established the following exact moduli of non- 
diferentiability for XC * ). 
Theorem 4.5.6 Assume that 

P= 2 >. oo (4. 5. 32) 


k=) 


Then, we have 


| 8logh™! 1/2 


lim inf sup ee | |X(¢+s)—X@)|=1 a.s. 
1 


站 -0 OLILA KAA 


(4. 5. 33) 
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Csdérgo and Shao (1994) pointed out that there should exist 
a constant Cla) such that (4. 5. 30) holds with equality instead 
of inequalities. They proposed the following conjecture. 
Conjecture Assume that (4. 5. 29) is satisfied. Then, there ex- 
ists a positive constant C(a) depending only on a, such that 


—l\« 
lim inf sup Cloglogh™)* 


h>0 OLZA ath) 


lim inf int sap “28 “iyg4 OC aca. 
A~O DSS1T Lsk ath) 


The exact value of C(a) seems to be not easy to obtain. 
Proof of Theorem 4. 5.5 


|[X(s}|=Cla) as., 


Let {Wi G); ~o <t <o} bea sequence of independent 
standard Wiener processes. Then 


| Ya | PW, Ce) 
f 


oo 


EN ;一 co<t<oo| and {X,(t);—o<t<0o}@, 
k=] 


have the same distribution. Hence we can rewrite {X(z) ;— o0 <t 
<{oo} as 
X(t) = az) ree, (4. 5. 34) 
and remain the almost sure path properties of X( + ) without 
change. Define 
A= {O<A<1 e Lbh Lett}, R=0,1,2, 0%, 
Ayj= ihe KAKE, hE A}, j=0,1,2,, 
hi,;=e lk. 
From (4. 5. 26) it follows that 
Aj = Ø if j Iet and k is sufficiently large. 
Thus, we have 


lim sup inf su [XG+)—X@)| 
hoo | oaei, ouea O(dh/log(®,/h)) 
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| af sup Xt X@) | 
Slim sup mag. gup nl, SUB, st 


\XCe+s)—XC)| 
<lim sup max sup inf sup 


—j-1 t+] 
Aron space tase EA, joci Itt lose 19 (de /loge***) 


a |X(+s)—X (Ce) | 
=lim sup max inf,,, Sup ode EID) 


‘ |X (22ih p +s) —X C2thi.,;) | 
<lim sup max inf sip. — =a a 


: ot a | 


|X ihi; +5) —X (2ihy,;) | 
<lim sup max min AW a 


ke jc/ ogien oce i (de? /(k+1)) 
(4:5135) 
By (4.5. 34), we can write 
sup |X (2mh,,;+s)—X (2mh;.;) | 


Oxissce ? 
oo 7 1/2 W, Ce Gt 2m, 3?) Wi | 
— Be la Fa et Gt 2mh, ;) eA mA, j 
T i= 
= y.\ 1/2 W Ce Steen.) 2 A 
4 
< om > | 元 | a4 Fm) 一 
Om sme =] 
= bg 1/2 W (eth) 有 Weise is) 
as > A Cami == 
i=] i 
Si at As+2mb, ) o4 2mh 
+ sup SIE Wi(e C" Os) Ce i ki eT ) 
oxe 71 i=l 
oO 7 1/2 Wert) az W (e2 @"—- Dh.) 
<2 sup > i eat EmA) 
Ome l f= 
ts if 1/2 W, (e222m DA) an 
+ sup |D Iž] —r ~ ee) 
ocece | fay | % on 
= Ss r= 
=:2 sup |n| + sup [%m.;(s) |. (4.5. 36) 
osL O<s<te + 
Therefore 


: |X Cih, ; +5) —X (2ih,, ;) | 
lim sap-inax min . sup ——— =- -IrL La. 


一 /一 1 
heoo sgj ogixe ogee / o(de /(k+1)) 
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Bias)! | 
<2 lim sup max min su = 
“ k—co a o<icet i de > AC 


. (s)| 
+lim sup max max sup- l 
bce ne et Ng icet noce iF (de 7+ /(k+1)) 


一 : 2d, tda. (4. 5. 37) 
We first prove that 
= : E. (Cs) | 
P| min su | o 之 2| 
24 24, ogie ys iol(de 1/(k + 1)) 


-5 > I [1 — P| ER A <2)}] 


tl 2g pce’ omic! 14° es Pa 1/(R + 1)) 
< co (4;5,38) 
for some d>>0, which, in turn, will imply immediately 
24,4 avs. 
by the Borel-Cantelli lemma. 


(4. 5. 39) 


Clearly, {&,,;(s) ;0<s<<e’} is a Gaussian process with mean 
zero. For 0 sisth<e ’, we have 
E(&,(s+h)—6&,,;(s))? 


= E(D 42 Ee 


EN A, estat 2h ) 

W (eet ihe, = W, (e242 DA) 2 
z eA Gt zh, ;) 
eo e24 tht 2ihy e+ 2) 

Y: kj evi 

= 2 fs e24 GRF Bihy j) 
ET eta Gt 2thy j J @ 24, Ci DA, 

af tle) C2 Ct iA, ) 


(1 — e7” 4+ (J —e *)*(1 一 ee 


= 2a sth, 5) ) ) 


haa 
li 


| I 
Me Me 
|X >|x 


(1 — eH)( 2 — (1 — ehje Aeth) 


I 
— 


Applying Theorem 4. 4. 1 and Theorem 1. 2. 4, we have for 2S4} 


<2), 4a a) 
t=1 “F 
=O Un) (4. 5.40) 
24 2ih; . — pQ Dh, 1 
ER (0) = = > z z A = = 0 (hi, 5). 


kjá 
<e 


large, where d,is a constant depending only on a. Now (4. 5. 38) 


P{ sup J&C) |<20(de-*"1/(R+1))} 
ose 7 
>P] sup |& C(s) — E; C0) |}<o(de~7"'/(k+1)), 


1€,4€0) |<a(de*""/(R+1))} 
>P{ sup |&,;(s)—€,.;(0) |}<a(de71/(k+1))} 


xP {{€.4(0) |<o(de7/(k +19) } 
ao(de~?"'/(k+1)) 
ao(2h,,;) 


d 
Sexp(—ed™d.(&+1))P | INC0,1) | 


>exp(—ed 1d,(k+1)P|INGO, DIS 


U te 
>p pP. ed`'d,(k+1)) 


expl —k/4) 


follows immediately from (4. 5. 41). 


We next show that 


For 0sst+th<e’ we have 


EMs th) —7:,;(9))’ 
a 3 Y, eTa (eT GTM — er- py? 
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(4.5.41) 


for every & large enough, provided that d is chosen sufficiently 


Lavoe) 


s > Te Ml — ety? 


= y oe 
< | Dy (1 一 e=) | D H en (1 — e7)? ne 


ai yY | 172 
< a(h)| ELL Ge a 
< 2 ‘e (1 一 ee i" (4. 5. 43) 
and 
= pty = —Ae 4\3 
2 7 (1 —e 4") 
= bs Žie YMC] — e 一 Me 7y3 
ae Jan? 
十 Temm] —e "3 
ae ta? : 
oS Y _ 
< 一 14 t led Y —j 
Sk 21 4,0 ú yer") Gee) 
i=] “ 
< 2k- l4 g?’ (e` JY, 
(4.5.44) 
We obtain 
EC + R) — 3,8)) X 20h) bk Taolen) 
and 


Eq, jh) = Eih) — 7O < 20o lh)k oele). 
By (4. DLAT) ’ 
i g? (e^ie- 了 )dy < (Ga(e- Dak eV dy < 20 Ce 1) 
| fa ` 
Applying Fernique’s inequality (Theorem 1. 1. 3) yields for each 
x->0 
Pi su (8) | 22k Tale?! a 
| sup lM.) [> ate | —|2 
<A exp(—2z’/2). (db 45) 
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Recalling that o(h)20(mh)/m for any integer mizl, h>O, by 
Minkowski’s inequality we derive from (4. 5. 45) that 


P| sup [aO Ja(eid/(R+1))} 


0<s<e 


dae” | 


<P | sup O lF 


Ossie 7 


< Sk Ho y 
a z2) 


Om se =i 


<A exp(—k*/2) (4. 5. 46) 
for every & sufficiently large. 


This proves (4.5.42) by (4. 5. 46) and the Borel-Cantelli 


lemma. 
Proof of Theorem 4.5.6 First we prove that for any €->0 


small enough; 


—1, 1/2 
lim inf inf sup [Soe | \X(t+s)—X (t) | 之 1 一 e a.s. 


AO Ott l-h 0 和 :和 上 


(4. 5. 47) 


Let 
lo 0 
By Lemma 4.3.5, we can choose ho small enough such that for 


O<h<ho 
8 logh!\!” B 
P| min sup ES | |X (t; +s) Xas E 
—-1 į 1/2 
<(a+DP| sup | See | X6) —X 0) |<1-e} 
1 


0 过 5 所 由 
1 133 1 A 
oh logh) 4exp| 一 aoo 
=0O(h? logh’), 
Co small enough). Let A, 


=n T (T0>1), by the Borel-Cantelli lemma we have 
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8 ] ho? 1/2 
lim inf min sup eee |X(t;+s)—X,) | 
lEn 


he0 ISILA, OSSh, 


之 ] 一 € a.s. (4. 5. 48) 


By the continuity modulus theorem of X(. ) (cf. Theorem 
2.2.9), it is easy to finish the proof of (4.5.47). 
„Now we prove that for any e>>0 small enough 


] h`! 1/2 
| |X Ct+s) — X(t) | 


lim sup inf su 
h0 ll1/2 OLA 


Sate a.s. (4. 5. 49) 
Recall (4. 5. 34) and let v>1 near one enough. Put 
hy=v"*k"", n, = [1/C4A,)]. 


é 
Then 3 - 
J 


, | 8 logh™ 1/2 
vim gup int, sup erg | Xt) XC 


<lim sup sup min su 
k= oo ae "che ln O88 h 


g oe 1/2 
wrk 
x [X C2ihs ts) —X Cih, ) | 


8 logu*t! 


1/2 
Slim sup min sup Tae | |X ihi +5) —X (2ih,) | 
1 


to IIK olsu t 


&k+1\ 1/2 
S +e)lim 1 sup min sup | Seer 


2 -k 
KiKa pesa t) TLU 


X [X (22ih; +s) —X (2ih,) | 


8 logutt?) 12 
< cise ~ nN 、 
Qte llin lim oe Sule ry | less) | 
l 8 logu*t!) 1/2 
| Ee ale | 
十 ced wr jut [Na Cs) | | 
= i (lt+e)U,4+7,), C4, 5 50) 
where 
eo 1/2 W (eet ) 一 W Cey Dh) 
mo = S7" Pee ee 
» 402 n 


W (ee) We 
= Wed A 


c2; a 


A ; 1/2 W, (e? (2i— DA ) Sie 
NCS) m > i E J 


J=} 


For 0Xsisth<vu", we have 


oS y. 7 ie 
Elals +h) — Mas? S Dy ze Ah] — e`’) 


43 一 1 


a 


< E + E rete et 
ao jay TS 
< hl a + oe yy) < hk Ty, 
and EROLDA" v *, Thus by Feinique’s inequality (Theorem 
1.1.3), we have 


RE sup na iN: 4(5).| > SF ie 


pai a Osu 


cpt 
<c >v exp slogi 
It follows that 
L=0 A&S (4.5.51) 


Next we consider Lh. Note that $; (0) =0, Eĉ; a(s)=0, and for 0 
ss 十 hv 
E(é,,(sth)—6iaGs))’ 


2 bp =S =e eat) (2 _ (1 — a ajo any < Fh 


For all Lr; Lr: S:S Tı» We have 


ECE; (x4) 一 去 (75) ) (E; a (x2) —Ei 4 (Xx1)) 
»* 403 >° 


od 
De Yy -Axr ~à, 
fey, 3(] 一 e~4 af aa! C] =. e722 4) 5 
k 
x (ere 六 eTa +HZ) ) 


<= 0. 


For any integer m, 1<i<m and any 0<r<v~*, we have 
e A pa P 
E| ,| Za] a| Sa [tal = 


+E| E.(x)—€,, a2 | | (Eal | -él S| | 


eed Lk > Y; — if = 
= 之 Tu e) {(1 e=) i aha ) 
+ (1 orb) (1 4 oS) ) 


之 一 £H (a), 


where H(z) = 293,7; — e742) + 0 (x + 0). Hence, by 


Remark 4. 3. 4 we can choose ko large enough such that for z0, 
kk, lin, 
2 


P{ sup | < cP yuo")? )> ae 
n 


Oso 


n 
8(1 一 do) x? 
which together with the independence of {& ,(s) =l; 
plies that 


H Ne? im- 


1/2 


8 logu* 
=a JE.) >e} 


P| min sup | 一 一 -全 一 
wl ie 


i 
Kin e 


14 


& 


2 
| i 
<| l exp] STEEL 
<exp| oe) 

2x 


where €=1—(1—8)71(1-+e)-*>0 (for & small cnough). By the 


Borel-Cantelli lemma we obtain 


l<1lt+e a.s. (425.52) 
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Combining it with (4.5.50) and (4. 5. 51) we have (4. 5. 49). 
The proof of Theorem 4. 5. 6 is over. 


4.6 Liminfs for Two-parameter Gaussian Processes 


4.6.1 Liminfs for a two-parameter Wiener process 


Let (W(xr,y) 0x, y<} be a two-parameter Wiener pro- 
cess, O<arkT and by=2T'” be two non-decreasing functions of 
Ta Let 

D, = ((z,y) TV KT NS T,Y <br}, 

Dt = {(£,y);zy = T,0 S Ty S br}. 
For the rectangle R=[xi ,xz [|X Ly yzl» define 

ACR) = (x z1) G2 ns 
WOR) = W (arsy) — W (21332) — W (22331) + W (24591). 
Let Lr=(R;RCDr,A(R) Sar} be a set of rectangles R=[215 
x: |X [yis yz]. Define 
àr = {2T (log(l1 + loghi T "= logloglogT)}~"", 


loglogT aC. loglogT \~*” 
logprT 1 8 logbrT ~? 
Lacey (1989) established the following law of the iterated 


per 


logarithm. 
Theorem 4.6.1 Suppose that àr = (2Tlog (1 +logbrT 2)} 
satisfies 
(a) limeulim sups+oAe/At = 1 
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and that br—pbrT ?is a non-decreasing function of T, br>. 


Assume also that for any O<e<1l and some 0<a<1, we have 
> exP{— (ogb, 4} < o0, (4.6.1) 
k 

where me=exp(k*), KEN. Then 


lim inf sup à4W(z,y)=1 a.s. (4.6.2) 
RE 
Particularly, 
lim inf sup We 


Pee or VD Sr aus, (4. 6. 3) 
Using Corollary 4.4.1, one can obtain a Chung type law of 
the iterated logarithm for the two-parameter Wiener process (cf, 
Talagrand 1994) which reads as follows. 
Theorem 4.6.2 We have 


(loglogT)1” 
0<lim in ‘FogloelocT)™, Sup IW (zsy) pe eo a. S. 


(4. 6. 4) 
Lacey (1989) asked whether (4. 6. 1) is necessary for 


(4.6.2). It is of interest to investigate whether there are any re- 
sults similar to (4. 6. 2) possible in the case one was to weaken 
(4.6.1). It is also of interest to sort out the nature of having 
(4. 6. 3) type liminf results versus having (4. 6. 4) type liminf re- 
sults. Zhang (1996b) gave a positive answer to solve these prob- 
lems. He found the watershed between these two different kinds 
of liminfs. He also showed that condition (a) in Theorem 4. 6. 1 
is superfluous. The results read as follows. 

Theorem 4.6.3 If 


logbe : 
Bie loglogT co (T => oo), (4.6.5) 
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then 
lim inf Ay oy IW CR) | 一 1im inf Ar sup IWCR) | (4, 6. 6) 
RCD* 
=lim inf Ar sup, EER 
[200 AWE 
=lim inf Ar sup “|W |=1 a.s. 
ane Gay € DP 
if 
Ar 0 (T > œ), (4.6.7) 


aT Se a) 
then for some positive constants Ci, C: we have 


C, S lim inf Br sup |W (R| SC, a.s., 4.6. 8) 
了 一 cc RG Dp 
C,<clim inf Br sup, WG l<C, a.s. (4.6.9) 
T— oo (x 


The truncated hyperbola en nee between these two 
liminf results works as a bridge. If we take br =T, then 
(4.6.9) is just (4.6.4). And, if we take br=T, then (4. 6. 6) is 
the Lacey’s type LIL (4. 6.3). Also, our condition (4. 6. 5) is 
much weaker than Lacey’s condition (4. 6.1). To verify this 
fact, it is enough to note that under the condition in Theorem 
4.6.1, (4.6.1) is equivalent to 

loglogd; 
pre logloglogl ~ 
In fact, if (4.6.10) is true, then 


an e a 
lim aloalo = 


(4. 6. 10) 


hoo  logloglogm, E 
So, for & large enough, we have 
(logé,,, ) > Clogk)’. 
which implies (4.6.1). 5 
On the other hand, if (4. 6. 1) is true, noting that dr 1s non- 


decreasing, we have 
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k exp(— (ogb,, )°) < > ,exp( 一 (dogm, )°) < co， 
k&=1 
S0; 
exp ((logd,,, )°) 2 ck, 


which impties 


lim inf loglogé,,, 1 
a logloglogm, ~ €° 


For mT Sm} we have 


loglogd, loglogbn, loglogm, 
logloglogT 7 logloglogm, logloglogm,,,’ 

Hence (4. 6.10) holds true. 
Form Theorem 4. 6.1, we also conclude that, if 


loglog6,;T 1? 


ite logloglogl’ 一 全 1， 


(4.6.11) 
then 


are | 


lim inf Ay sup IW Cz, y) |= 
T— w (xy) € Dy 


1/2 

| avs. 4 6:12) 

Hence, from (4. 6.11) it is easy to see that (4. 6.1) or (4. 6.10) 

is very close to being necessary for (4. 6. 2). 

Remark 4.6.1 Put @(7)=(2+ 2logér)/loglogT. Csáki and Shi 

(1998) investigate liminf behaviors of the Wiener sheet when 

0(T) admits a finite limit and give the following results. 
Assume that brl is non-decreasing, such that @(T)/T is 

non-increasing. If 0 : =limy...8(T)€E[0,0c). Then 


lim inf (22 


Teco T W (s,t) 


t=T 0s STT 
if @=0, 


—2 
-| VY 0B(/0) if 0<A0<co, 
“408 。 ~ 


eh eee IW (s,t) | 
lim inl a ears prt 

x/2 To= 
n /0) if 0<0<co， 


where ¥(u) > 0 is the largest real zero of Kummer’s function 


M(—u/2.1/2,7"/2): 


a is(atna-) 2 
Mabaa): =1+ 24 GE Aba | 


and B(u) € (—oe,0) is the largest real zero of the parabolic 


cylinder function D,C* ): 


ee Et ly =- u 1 
re aes [Fa ZoD Bt 


Re | oe 
t Ja CC u2) 2 J 
The proofs of Theorems 4.6.1 and 4.6.2 will not be given 
here. The proof of Theorem 4. 6. 3 is based upon the following 
probability inequalities. 
Lemma 4.6.1 For any €>>0, there exist constants C=Cle)>0, 
Ug == Uy lE) > 0 and To =T Ce) >> 0 such that 
P{ sup IW (xz,y) laut" } 


(rsy) E Dy 
sopte Oa oe C4. 6. 13) 
holds for any uzus, T2T >. | 
Proof Let L=L(T) be the largest integer for which we 
have 
Tt yer < by (M > 1). 
Define the rectangles 
S; —s(T)=[n@) m@O]X(i@sm@] 
=[TP M TM" |x CO, TPMT], i=0,1,. a 
è 409 


Then S;C Dr, ACS) =T (1 —i/M), i=0,1,°",L, and Zœ 


(log6rT ~'?) /logM. Let 


S; = COTM] X Og i a z = 0,1 ELERE DO 
Then 


P{ sup |W(r,y)|<uT”} 


(x.y) CDP 
<P (max |W (x2 72), y GD | KuT } 
=P { max |W (S) +W (S3) [KuT"?}, (4. 6.14) 


We employ a conditioning argument. Let o,=0(W(z,y);0<y< 
br, OST"? Mt"), then W(S) Eo, WCS,) €oa,_,, and WCS,) 
is independent of o,_,. So for M large enough, we have 

P {max |W(S,)+W(S,) |<uT”} 

SEXTC max ， IWS +W CS) | <uT’?) 

XPCIWS1)+WCS,) | <uT™ |o1_,)} 
SEL max | IWS) +W CS) |<uT?) PAW (CSL) |<uT)] 
=P max |W) +W(S;) |u TP (|W (St) | KuT”) 


L 
[L S [[PAWS] S uT?) 
i=0 


172 £+1 


M—] 
2 aht 
<{1—exp a l 
1 2 
<exp | ==. log | logbrT 7) e“ (=e 上. (4. 6. 15) 


Hence by (4. 6.14) and (4.6.15), 
P{ sup |W(z,y)|<uT"”} 


try) E DT 
<exp | = eng (867 ae 一 /Ga | l 


* 410° 


which implies (4. 6.13). 

The following lemma comes from Corollary 4. 4. 1 immedi- 
ately. 
Lemma 4.6.2 There exists a constant C>0 such that for any 0< 
ux1/2 and T,, T2->0 we have 


1/2 
IW (x.y) [LTT] ulog 2 


| sup 
{x,y)E Eo t jx LoT] 


sak 


Lemma 4.6.3 There exists a constant C,>0 such that for any 0 
<“uxl1/2 and T>0, 


KS 
之 exp 


exp| —C, Llogar T=] 
1 33 1/2 
<P | sup IW CR)IST [ul log 7 | | | 
RC Dy i 


<exp 


xy ey ~1/2 
ElogorT | 3 (4. 6.16) 
exp] —C, LlogbrT "| 


3} 1/2 
<P] sup Wæ, IKT"?| u| log È) | | 


(zy) € Dr 
<exp| —ctclogbsT~”*| : (4. 6.17) 


Proof Noting that 
sup |W(xr,y)|<sup |W(R)|<4_ sup IW Crsy)|, (4.6.18) 
ROD; tray) E Dy 


try) € DT 
we need only to prove (4. 6. 16). First we establish the lower 
bound. Without loss of generality, we can assume T=1. Write 
D for Dr=D,; and so on. Take R;=[0,2/]x [0,27], for j= 
— 1 — [log]: 1+ [Clog:b]. Notice that each R; has area 2, 
and 


«411° 


1+[log,6] 


Rer= U RIOD= (Gy) szy<S1,0< 2,9 Sb}. 


j=-1- [iog b] 


Then, by Lemma 4. 6.2 and Theorem 1. 2.4, we have 


f 
log +} | | 


/ 
>P{ sup IW(z,y) < u{ log 1) ' ) 
(I IER’ ti 
1+ [log] 


> I] P Sup WW Cero) |S [u flog 1) | | 


j=—1—[log,6] 467-9) 


P 
{ sup Wey) I< 


KS 


之 exp 


— Fogo}. 


Hence we obtain the lower bound. For the upper bound, we de- 
fine 


S, -一 | x LATAM =], i 一 Olar 


where L is the largest integer for which TEM +H! <b (M>1). 
Then, by (4. 4. 25) of Corollary 4.4.1, we have 


| “| 
oal)” 
[sup WCD] < TV allog | ) | 


| sup wl < | M 


P| sup IW (R) |T| u 


log L 


té 


<P {sup su sup Wisse 


as 
II” 


t 3，172 
RO[0,1]x [0.1] M — 1 s log 7 | | 
i, 
M 1/2 3 1/2 
< TTP gap, Wens [ws) (s(t)) |) 
= Cc 一 二 = l7 L) 
< exp 3 
< exp! 一 Bisse, 


Lemma 4. 6. 3 is proved. 
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Proof of Theorem 4. 6. 3 

(1) Proof of (4. 6. 6) 

The upper bound of (4. 6. 6) comes from Step 1 of the proof 
of Theorem 2. 3.2 with ar=T (cf. 2.3.23). We now verify the 
lower bound. It is sufficient to show that if Ar 一 co then 

lim inf A, sup |W(z,y)| 21 a.s. (4.6.19) 


(ry) € Dp 
We can write Ar= {2T (loglogbrT ~"? —logloglogT ) pee et 
A= IT; [Kbr/T se ts k0, 
Anj= {Te T <T Ke 1, TEA}, k20, 720, 
b OT ) =ink {br TE Ax} 
bT) = sup lór; TE Arj?» 
和 
Lag (REM lrs y) rye FF 7,02, yELTE DN; 
ACR) Ke fFi-—e “7 }. 


Note that Ar— 0° and TEEGA for TE A;.;. Moreover for 


any M>4, if j is large enough, then 
A; = Ø if k < Mlogi. 
Therefore 
lim inf àr sup |W(r,y)l 
ESROS (2. EDF 


Slim inf inf i inf Ary sup |W(x.y)| 


ie An; (rm ED 


lim inf inf inf Ar inf IW(z,y)| 


aoe TE. (ay ED, 
=A lim Supsup SUP Ar cup IWR) | 
之 lim inf iit Ze oS eee 1/2 


jroo kk 之 Mlogj 


x sup |W(z,y)l 


(x. WED, 
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— 4 lim sup sup {2e “7 (logk—loglog(j-+1)!/2) 1 Pee e Fi 
peoo k= Milog; : 


N E 1+log srie“ 
xX sup |W (R) | e 4TT 一 ev; c e 
E 


I —4I K (1+logb(Ti)) (e Mme T eTa 
mo om (4. 6. 21) = 
i i k+lo De az 2+ E) 
By Lemma 4. 6.1, we have for 7 large enough A 8J (4. 6. 25) 
Pi {2e Ti(og(k+t+1)—loglog7'*)}-™? SCRE , 
so that we obtain 
X Sup [W (x,y) [ 委 1 一 2e| Pops a 
(WED, | Daeg sup {2e 了 (logk — loglog (7 + 17122 poe 
Sexp| —C (logh (T, eT “7 7) j=j b> Mogj 
€ 
— 96)? z TR WOR | 
Xexp| 一 个 于 2 log FD — logins") | x up | (RL 
(2—2e)e%? _ i 
| l a E 
<exp | —C(loge*)exp| FC aioe < CD) Sy jte — ev 7 log Tag, 
— 2. J= ja bee Mlog; 
k E CO 
Kex =el | lo le TT eo 浊 poe VTH 
ene ep (4. 6. 22) 之 C2 illog7) 3 
Note that for M and jo large enough we have = 
` M a ee <C), jg M" <œ, (4. 6. 26) 
2 Ps exp | — C log; log, j=jo 
TE where €' >>0 depends only on £, which implies 
at e/2 a 
< D3 > exp {—C| Ee log; 一 ae | 1,= €/4 acs. (4. 6. 27) 
joj, k> Mog; log) log) . Th oof 
2 Hence (4. 6. 19) is proved by (4. 6. 24) and (4. 6. AES e pr 
Ej/2 
< > ,exp (一 CM log7)， exp { — g] of (4.6.6) is now completed. 
o i = (2) Proof of (4.6.8) and (4. 6. 9) 
< > (logz)exp{— CM*logj} < œ, (4. 6. 23) Let C, be as in Lemma 4. 6. 3. First we prove 
ee lim inf B, sup |WCr.y)|<CY? as. (4.6.28) 
which together with (4. 6. 22) implies | 000 RCD, 
fy 1 Se a.s. (4. 6. 24) Let T,=e" (p>1), Dr = Dr, Dr,» Dr =i Gry) 0S 
Consider 7,. By (4. 6.12) or Theorem 1. 12. 6 of Csérgé and ry yRbr_, zy 安 27 0， By (2.3.27), there exists a sequence of 
Revész (1981), we have independent random variables {Y,} such that 
P sup |W(R)|2ule FFI —e VF 1/2} sup IWR) | 
RCL, RCD 
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da 
SY, + {dlog| +1} +12) sup IW Crs ys 


(ryp ERD ` 
Tatl 


Yati sup IWR) | 


n 十 1 


dy {log 


T, 
e41) +12) sup IW(z,y)|. (4. 6. 29) 


y) E Dyp 
at] 


Now, by (4. 6.12) or Theorem 1. 12. 6 of Csorge and Révész 
(1981), we have that for n large enough 


; ‘i : 
Jati :=P| dlog( ri +12) sup By Way) >e] 
n (ry E Dy ji 
<P{ sup |W(z,y)|>e'n "B51 } 
DED mrs 
<P { sup |W Cr, y) |> nT /CloglogT,,,)'/?} 
Cz. y) € D 
a+] 
<C + log Cbr CT exp ar) 
ndl n’? (loglogT p4: JE 
: eit? 
<CloglogT, riexp4 —e’ — 
e” n?’ 
<CUlogne"*<Co-", (4. 6. 30) 


f . . . - 
where e is a positive constant depending only on e and p, whose 


value can differ from line to line. By the Borel-Cantelli lemma we 


have 


Fa 
lim sup sog) sup Br |W zr,y) | 
+1 


(2 woe Dy 


<e a.s. (4.6.31) 
Let 
= 1 log r Tari) 
CA++ loglogT,r, ` 
By Lemma 4.6.3, we have that for n large enough 
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ti 


—p{ sup pr |W(R)|<Cy*+e)} 


dati ROD, 
n+] 


之 exp | -AUTA ogl br Tati’ } | 


1 
=exp | -z loglogT n+} 
= (n41) 9+9, (4. 6. 32) 
Choose p such that 1K p<1+e/2. Then 


Soe. = 0, (4. 6. 33) 
n=] 


By (4. 6. 29). (4.6.30) and (4. 6. 32), we have 
Ja? =P{Y n 1 SCY +8) +e} 
SJ ne Jaa (nm $1) 9 — Ce (4. 6. 34) 


for n large enough. Hence 六 ae =œ, Then, by the Borel- 
Cantelli lemma and the independence of (Y,}%,, we obtain 


lim inf Y p, S CPA +e) +e a.s. (4. 6. 35) 


ne co 


By (4.6.29), (4.6.31) and (4. 6. 35) we obtain 
lim inf sup r|W CR) | 
T— co ROD, 


<lim inf sup £r, IWCR)|<CH7(1+e)+2e a.s. 
nn 0 dias (eee n 


(4. 6. 36) 
which implies (4. 6. 28). 


Next, we prove 


lim inf sup Br|WCr,y) |= a.s. (4.6.37) 


1 
T+o (2. 9)€Dp (2C) 
Let 
Ap {T 30’ ScbrT Ee k0, 
An = (Tye? KT Ket” , TE As}, R20, 720, 
6(T;.;) =inf{br;T E Aaj} > (4. 6. 38) 
。 417° 


D, = { Cx sy) tye” 3 0< ;YbCT,,) } 9 
where 0<p<11 will be defined later. Note that Ar—0 and 


k 
plog@G + 1) < Ay for T E Aig 
Also, for any e>0, there exists jo such that 


= Ø for k > elogj, j > jp. 
Hence 


lim inf Br Sup. Way) | 


(x 


之 lim inf 
las ay ing P, 29D, IW,y) | 


per 


k+1 
x DED, UWS) g 


Cr. whe 


lim inf inf e7?” 
J>» krlogj 


“| log; —3/2 
cre 


(4. 6. 39) 
By Lemma 4. 6. 3 we have 


7): =P| fat ee fi logje) 


k< slogj k+1 nE k+] 
x sup |W (z, a 
(ry ED | MISE aS | 
< Z log 
< Bor 2(1 + &) pee glogb(T De- jp a 


kelogj k T 1 


k 
< De exp| — Evel i Ya + &)log 7? | 
< sqlog 放 六 "ato， 


m (4, 6. 40) 
oose O< p<] such that p(1+e)>>1. Then 


Zoe: (4. 6. 41) 
which implies 


lim inf inf en logs? eal “| ed Sa 


pros k&clog; k+] k-+] sup |W(z,y)| 
Rij 


(7. WED 


> ENER 
(2C,)'?4(1 +e) a.s. 
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Thus (4. 6.37) is proved. By (4. 6. 28), (4. 6.37) and (4. 6. 18) 
we get (4. 6. 8) and (4.6.9). The proof of Theorem 4. 6. 3 is 


completed. 


4.6.2 The moduli of non-differentiability for a two-parameter 


Ornstein-Uhlenbeck process 


Let {X (t,v);t220,v20} be a two-parameter Ornstein- 
Ulenbeck process (OUP) 
X(t,v) = ent | X, + ffe 


Ae “thdW (xsy)} ， £0, v2 0. 
(4. 6. 42) 

Lin (1995d) gave the moduli of non-differentiability for 
{X(,v)}. Assume that there exists 0>0 such that E |X, |°<oe. 
Let 

Bw) = (1 — e7™*)/28. 

Theorem 4.6.4 We have 
| 8lagh™! 


1/2 
eee | 机 


lim inf sup 
h0 OX OSA 


=] a.s.; (4. 6. 43) 
8logA 

lim int ane sup, | Senn soe)  |XG+ssu) X su) | 

=] as (4. 6. 44) 


for any v->0. 
Remark 4.6.2 By symmetry of X(t,v) ont and v, we also have 


8logh S 加 
lim inf sup, Bayh \X(t,utu)—X (tv) | 
=] ASe 
Slogh * 


lim inf su SU 
h e0 OXv=l1 Lush tee 


1/2 
slogh] |X(s,vtu)—X (sv) | 


WBA 


=] a.s. 
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for any t>>0. 
Theorem 4. 6. 4 and Remark 4. 6. 1 imply that almost al] 


sample functions of X(t,v) in £ (v) are nowhere differentiable 
for any v (t). From the proof below, it is casy to see that the 
range [0,1] of t (or v) can be replaced by any finite intervals. 

The proof of Theorem 4. 6. 4 needs the following lemma. 
First, we write 


XCi+s,v)—X yt) 一 上 | (hes su) tE: Gs s,vI tHE Gs u) 


(4. 6. 45) 
where 


E (tss,v) =e“? -® (] —e")X,,, 

E(tysyv) = emtec er) f emma (x,y), 
0 E 

E Gsv) Za eaf fe 


0 


“thdW (zr, y). 
Lemma 4.6.4 For any €<0, there exist h=h(e)>0 and C= 
Cle)>>0 such that for i=1,2 


l ho! 1/2 
oe EEs | Se} <CChlogh™)”. 


PÍ sup sup sup | 


OSS OSA vuoh 
Proof For i:=1, we have 
E Gss u) | S (e — 1) |X, | 
for any t=20, s0 and u©œ0. Hence 


| logh™' 


1/2 
P| sup sup su h | [Ess |e} 


Oto] OSs<ch usuxut+h 
<P x >S (hlogh-")- | 


cE |X |°Chlogh™!)*”. 
For 7=2, let 


(4. 6. 46) 


tts fv 
Y, (v) = en e+ (eh — DÍ [om @awix.y), 
Q 0 
4 4?0 è 


which is a Gaussian process with independent increments for any 


fixed t and s, and 


EY? (vy) =h (e*—1)? (1 —e 7t?) (em—1) 


4ap 
1 
Sga 


et — 1) eA, 


We have 


logh™' 


1/2 
| Gas) |e} 


logh mi | yi 
Oho 


P; sup sup sup 
KLL VU vnut h 


<P | sup sup sup 


oarl Ls Ah vSinsiuth 


Let t;=[02/h]h/2, j=0.1,°, for any t>0. Write 


[Yu GONS] Yoa 6) | 


+ Slen*sert ier (er — 1) 
j=0 


We have 


-14, 1/2 


logh 
h 


e 人 | 了 ， ,50 (u) | 之 


| 


P: sup sup sup 
Orsi) OLA vuu h 


sE 
2 
B (Xi ‘Sy OIE | 


1 logh 
<j sup, Pher n 
-1 1/2 E 
-a sup P Tra (wth) |>ce"| 
h Ot 1 h : 2 
< Eexp | ae em/ EY? ， ,Co 十 和 | 
c os ep 
<f expl Jailos ~ 
Le exp(—hA 1”) 
Similarly, 


eY, (u) ie}. 


(4. 6.47) 


ee 3 n 
Hn ethdW (x,y) | 
Q 


(4. 6. 48) 


(4. 6. 49) 
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P| sup sup sup 


OS 1 OKKA eS u<e+h 


logh™! 1/2 
| 


a 
la j | e*t dW (x,y) 
0 


1 CO 
gee sup sup P| sup 


y eLA PEET) | Sup ， 


ee ee ae 
j=0 

logh 

h 


— 14. 1/2 
a et 


pir = gi e" ty dW (x,y) | pe 5 


Ge a ara 


< 7 > 2%*Pexp | — E = = = 1/4 )? 2 一 jie 2v h 
logh™! 


7 一 0 
ee 92GtDay | — ep — 9-1/4y2 1 
ae >, PL path — 2°)" gk 


rape ae aa D| | 


ie amc (1 a eo) | 


er eee) 


=Q 


c — 
yes ae (4. 6. 50) 


Combining (4. 6. 47)— (4. 6. 50) yields the required inequality. 
Proof of Theorem 4. 6. 4 


At first, we prove 


1 Slogh™! 
im sup int, sup SUP, ae Gea —Xt,u)| 
<la.s. (4.6.51) 
Let h,=f, 0<C@<1. Using Lemma 4. 6. 4 we have 
loge ts 
Pave, sup sup, | SF] isu hs |e] 


© A22 ° 


<r") 
which, in combination with the Borel-Cantelli lemma, implies 


—}\ 1/2 
a | IE Gtysyt +E: C5552) | 


lim supsup sup sup 
n> O&A 0 vv 十 和 


<e a.s. 


Furthermore, we obtain 


8logh 


1/2 
ETTE \E,(tys,u)+&2(ty55u) | 


=Qa.s. (4. 6.52) 
Hence, from (4. 6. 45), it is enough for the proof of (4. 6.51) to 


lim sup sup sup 
AO Lra O<2sh We 


show that 
8logh ý 
k +394 < 电 e 
lim inf, sup, gup dapan) OOII as 


(4. 6.53) 


Let 


t+s fu 
nits) = eaf [edw Cay), 
i 0 


1 十 5 


Ct, S4) = oF "ce — e" )ePdW (x,y). 
Q 


i 


Then 
Ê (Essu) = 1 (t,s,u) + hasst). 
Consider 7, (t,s,u) at first. We have 


ts fx 
Eni(t,s,u) = | | (ee 一 ce)zezdzdy 
t 0 


A- 20s ae as _. _ ao 2h 
“2820 1) 7 D+s}a eo) 


= 和 de) (1 十 o(1))》 as 3 一 0， 


Along the lines of the investigation for &,(#,s,4), we can obtain 
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Slogh 
oe | [7.Ctss,u) | =0 a.S. 


lim sup sup sup 
h0 OKI OXSsShk vurt h 


(4. 6. 54) 
Now we need only to show 


| logh7} 1/2 
lim sup inf sup sup eo [7 Ct,s,u){<l a.s. 


OKL LLA Luota) WBCUA 


(4. 6.55) 
Note that 


En (t,s su) = 4 二 


Consequently, 7, (t,5,%)/P(u)” is a Wiener process on s for any 
fixed ¢2=0 and v>0. Let t'=th, i=O,1,°+,[h7']. Then using 
Lemma 1. 6. 1 of Csorgd and Révész (1981), we have 


-1 
P| min sup Poi 


OLiS A = Qs A 


= TPP {sup 
2 


—Ż pato? 
rid 要 


[9 ssu) [>1+e| 


gl ho? 1/2 . 
ire) 17, @',s,v) | Site 


17h 


<exp 


(4. 6. 56) 
Let h,=1/n. Then (4. 6.56) implies 


8logh, ' 
Bh 


lim sup min sup 
ween ORILA? os < 


17 
In @'yssyv)|<lt+e as. 


(4. 6.57) 
For vSusvu+t+h, let 


f Pas li 
C1 (t',s,u) = eef [chawee.y), 


l t +s ie 
Catt 95 su) = (fums = Le | [emaw cr.) 
t 0 
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Then 
Wy = Ms) 十 C (2 58st) 十 Giya. 
(4. 6.58) 
Similar to (4. 6.48), write 


|E su) | < ») LAG 十 SpoSep1 — Sevtt) E 
k=O 


We have 
ERCE F Srs Sisi 一 Sett) S zg? G+D (em 7) 
<h?2-* 
Then 
| 2 
P| max sup sup ogi | £,(t',s,u)| > 
occa | OKKA vRu<eth 
a —1} 1/2 
<>, P| sup sup logh | 
t=O & 0 es ae h 


x Io, (t -} SksSk4i 一 Srt | = 3 


一 | k+1 A e —ik+1)/2 | 一 】 ~lp,-2 k 
Se rp h (logh) h ?2 


k=0 


< e 一 LA 一 a/2 
< ch Sore a (hlogh-")-1 ++ 2 | 
Se € > xp > 

< ch exp(— h12) > 2'exp(— 24/2) 


k=0 


<c exp(— h7’), 
which implies 


一 1 1/2 
ogh |E ss su) | 


lim sup max sup sup 
n— co KiKa! Kh a ali 


A e>, OES a.s, (4. 6.59) 
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For €,(z',s,«) we have a similar inequality. Therefore we obtain 
from (4. 6.57) and (4. 6.58) that 
8logh; 1 
TB (vyh, 

<1 a.s. (4. 6. 60) 
And further, (4. 6. 60) implies that (4. 6.55), hence (4. 6. 53) 
holds true. (4.6.51) is proved. 

Next, we prove that for any v>>0 


lim sup min sup sup 
n— CO ox<icctn! Osh. vsu Koth 
n 


1/2 | 
| 177, Ct’ 5552) | 


des Siete case 8logh 1 \ 1” , 
lim inf int Sup nA see) XG) 
之 ] as. (4. 6. 61) 


From (4. 6.52) and (4. 6. 54), it follows that (4. 6. 61) is equiv- 


alent to 


ieee se ee oa 8logh™! 
lim inf inf Su nB(vyh 


h~Q OKIL] Osh 


1/2 
| l7,Ctosyv)|ll1a.s. 


(4. 6. 62) 
Put 


1, (t) = eA] [ema (x,y). 
Oo! 0 


Noting that 7,(1)/B(v) is a Wiener process in t and 7, (t,s,v) 
are increments of 7%,(1), we conclude that (4. 6. 62) is true from 
the moduli of non-differetiability of Wiener process, and hence 
(4. 6. 61) ts proved. Combining (4. 6.51) with (4. 6. 61) com- 
pletes the proof of Theorem 4. 6. 4. 

By the same discussion, Lu and Yu (1997) obtain a Chung’s 
law of the iterated logarithm for a two-parameter Ornstein- 
Uhlenbeck process as follows: 

Theorem 4.6.5 Under the assume of Theorem 4.6.4, we have 
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lim inf sup | mw BCuyh 


Sloglogh™’ 


lim inf sup sup 


AO 


Oth VE 十 用 


EEST, 
Siogent | Oso) = XO,v)| = ] a.s., 


| 


wBCudh 


1/2 
| IX (tu) — X(0,u)| = 1 a.s. 
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Chapter 5 


Other Path Properties of 
Gaussian Processes 


a S 


In this chapter, we introduce the p-variation of Gaussian 


processes and the fractal nature of Gaussian processes 


5.1 The p-variation of Gaussian Processes 


Let {X(t); t20} be a mean zero Gaussian process with sta- 
tionary increments. Put 


oth) = EX0 +h) — XOP. C3. 141) 
Let r= (0 = mx, <<a, =a} denote a partition of [0,a] 


and m (x)= maxl<i<u (Ti — Xi-1) denote the length of the largest 
interval in 7. 
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5.1.1 Introdution and Results 


The interest in the p-variation of stochastic processes was 
initiated by Lévy’s elegant result on the 2-variation of Wiener 
process {W(t) ;#20}, Le. 


fier, 1 it1\\? __ 
tim (| 二 一 更 | pn | =] as 


i=0 


There are many generalizations of this result. Dudley (1973) 
showed that for any partitions sequence {n(n)} of [0,a] with 
m(nln))=0(1/log n), 


lim > (W(x) — W(x 1)) =a a.s. (5.1.2) 


mez En) 
However, de la Vega (1974) showed that this is no longer true if 
the condition on m(x(7)) is relaxed to m(x(n)) = OC /logn) . 
Taylor (1972) showed that 


lim sup X JAW (z) — Wz) = 1 as., 


ĝ— 0 REQ OD) Ex 
2 


where g(x)= |zx/ /2log log(1/x) |? and Q. (8) = {partitions x of 
[0,a ]3m (2) <8}. Similar results for the stochastic processes, 
with 2 replaced by p, are refered to as results about the p- 
variation of these processes. 

Results about various aspects of the p-variation of Gaussian 
processes appeared in Kono (1969), Kawata and Kôno (1973), 
Giné and Klein (1975), Jain and Monrad (1983), and Adler and 
Pyke (1993). Recently, Marcus and Rosen (1992b) considered 
the p-variation of Gaussian process X (+ ) and proved the fol- 
lowing theorem. 
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Theorem 5. 1.1 Jf o (A) is concave on [0,a] and satisfies 


lims .oo (h) /h? =b for some p22 and Oo, then for any 


sequence of partitions {n (n)} of [0, a] with m (nx) = 
o((1/logn)’”), 


lim >) |X(a.) — X(ai-1) |? = EN(0,1)? ba avs. 


"rE€ nin) 


人 
Also 


lim >) AG — a 


aii E n(n) 


= EINO OD PI [XG lrdr as. (5.1.4) 
Q 
Shao (1996 b) weakened the condition on o (h)and gave 


more general results. 
Theorem 5.1.2 Let p>1. Assume that o’(h) is non-decreasing. 
Then for any sequence of partitions {x(n)} of [0,4]. 

lim > Cx; 一 Ti_1) |X Cz) = 


z,€ x(n) of (x; ~ pa) 


= al |NCO,.1)|? as. 


nm co 


(5.1.5) 
If one of the following two conditions is satisfied; 


(CA1) (h) is concave on [0,a], and 
m(n(n))=0(Clogn)~1¥ 4/2") ; 
(A2) o (h) is convex on [0,a +£] for some &>>0,and 


1 l l 
max (2; 一 2;-,)272 4? = = ae 
Da ; wye er prela 54) = ollo Ma): 


Theorem 5. 1.3 Assume that (h) is continuous on [0,a | satis- 


fying 
[ove de E A 
l 


Then, under the condition of Theorem 5.1.2, we have 
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: m= a (x EA a) |? 
Cp ea) e aa i A 
lim 2 of (Xx; 一 Fii) 


we Oz. Extn) 
= PENODI | |X) dr a. S. (SRG) 
The following results are immediate consequences of Theo- 

rems 5.1.2 and 5.1. 3. 
Corollary 5.1.1 Assume that o? (h) is non-decreasing and con- 
cave on [0,a] and satisfies lims-o0 Ch) /h"=c for 0<La < and 0 
<e<ico, Then for p>1 and for any sequence of partitions 
{x(n)} of (0,a] with m(r(n))=o0{ (logn) Y?) , 

lim >) |X) — X (i) Pa Ti) 


nor, € x(n) 


=achE|N(O,1) |? as., a 
lim > |X" (za 一 Maia) ae e ET i 


n= Extn) 


= a(2c)"| |X) lrdz a. S. (5.1.8) 
0 


Corollary 5.1.2 Asume that o°(h) is non-decreasing and convex 
on [O a+ £] for some eo0>0 and satisfies lims .oo Ch)/h’=¢ for 
1/2 La<l and 0<ic<Coo, Then for 1<p<(2/(2a—1) and for 
any sequence of partitions {ar (n)} of [0,a] with m(n(n)) = 
aClesny VORAER; 


lim > ， [天 《| 


wer € nin) 


=achE|N(O,1)|? a.s. (5.1.9) 
and 
lim SS |X? Cx) — X’ Cri) | 一 PAD 


AA Eran) 
— a| Xa) [Pde a. 5, (5.1.10) 
Ô 


In particular, for any sequence of partitions {x (n)} of [0,2] 
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with m(n(n))=o(CClogn) Y0»), 


lim >) [X (£) — X (ri) |!" = aeE|NO,D I" a.s 


nF OO 


z,€ x(n) 
_ (5.1.11) 
lim >, Xr) 一 X? a)" 
x E x(n} 
— »\l/e sS a 
a(2c) Fixa ie. ads. (5.1.12) 


Applying Corollaries 5. 1. 1 and 5. 1. 2 to the fractional 
Wiener process, we have | 
Corollary 5.1.3 Let {Z(t);t220} be the fractional Wiener pro- 
cess of order a,0<a<l,i.e. c(h) =h'. Let lc p<2/((2a—1) V 
0) and rpa= (O V p/2)1(0<a<1/2) +1/(1— 2a41 A 2/p) 
XL/2<a<1). Then for any sequence of partitions {x(n)} of 
[0,a] with m(n(n)})=o( Clogn)~"+.«), 
lim >, IXa) — X (z) |?) 一 元 DA 

z,E x(a) i < 


=ak|N(0,1)/* a.s. 


$ 


lim >, |X? Cx) a X* (aj-1) wey E Cer n 


"zr E Rn) 
= a2*|'|X(x)\tde as 


In particular, for any sequence of partitions {x(n)} of [0,a] 
with m(n (n))=0( (logn) 140), 


lim >) |X) — X lam) P = aE|N(0, D| as., 


月 一 ”CD 


lim SY [X?(x) — Xx) | = a2" IX (x) [Md as 
p 


n-e CD 


z€ K(n) 


Corollary 5. 1. 1 with p = 1/a coincides Theorem 5. 1. 1 
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(Marcus and Rosen 1992 b). The results in (5. 1.7) and 
(5.1.9) for p=2 overlap Theorem 2 of Giné and Klein (1975), 


but the assumption here looks simpler. 


5.1.2 Proofs of Theorems 


The proofs of the Theorems need the following lemmas, 
some of which are of independent interests. 
Lemma 5.1.1 Let (X,Y) be a normal random vector with EX = 
EY=0. Then 
EIXY|"<E|X|*E|Y |? +C,|EXY|E|XCEIY |?" 
for pæl, where 
Co FEIN 
(EIN Y EIN 
and N is the standard normal random variable. 
Proof Put p=E(XY)/EY’. Using the elementary inequali- 
ty 
Gtr S14 2¢(c2 + 2’) for every x > 0 
and noting that X—pY and Y are independent, we have 
E|XY|* = E|X — øY + eY|?|¥ 1’ 
< EUX — ey |? + 2°C(X — pY|P "lev + eV IOI? 
= E|X — pY|PE\Y|* + 2*{IplEIX — oY |? CEI PO! + PEIX 
< (EX? — pEY?)*?E(N\PE|Y |? + 274 LØJ CEY NEJN” 
+ |p| (EX? 一 PEY PVA (EYDE N| EN +} 
< (EX*)P"E|N|PE|Y |? + 274 IEXY |PE|N|%? 
十 | o| (EX?2)0-D2(BY7)CtP2E| NP EIN jet? } 
<E|X|PE|Y|? + 2° (| EXY | (EX? EY?) °° PP EIN |” 
+ |EXY | (EX?) °-P2CEY?)P-D?2E| N PTEN t} 
ERR 


= E|\X |? |Y |? fe 2° |EXY|E|X|*El|y|e- 


x {EN + EINN 
(E[N |7 FINE 


as desired. 


Lemma 5.1.2 Let B= (b;) be an n Xn real symmetric matriz, 


Then for any += x," ,x,) 


tBa! <= EHA : (ou ie 13) 


i=] 

where bè = boen Bol = 1 

Proof Let B* be a diagonal matrix with diagonal elements 
{b}. It is well known that B* —B is a symmetric positive semi- 
definitive matrix. Hence (5.1.13) follows. 
Lemma §.1.3 Let p21, and (€:31<isin} be a Gaussian se- 
quence with mean zero. Then for any x>0 and any sequence of 
positive numbers {a:;1<i<n}, 


PE] Dalii)” — e| Jalgi)” |> 2} 


i=] i=] 


2exp — x 
~~ 
(5; i; 14) 


where P: = pie | £E,; | oF 一 ] ,2 ，，… 57. 
Proof Put q = p/(p — 1) and define || 6 le = 
(Dorey Mal) for b= is It is well-known that 


( Dralél?)" = sup dial*hé, 
e ot ey 
By Borell’s inequality (Theorem 1.1.1), we have 
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nit Seite" al Sater >= 


= 已 | sup > al ?bié, — E sup Sirah é,| > x} 


as 
Nou <i fy Ned ,<1 


x | 
=<. 2exp| = x a / C. A A 
2SUP jsl <E 2 bE; 


Let B= (p;) be the covariance matrix of (érts $) and y= 


(Setelo? 


(albit ar?b,). It follows from Lemma 5.1.2 that 


n 


15 = '< sup alb? 0 
sue F Dai" 7 eee ` ue, 之， 
2 - . a-z \ 17 248 f= pee, 
pli{ SX". are | < 
UA KA. | ae | 
sup || 6 || 3 max (a?/?p,) ip 2 
Won st Win 
1 一 279 ， 
( SY ar 1 — 
< dzi 
MaåaXigiga (a?’? ) if P = Di 


This proves (5.1.14), by ©. 1. 15) and (5.1. ee 
From Hélder’s inequality it follows immediately that 


E( Sialél*)”? < | Sak 16!" 


a " p l/p 
The next lemma gives a lower bound of El 六 aa A ) : 
Lemma 5.1.4 Let p>>1,{&s31<iSn} be a Gaussian sequence 
„em ss : 


ti ors {ais l 
with mean zero. Then for any sequence of positive numbe lai; 


E E. p lt i F | E, |? 


1/p 


\/p 


i = o\ (1—p)/p 
x [1 +C, DaElt le tp/( Dalel) ee, 
(5.1.17) 
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where p; = > |ES6;|, and C,is defined as in Lemma 5. Toi 


Proof By Lyapunov’s inequality, for any random variable 
X 


(EIX |r)? < (E |X | )1 0 一 《到 |X 7) DD 


Hence, 


B( Dale) > Eel 
= oe ATE D aa 


| Dy GE IE, |?) (2p—1)/p 
(EU ale) yoo (aie Te) 
i=) ? : 
By Lemmas 5.1.1 and 5.1.2, we have 


Ba 


一 (站 十 到 Sal? — £181)? 


一 一 


< ( Dd, aE |E,|?}? TE; > aajE |€ PE |? | EEE; | 
i=] 


li jn 


< (aElél) +, D ake 6/20, 
i=] 


lista 
< | DaiElél:) +, >) @E |&,|-2p,, (5.1.19) 
i=] liga 


(5. 1. 17) follows from (5.1.18) and (5.1.19). 
Proof of Theorem 5. 1. 2 
We first collect two facts: 
(A) 于 op) is concave on [0,4], then 
ECX (a,) — X (2,)) (X (ay) — X Cz) <0 
for 0S TI 2, <a; 


(B) If oCh) is convex on [0,a 十 eg] for some eo >0, then 
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for OR Rr. Sz SMG and there is K > 0 such that 


02( 工 十 y) 一 GT) S Ky forall oļlrírt ysa. 


Let 
1/p 
(x; cree |X Cx) = X (x;-1) |? 
一 " 1 n 
Ena) = a D ae — 2-1) 
p= Sh JEX) — XG) (Xd) — X laa) |> 
z. Exin) 
l 2 (2—p) 
i pr) for 1 之 pp 所 2， 
z.€xtn} of =; Te) 
i= 
， a Ae g for p > 2s 
Tet oF Cx, — a} 
We next prove that 
ô, =o(l/logn) as n-* œ. (5.1. 20) 


I. 6( © ) is concave on [0,a]. From (A) we get 


=e a= ae 


-一 >») ECX (a,) 一 X (a;-1)) CXC; a X(Zi-1)) 
ji rE Nln) 


So mana — E(X(a) X(N) X (2;)) 
=PO a= XG) CG) A) 
L DO = e 
Thus, by condition (A 1 ) 


Ti — 2-1 
| 2 g? (Ti ie Mics) 


Sed Or aa e 


(515.21) 


3 


for 1 p= 2s 


| (2—pip 


max 20° (T: — oe 
x, € x(a) 


2/p 
| for p p 2 


g? (x; —- Zi-1) 
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n (2—p)/ 
sS a E 7 Tiq)” i ee for l < P < Zs 


2 maX erop CL — apea) for p > 2 
1 (2—p)/ 
< M (C > Ez E Ti-1) | E for 2 < P S 2， 
2m (x(n) )?/? for p > 2 
= o(1/log n). 22) 
This proves (5. 1. 20). 


I. o°(€ + ) is convex on [0,a+e ]. Using (B), we have 


P= EXG) = Xia)? D0) XG) — X@Y) 


z,E x(n) 
l 
= Do (a WC ee) 
K clr — x1). (5 1.233 
Similar to (5.1.21), by condition (A I ) 
0, 二 
Ti —T 5 2 
i 一 
Dl) Cm eS) "forl <p <a, 
= Zip 
c MaX € x(n) Gr. 一 Dink) Foe) for 办 2 


Cz, 4) < 
ehea Ck for 1 <p ce, 


Tj Exin) 


人 


(z; =F ) 1+2/p 


P (x; — x4) for p >2 


C MAXI € x(n) 


= 0(1/log n), C5. 1.24) 
from which (5. 1. 20) follows. 


From Lemma 5.1.3 and (5. 1. 20) we obtain for any >0 


p{|{ 5 Gia ew XG) — XG) 
Bo GD ies 
e 438 > 


> 


< 2exp(— &*/(26,)) = 2exp(— e’logn/o(1)). 
Therefore, by the Borel-Cantelli lemma 

| x — xz) |X (zd 一 XT) 

al Zp Bey 

一 a.s; (5.4.25) 
Since È), cain Ti T B-DELX Ca) — XG) [/0° as — zi) = 
aE|N|?, to finish the proof, by (5.1.25) and (5.1.16), it 
suffices to show that 


lim inf Ex» > (EJN |)”. (5 l: 20) 


n-ro 


In terms of (5.1.21) and (5.1. 23). we have 


2p a Pi 
r Erlin) o (x; 24) 
= 2 
= EIN! 5) Ga 
j a Cr; =] 
z; Enin) i “一 1 
oF|IN|? (x; 一 2)’ if g? is concave, 
r Extn) 
< pp—2 (2; — Loe i + 2 
ZEINI b -ii jf ois convex 
r ERr) g (2x, — oy) 
2aE |N \*?~?*m (x(n) ) if o? is concave, 
(T; = Dae z i 
vac E| N|? MaX enw 一 一 一 一 jifo ls convex 
| | xz Erin) a* (x, = Zi) 
=o(1) as neo, (5.1.27) 


Hence, (5. 1. 26) holds by lemma 5. 1. 4 and (5. 1. 27). 

The proof is now completed. 

Proof of Theorem 5. 1.3 

The proof follows from that of Theorem 5. 1. 1 (cf. Theo- 
rem 1. 2 of Marcus and Rosen 1992b). 
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5.2 The Fractal Nature of Image and 
Graph of Gaussian Fields 


The study of the random fractals began in nineteen forties, 
though there was not the notion of the random fractal at that 
time. In ninetcen forties, Lévy P studied the sample properties 
of a Wiener process. Later, Besicovith A S and Taylor S J also 
studied similar problems. By combining their results, it is 
known that the Hausdorff dimension of the set of the zero points 


of the one-dimensional Wiener process W( « ) is 1/2, i.e., 


dim{z € [0,1]; W G) = 0} = 7 a.S., 


which is possibly the first one of the beautiful results on the ran- 
dom fractals. Since then, there has been considerable interest in 
the fractal nature of the image, graph, level sets and multiple 
point of Gaussian fields, including fractional Wiener processes. 
Another early result is that the Hausdorff dimension of the image 
of the one-dimensional Wiener process is 1, and while, the 
Hausdorff dimensions of the images of high-dimensional Wiener 
processes are all 2, i.e., 

1 ka= l; 

2 itd > 2, 

where W(t) = (W, (4), °**,W.2(t)) is the d-dimensional Wiener 
process. Xiao (1995) studied the Hausdorff dimension and pack- 
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dim{W(t);¢ € [0,1]} = 


ing dimension of the image and the graph of index-a Gaussian 
fields. We state his results here. For more and other studies one 
can refer to Adler(1981), Cuzick(1978,1981), Goldman(1981), 
Kahane (1985), Taylor and Tricot(1985), Talagrand(1995) and 
others. 

Let X(t) = (X, (t), +, Xa(t)) be a R*-valued mean zero 
Gaussian vector fields on RY. We assume that the coordinate 
ficlds X,,***,X4 have stationary increments. Denote 

a(t) = E(X; 0) — X;00))’. 
If for cach j=1,2,°:,d, there exists 0<Ca;<1 such that 
a, =sup{a > 0; lim |¢}~*9,(2) = 0} 
一 inf {a > 0; lim lt| “o = oo}, 
where | « | is the Euclidean norm, we call X(t) an index-a(N, 
d) Gaussian field for a=(a,;''',;a7). For simplicity, we shall as- 
sume that all o;(¢) are bounded away from zero on 上 一 ] ,fort 
bounded away from the origin. To avoid degeneration, we make 
the following restriction on the type of dependence allowed be- 


tween the coordinate fields X,,°-+, Xa: there exists a constant © > 


0 such that 


d 
det Cov(X(t) — X(s)) Sell ot—s), 6.2.) 
J 二 1 


where Cov(Y) denotes the covariance matrix of the random vec- 
tor Y. This condition will be satisfied if the coordinate fields are 
independent. A specific example of index-a Gaussian fields is the 
fractional Wiener process. 

Recall briefly the definition of Hausdorff dimension and 
packing dimension. For any continuous increasing function ¢ ? 
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[0,1 ]— LQ œ) with g(0)=0, the p -Hausdorff measure of EC 
R“ is defined by 


p -mesEk = lim inf { > (ar) sE a U Bri,r) TS ò | ， 


(Saeg) 
where B(z,5r,;)} denotes the open ball of radius r; centered at z;. 
Here, the B(z,,r;) constitute an ĝ-cover of E (i.e. ,a collection 
of balls with radius not exceeding ô, whose union includes 五 )， 
and infimum in (5. 2. 2) is taken over all -covers of E. ¢-mes is 
metric outer measure and all Borel sets are measurable. The 
Hausdorff dimension of a subset E is defined by 
dimE =inf {e > 0;s° 一 mesE = 0} 
=sup{a > 0;s* — mesE = oo}, 

Taylor and Tricot (1985) defined another set function p- 
pack E in which economical coverings are replaced by disjoint 
packings, 

o -pack E 
= lim sup { D5 Kari) ;BC2z;,7r;) are disjoint,z; E€ E,r, A 


p -pack is not an outer measure because it fails to be countably 
subadditive. However, -pack is a premeasure, so we can obtain 


a metric outer measure on R” by 
o -pack E = inf { > -pack Ej;E CC UE;}. 
gy -pack E is called the g -packing measure of E. The packing di- 
mension of 五 js defined by 
Dim E =inf{a > 0;s*-pack E = 0} 
=sup {a > 0;s*-pack E = oo}, 


It is known (cf. Taylor and Tricot 1985) that g -mes EXg - 
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pack Æ, so 
o<dim E < Dim E LN. (5. 2. 3) 
For each e>0 and bounded set ECR”, let M(€, E) be the small- 


est number of balls of radius e needed to cover E, and 


. . -logM(e,E) 
ôE) = lim inf le 

3 logM (€, E) 
ACE) = lim sup —leee 


$ and A are called the upper and lower entropy indices of Kol- 
mogorov. Tricot (1982) proved that 
Dim E = A(E): = inf {supAcE,);E CUE}. (5.2.4) 
The following is the result on the Hausdorff dimension of 
the image X(E)={X(t);t€ E} and Gr X(N =la, XG EE} 
of the (N,d) index-a Gaussian fields X(t) , where ECR“ is an 
arbitrary compact set. 
Theorem 5.2.1 Let X(t) be an (N,d) Gaussian field of index a 
with coordinates so arranged that the a satisfy 
ETET ESE 
and let ECR" be a compact set. If for any (s,s) CEXE C001) 
holds, then with probability l, 
dimE + D(a — a) eee a) 


a; 


dimX (£) = min (d; 
k 


k -l 
(ddime + > (a, — a;))/a if Xu < dimkE < >is 
:二 


i=] ¿=l 


ad 
d if dimE > >\a, 


1=1 


(B23 
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dim GrX (E) 


, dim £ 十 > Ca, =o a; ) d 
= min —— <j<d;dimE + Daal 一 a) 


i r=] 


dimX (E) if dimX (E) <d, 
一 | (5:2:6) 


dimE + >)" —4,) if dimX(£) =d., 
To prove Theorem 5. 2.1, we need some lemmas on the 
Hausdorff dimension. The first one is the Frostman theorem, 
whose proof can be found in Falconer (1990). 
Lemma 5.2.1 Let K be a subset of R*%. Assume that there exists 


a positive measure p on K with w(K) =1 such that 


| | —+ (dx) Pe <I oo, 
K y | 


K |x 一 
Then ss -mes K=œ (s0, dim 天 之 7). 
If s’-mes K>>0, then there a compact set K’CK and a posi- 
tive measure x on K' with u(K’)=1 such that 


| | aa anda) < on forany B< 7. 
cle |x — y] 


The second one will be used to deal with the upper bounds 
of dimX (CF) and dim Gr XCE) in (5.2.5) and (5. 2. 6). 
Lemma 5.2.2 Let ECR” be a compact set, f= (fy fa): E> 
Re satisfy a uniform Hilder’s condition of order a= (ay ay)， 
that is, 


lf (x) oT f(y)| S| 一 y|% for any T, y € E; J= Ls2,t yd, 


(5.2.7) 
where c->0,0<a;21¢(j=1,°,d) are constants. If 
QQ Qe Vay, (5. 2. 8) 
then 
* 444 » 


dimE + SY (a; — a;) 
d; De 1 


a; 


dimf(E) <= min 
dimE + >)’ (a, — @) 


a; 


dim Grf(E) < min| 


d f 
1<j<d;dimE + Àa- a>} (5. 2. 10) 


:=] 


Proof Clearly dimf (E) Sd, dim f (E) <dimGr f(E) ,we on- 
ly need to prove (5. 2. 10). Take any Y > dimE. Then by 
(5.2.2), for each 8>>0, there exists a sequence of balls {B,} 
with diamB;<6,such that 


ECUB,, >) (diamB,)’ < œ. (5.2.11) 

é i 
By (5.2.7), each f(B;) can be covered by a rectangle C; of sides 
c(diam B))"G=1,°,d). For each fixed 1 j<d,C; can be cov- 


ered by O (Cdiam B) Din 4-4) ) cubes Cy of edge (diam 
B)“. Since 
Grf(E) Gly U CB, x Cu); diam (B; X Ca) < c(diam B)“ 
t k 


by (5.2.11), we have 
5? (diam (B, X Co) + Di 
i,k | 
Sc > (diam B,) 2 (diam B;)’* XiT 
i 
=f bp (diam B,)’ < œ, 
i 


This proves that 
dim Gr f(E) 


j 
1 _ (aj — a;i) 
Si Smet Wi 5 aah (62D 


J 
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Un the other hand, each rectangle C; can be covered by 


O(C(diam B,) 21%"? ) cubes Cu of edge diam Bi, and Gr f(E)C 
UU CB:X Ca), 


Š (diam(B, X Cp) )”t Eiu- 


i,k 
Sc > (diam Biy < co, 
t 


Hence, 


d 
dim Gr f(E) <dim E+ > Q — a). (5.2.13) 


r=] 


From (5.2.12) and (5. 2.13) we prove (5. 2. 9) and (5. 2.10). 
For the packing dimension, we have a similar lemma: 
Lemma 5.2.3 Under the conditions of Lemma 5.2.2, we have 


Dim f(E) Sena ee E T Sina 7 a) 1 <j<a}, 


a; 


(9. 2. 14) 


Dim Gr f(E) min Pim BF 2a lay — 01) 


oj 


d 
1<j<d;Dim E+ Dd —a@)}. (5.2.15) 


r=1 


Proof We need only to show (5. 2.15). Let Ne, E) be the 
smallest number of cubes with edge e that cover E. It is easily 
seen that in the definitions of 6€ + ) and AC * ), we can replace 
Me, E) by N(e,E). Take any Y>Dim E. By (5. 2. 4), there 
exists {Ei} with EC U E; and supA(E,)<Y. For fixed /, by the 
definition of AC + ), there exists &œ0 such that for any 0<e<e,, 
N (e, E) <e”. It follows that there exist cubes B,,,m=1,°*, 
Ne, Ei), of edge £ which cover E. By (5.2.7), cach f(B,,,) can 
be covered by a rectangle Cm of sides ce (i=1,+++,d@), where c is 
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the constant such that (5. 2.7) holds. For each fixed 1 jd, 
Cin can be covered by Of eDit ) cubes Cm of edge e^i. Let 
E, > U U (Bin X Crad: 
m 大 
Then E 
Gr E) C UE: 
and 
N Cees, Ep < E7 e Of eDit} 
for <e. It follows that 
j 
logN (ee ED Yt UTO 
= a, 


ACE,) = lim sup — logce’ 


By (5. 2.4) again, we have 
dm 正二 > (wow 一 ao) | 
dim Gr F(E) < ming EF Be = psi 
j 


(5:216) 
On the other hand, each rectangle Cim can be covered by 
Ol eÈ) cubes Cim of edge £, and 
Grf (E) CUE: 


where 


It follows that 
Ne, Ep) <e + Of elimi), 
which implies 
ACE) SY + Da P 
by (5.2.4). This proves 


d 
dim Gr F(E) <DimE + >X a — a). (5.2.17) 


¿=l 
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From (5. 2.16) and (5. 2.17) we obtain (5. 2. 15). 
Remark 5.2.1 From the proofs of Lemmas 5. 2. 1 and 5. 2. 2, it 
is easy to show that if f satisfies a uniform Halders condition of 
every order p<a, that is, for every B= (PB, ,Bs) with << 
ajs j=l," ,d (5.2.7) holds, then (5. 2. 9), (5. 2. 107505..2: 14) 
and (5. 2.15) are still valid. 

By a simple calculation, we can prove the following lemma. 
Lemma 5.2.4 #0=a <a [la [L'e < a,and pa U 
dimE < Dy Gothen ~ 


A: = minda SEF Do a] a} 
? s] = EEEn 


a; 


_ dimE + S$) (oa — a) 
ay 
and k — 1 <A<Kk. If dimE > 3)" a, then A= d. 

Now we turn to the proof of Theorem 5. 2. 1. 

Proof of Theorem 5.2.1 Fix j. For any O0<iY¥<la;, by the 
definition we have lim),)-.9 | |o; C(t) =0,s0 there exists co such 
that 0,(t)<co|t|” for |¢]<<1, which implies SUP cad; (t—5) S 
coh” »where d(s,t) =maxicicn |ti—s; |. It follows from (2. 1. 5) 


that 


E sup |X;(¢) — X,(s)| < Kh’ Cog(1/h))”., 


dis <x 
Hence 


E sup [X;@) — X,(s)| S Kh’ (Clog(1/h))!” ， 


By Theorem 1.1.1 (Borell’s inequality), we have 
P{ sup 1X;() — Xj(s)| 2 Kh’ (log (1/h))? + a} 


A? 
| 
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< 2 exp 


With this inequality, along the lines of the proof of Theorem 
2.2.1, we can get that 


. SUP j—s| £A IX; C) — X ,(s) | 
a Wlog(/h) 


By the arbitrariness of O0<Y¥<a,, it follows that for any 0<8;< 


a;, with probability one there exists a positive constant ¢ such 


=0 4.5. 


that 

IXO — X,(s)| elt — s|®i, for any t,s € E,j = 1,0 od. 
Then by Lemma 5. 2. 2 and Remark 5. 2.1, we conclude that the 
right-hand sides of (5.2.5) and (5. 2. 6) serve as a. s. upper 
bounds to dim X(E) and dim Gr X(E), respectively. 

Now we show that the right-hand sides of (5. 2.5) and 
(5.2.6) also serve as lower bounds almost surely. Consider 
dimX (E). If dimE=0, there is nothing to prove. We assume 
Si la, <dimE < 2 ia. Then by Lemma 5. 2. 4,4-1<ASK, 


It is sufficient to show that for any k—1<.¥<A, there exists a 


positive measure o on E,such that 
[ [EIXO = XG)|edNatds) <o. (5.2.18) 


In fact if (5. 2.18) holds,we can assume that o(E)=1. By 
the Fubini Theorem, with probability 1, 


1 
| IX) 一 X77 datas) a 66; 


Let p=aX( + ,w) ',i.e. uA) =o(X (t,w) € A) for ACR’. 
Then uy(X(E,w))=o(E)=1 and 


1 
at i d Z 
= |x — i bats x) pC y) OO 


which together with Lemma 5. 2. 1 yields that with probability 1, 
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dimxX (FE ,w) > 7 
Now let 
Ast) — 2X (5) 
g6(t—s) ° 
By (5.2.1), we have det (Cov(Y(t,s))) >e. Also, 
EIXE — X(s)|[7" 


d 
一 | > (xa; (t 一 s))?} -7/2 


EE. 
(2m) /det Cov (Y) 


TS j= lye. 


Xp | 一 5 XCov(¥) 1X’ jdz de ke oa 


(5:2: 19) 
where X’ is the transpose of X= (z1, ,z4). Take 8,(j=1,-", 
d) with ,>a for a;<1,8;=1 when ww 一 1 and 


Bi S BS <L bas 


d 
YB: < dimE + X| A — £). 
j=] 
Then there exist 6>0, cı >0 such that for |t|<6, 
af) altl G= 1, md). 


(5.2.20) 


EAA. 
It is known that for any d Xd real symmetric matrix B, there is a 
constant c,->0, such that for every XER’ 

ABX TGAN. (Drar 2a) 
Since Cov (Y) is positive definite with rank d, there is a dXd in- 
vertible matrix A such that Cov(Y) :=AA’. Then by (5. 2. 22) 
with B=A (A’) !, we have 


XCov(¥)-!X! > XX'. (5. 2, 23) 
se 


By (5. 2. 19)— (5. 2. 23), we have for |t—s|<8, 
E(|X() — X (s)| 
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-7/2 
sen 月 2 
<c} | 2 alt s|*)?] 
X exp{— (z? fv + 23) /2c,}d x dr. 
= cle — sl Cat + Gale — SPADE e 
R 
4+ (zalt — s |Be-A ) 2) 
x exp{— Cx? 十 see + xt} /2cs) dri dra. (5: Zs 24) 
The integral in (5. 2. 24) 1s convergent since Y <d. Using the 
fact that 
Poe + ady aa for 7> 1, (B. 2. 28) 
0 


|. Cy? + a?)~”exp{— y?}dy 
Q 
~ cY Ja T t + ¢,(7%), forO<Y¥<i1l,p> oO, 
(5. 2. 26) 


where ¢,(%)3¢2(7) and ¢3 (7) are positive constants depending 


only on Y. We first integrate out x, to obtain that (5. 2. 24) is 


less than a constant times 


= 一 人 一 1D)72 
| al a= SAY 十 … + (zalt — s | Fa 8?) 
: coe 十 zi 
x exp| 一 Hb + deeds, aoe 


hence repeating this argument for dz ‘tt, dai-1» we find that 


(5. 2.27) is less than a constant times 


Iz __ as aaa as Ce 
d 
= 一 (y 一 * 十 1)72 
x | (+ >} Gale sle) 
pin att 
ia 上 十 二 
d 
2 
— ; Ti 
| X exp =e ZhedTz 
| be 
78, ~ (Y—1)€B,— B — 0 — on RFD, BY? 
< ct — s | 1 2") 
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A 


1 一 点 十 1 


= y E 
XxX exp i=k+1 ! Lee dre 


2c, 
<L C | 一 》 | -7P + Dia BBD 


. k 
Since Y8, 一 2 — Pi) <dimE , by the second part of Lem- 


ma 5. 2.1 there is a positive measure o on E with 


| | oldt)o(ds) 


|t 一 spa DBA ey 一 月 》 


< co 


Thus we have (5. 2.18). If dim E> S äp the same computa- 


tion shows that (5. 2. 18) holds for any Y< d. Therefore, 
(5. 2.5) holds. 


To find dim Gr X(E), we first consider the case dimX(E) 
<d. Since dim GrX (E) >dimX (E), it follows from Lemma 
3. 2. 2 and (5. 2.5) that dim Gr X(E)=dimX(E) almost surely. 
In the case of dimX (E) =d, which implies that dim E > 


d 
er the dimension of the graph can be larger. Similar ma- 
nipulation as above shows that for any d < ¥<dimE + p (1 
— @) , there exists a positive measure # on E such that T 
[| BC Cle slt + le s1? + X0) — XG) 19) pds) ude) 
< oo, 


Therefore, 


dim Gr X(F) > dimE + Yaa) a.s. 


This completes the proof of (5. 2. 6). 


If E=(0,1]”, then by Lemma 5. 2. 3 and (5. 2. 3) we have 
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the following theorem. 
Theorem 5.2.2 Let X(t) be an (Nd) Gaussian field as in The- 
orem 5.2.1. If (5.2.1) holds for all s,t€[0,1]", then with 
probability 1, 
dimX ({0,1 J =DimX ([0,1]") 
=min (d; H 2 ae 1<j<al， 


dim GrX((0,1]*) =Dim Gr X(L0,1]") 
N+ 3712164; —%) 


a; 


=min {N+ > a-a); <j<d}. 


Remark 5. 2.2 Obviously, Theorem 5. 2. 2 remains true when 
[0,1]. is replaced by any compact set E with non-empty interi- 
or. 
If X(t) is a Gaussian process from R“ to R“ such that 
E(X — XW) = dit — eles 

where 0<a<1, then it is an (N,d) Gaussian field of index (a, 
-»,a,). We call this process the (N,d,a) Gaussian process. The 
R¢-valued Wiener process is the (1,d,1/2) Gaussian process. 
The R@-valued fractional Wiener process is the (1,d,a) Gaussian 
process. It should be clear that the components of the (N,d,@) 
Gaussian process X(t), which are processes from R“ to R, are 
independent copies of the (N,1,@) Gaussian process. It follows 
that X() satisfies (5. 2.1). So ,we have the following corollary. 
Corollary 5.2.1 Let X(T) be an (N,d,a) Gaussian process, E 
CR a compact set. Then with probability 1, 


dim (E£) = min | d， ame), 


dim GrX(E) = min |S mb i mk + d(1— a) 


e 493 ° 


dimX ([0,1] = DimX({0,1]*%) = min{d,N/e}, 
dim GrX(L0,1]*) = Dim GrX(f0,1 ]*) 


= min AN Halaj; 
Remark 5.2.3 Talagrand (1995) showed that if X (1) is an 
(N d,a) Gaussian process with N<ad, then with probability 1, 


Op Mest A tt =.) = 6a, 
where a>0 and ¢(hA) =A “loglogh |. 


5.3 The Fractal Nature of Increments 


of 7?-valued Gaussian Processes 


Let (W(t) ;t220} be a standard Wiener process. By the law 
of the iterated logarithm, 


, Wa +h WwW _ 
lim sup = aoea ae F L ass VS 10,1). 
(5.3219 
On the other hand, by Lévy’s moduli of continuity (Theorem 


0.1), we have 


| Wath -wol _ 
im Su hogh A T! OSV OSA Sb. 


It can also be shown that 


Wa +h -WwW _ 
„Sup lim s sup COhlogh 1) 7 =las.YOSag6<l. 
eas ara 
In fact, we can assume that a=0, 6=1 without loss of generali- 
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ty. Let h,=27 "| (logn)’ ] and 
Wath) — Wa) 


Tig = (2hlogh™ 1) 


Then for any 0<<e<1， 
P ymax Yao =1- E} 
oxi?" —[Clogn)?] 
< P{max_ Yma <1 — €} 
olma” /{ (ogn)’ ] 
2"/[ Clogn)3] 


< [| P(N, D < (1 — 2)(2logh,*)""} 


m=O 
= (= ce Oleg, pi 
< exp(— chy") > 0, n-» o. 


Hence 
lim sup max Yara 之 1 一 as. 
no OO ok 2"—( Cogn)? ] 
By letting 
(Ros Ck + Ti if Ya”, A, (w) 之 L's, 
A (w) —= 
otherwise, 


2 一 [(logn)3] 


A, (@) = J in (WW), 


— 


it follows that P{A, (w) Æ Ø iso. }=1l;i.€., 
PIN UA) GY}=1. 


Hence there exists t€ [0,1] with probability one such that 
co oo 2*—[(logn)’] 


:EN UA) =A YU U Sano), 


m=] n=m =] “一 


which means that for infinite many n’s, there exists & such that 
EE [R2 “atk 十 1)2”) and Yann, Cw) = tee 


Thus 
Yury", CW) = l 一 上 


It follows that 
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SUP. lim sı SUPY riz"]z-" 22 1 as. 


Also, by the moduli of continuity, we have 


max lim sup |Y], — Y 


t€ [9.1] 用 一 oo a | 


a op TWO 
n— co Orl ox” (2hdogk Vv 


It follows that 


sup lim supY 
elon] Tt OO P ai 二 l meet 


So, 


sup lim supY 
Pala kai Prr a.s. 


On the other hand, it is clear that 
aoe lim s sup |Y,;| < lim sup Sue, Faal a. 5, 
Hence (5. 3. 2) is proved. 
Now by (5. 3. 2), it follows that for any 0<a<(1 there ex- 
ists t€ [a,b] with probability one such that 


Wie +h) — Wa)! 
(2hlogh~ Lyi/2 


By the arbitrariness of a and $ , it follows that there are many 


Cat least a countable number of) such ¢’s in [0,1]. On the other 


lim su 
A-=0 P a a 


hand, by (5. 3. 1) and Fubini’s theorem, the Lebesgue measure 
of the set of such t’s is zero. So, it is nature to ask how many 
such ts are and to study the property of the set of such t’s. Orey 
and Taylor (1974) studied the fractal nature of the set 


€ Lo 1 };lim sup (2hlogh— 1)1/2 之 4 
(0<a< 委 1).They showed that for each OXa<1, Ba) is a ran- 
dom fractal and proved: 
Theorem 5.3.1. For any e€ 10,1] we have almost surely 
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dim Bla) = 1 — æ. (5.3.3) 

This theorem tells us that for any 0<a<1,the t's in Bla) 
are nearly as many as those in [0,1]. 

As we have motioned, Theorem 5. 3. 1 is corresponding to 
the law of the iterated logarithm and the Lévy moduli of continu- 
ity of W(t). In Chapters 2 and 3, it has been shown that a lot of 
Gaussian processes have moduli of continuity similar to that of 
the Wiener process W(t). For example, in Chapter 3 we studied 
the increments of /* Gaussian processes, and, Theorems 3. 3. 3, 
3.3. 4 provided the moduli of continuity for /?-valued Gaussian 
processes. What about the fractal nature of the type (5. 3. 3)? 
This section will give the answer. Also, Deheuvels and Mason 
(1994,1995) studied the fractal nature for empirical increments 
and processes with independent increments. But their methods 
are not effective for studying Gaussian processes with dependent 
increments. 

Let {Y 0); — 0 <1 <0} = {X (t) ; —00<t<oo be a se- 
quence of independent Gaussian processes with EX, (t) =0 and 
stationary increments Lh =ECK,G+h)—X@))’, where, and 
throughout this section, o,(h) is assumed to be a non-decreasing 


continuous function for each k1, as usual. Recall 


alph) = ( Jah), a" (h) = max alh), 
k=1 A 


2p | i 
z 好 —*~— ,h if 1<= <2, 
emd Ea í 
o* (h) if p22, 
=E|IN(0,1)|*， pl. 


If the conditions in Theorem 3. 3. 4 are satisfied, then we 


e459 (= 


have 


limsup inf YG+h) YOU+h)—Y() || 
hh 0 p EIES ô olp, h) 


之 limsup min ALY Crh? th)—Y nh’) || 
oLa? 0,o(p,h) 


o | ¥@+s)—YC) leah) 
人 
=limsup min LE oe Ae Ed cS CC) oe CLR 
h—0 eros 一 2 O,6( ph) 
Similar to the proof of (3. 3. 33), for any 1<C8<c2 we have that 
for A sufficiently small, 
>. ke HAP RY Cah) || ee | 
P| ai a SPE 
aa ee 
a (p,h) 
— 4log 7) —4h:—0 as h—0. 


h—0 


“= 


2(h “十 1)exp| 一 


4h exp 


It follows that 


limsup inf AYU TO YO 
pee Ei Ò alph) 


Hence, if we define a random set similar to B(a), by 


=la.s 


加 | YGA) YC) |l + 
Ela) = ire [0,1]; limsup 5,0(p,h) >a) 9 0 委 a 委 1， 


then E(a)=[0,1]a.s. for any 0 委 a 委 1. So, in this case there ts 
nothing for us to consider on the fractal nature of E(a@). 
Now, we suppose the conditions in Theorem 3. 3. 3 are sat- 
isfied and define a random set similar to BCe), by 
E(a)= ire [0,1]; limsup pS +t} ，0< 和 ax 委 1. 
The following result on the Hausdorff dimension of E(@) is 
due to Zhang (1997d). 
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Theorem 5.3.2 Assume that o(p ,h)/h* is quast-increasing on 
(0,A) for some A>0. Moreover, suppose that 

alph) =0la(prh) ogh ')) ash—>0, G.3. 4) 
and that 
E(X,(h)—X, (0) (X CG + DADA Gh)) 


limsup max max 


h0 prt jcy) API (dogh!) “ort(h) 
<0, (Dei 
for each e>0. Then for any a€ [0,1], we have almost surely 
dim Ela) = 1 — æ. (5. 3. 6) 


Also, for the random set 


YUuth)—Y@ |l 
E* (a= (r€ [0,1] slimsup 5G 75 logh =? = =a}, 


Flp h) logh)” 

Lal (5.3.7) 
we have the following result. 
Theorem 5. 3.3 Assume that o(psh)/h* is quasi-increasing on 
(0,A) for some A>0. Moreover, suppose that (5. 3. 4) holds and 


limsup max max 
h0  (logh T PKA) >! 


E(X: (A) — -XOD Ki G+ DA MAG) <a, 
(logh) ?oi(h) 


for some p>0. Then for any a€ [0,1], we have almost surely 
dim E* (a) = 1 — æ. (5.3.9) 


To prove the results, we first state three lemmas required in 


(5. 3. 8) 


the proof. The first one is due to Orey and Taylor (1974). 
Lemma 5.3.1 Suppose that ¢: [0,1]—~[0,c) is a continuous 
function with p00) =0. Let KC[0,1] be such that 天 一 gprs 


M 
where EDD Eat" and En= U Ima with Ina; LSAS Mn) be- 
ing, for eachm21, a collection of disjoint closed subintervals of 
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[0,1]. Then, if there exist two constants A> 0 and d > 0 such 
that, for every interval IC[0,1] with {I|<A there is a constant 
mI) such that for all mz==m(), 

M,C) + =Card {Im CI; 1<k<M,}<dpl|I|)Mny (5.3.10) 
we have p-mes(K)>0. Here|I| denotes the Lebesgue measure of 
I, 

Proof Since K is closed and 中 is continuous, it is suffcient 
to consider only finite covers of K by disjoint open intervals of 
length at most A. Let J;, 7=1,°*+,2 be any such cover. Then for 
m=max m(J:) we have 

M,C) S dI Ma G=1,2,0+5n). (5.3.11) 
Further, since J = UJ; is open and K is compact, there exists 
mo(J)2max m(J) such that E,,CJ for m==m,(J), so that 
S)M,,;) = My, (n= m,(J)). 


:=1 
By summation, (5.3.11) now yields ©. g(|J;|) Œ d-!, which 
implies that g-mesK > d~! > 0 by noting that 


p -mesB = lim{ inf { >) PALI sBCULs IL] <A}). 


Lemma 5.3.2 Assume that o(p,h)/h* is quasi-increasing on (0, 
A) for some A>0 and (5.3.4) holds. Then for any 0<am<a, 
there exists 0O=6(a,,a,) such that 
P{ Sup ， | Yt) — YC) || » > alp, h) logh!) y< he 
for all a0 and 0<th<é. 
Proof For any fixed e>0, put 
O, (p,h)=€ supocscnd Cph) Clogs YE, OLALI. 
By Lemma 3.1.3, Lemma 3. 2. 1, Remark 3. 3. 1 and (3. 3. 6), 
there exist C=C (e, A), ho=ho(e, A) and a constant co indepen- 
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dent of £ such that 


Pi sup sup || Ya+Hs— YE) |] oS 


OT Os 


ralph) + (te ecoo(p sh) doghi } 
<P{sup sup || Y@+s)—YC) || r> 
LIAT OLKA 
zo(p shyt (+e)o. (p,h)} 
T 2 
<C 元 +1jexp| 一 去 竹本 | 
for every x21, T>20 and 0<4<hs. And then the proof is com- 


pleted immediately. 

Lemma 5.3.3 Suppose that {i;i =1,* n} are mean zero Gaus- 
sian variables with EE =1 and EEE; KP Gi), where OSP<1. 
Then for any €>0, A>0, 0<@<1/2 and all t, we have 


P(S) IE > 2} — npo > Anpo} 


€ 
要 [No D> l, 
(5.3.12) 


P{npo 一 Se > t} DS Anpo} 
i=] 


€ 
EEN EE E E E j+2nPÍNO, D>) f 


(5:313) 
where po=P{N(0,D)>t}, p =PINO0, D> G—e)/0— R} 
and ps=P{N(0,1)> (tTe)/(— B®}. 

Proof Let {rt,7;3i=1,°,n} are independent mean zero 
Gaussian variables with Er? = £? and Ey} =1— p’. Then ECr+ 
9, )?= E =1 and FEE KECH) (+9) =’ GAZ). Define 

e’, forO<a<im, 
f(x) = =% 
e”(x— m + 1), for z =m, 
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where m>O0 will be specified later on. It is easy to see that F(x) 
Se? for 2220, f(x) <ne”™ for O<a<n/2 and f(r) (e220) is an 
Increasing convex function. It follows that 


E CTI En) :一 用 9 ype)) Kel PT >D ’ 


i=] 
BCZ19 5 Ln) Sane” 
and g is a function on R” such that its second derivatives in the 


sense of distribution satisfy 
Dig 4 TE> E/G, Sm. sk), 


By Theorem 1. 2.1 on comparison APENES we have 
Eglen) S Eglr + Mmt + 9). 
Choose m=@(Anpot+npo), we conclude that 


PIS T( >t) — npo = ànpo) 
Ply (ODIE > t)) > Fon)} 
Plg(é1,. 6,)>e"} 
Piglet En) Se ts) 

0 Dapo Bg (E, 0 Ey ) 

Se ME g (ry t+ Im) 


et Dp { Eel Din etme | < e) + nellt pi it| >e}} 
< eT IAF Dapo Fef 2 1 > + 2nP{|r| >e}. 


| 


Ae 


By the fact that {7%37=1,°"',n} are independent, it is easy to see 
that 

Eef 2s G>t-9 

=e”? (Kes > op y 

[Keh (1+ p1p Eyr Lent a-e), 
Then, we have 
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P{S\ICE >t) — npo > An po | 
:二 1 
eM AF ape "pt top + 2nP {rE} 
Ce de {re} : 
which implies (5. 3.12) immediately. Note that 
P {npo— > TE >t) hnpo) 


i=1 
= pl YIELD- pa) Sando}. 
i=] 


If we choose m=6(An py +tn(1— po?) and define g by 


B21 982) = f(z <2) 
i=} 


we can obtain (5. 3. 13) similarly. 

Proof of Theorem 5.3.2 We first show that dim 五 (ao ) S 
1—a? a.s. We may assume that a >0 as otherwise there is noth- 
ing to prove. For I=[a,6], let 

RU) = sup | Y¥@ — YG) |e. 
alsar l 
Take 0< a: <a <a and consider the collection S= (a) of in- 
tervals ZŒ [0,1] such that 
RU) > a,o(p,h)(2logh ")'* CI] = h). 
It follows from Iemma 5. 3. 2 that there is a §=8(a,) > 0 such 
that 
PULE As < Mle (Oo< lN <4). (5. 3.14) 
Now let Z, consist of all closed intervals of lenght A, = 
exp(—n/logn), and left-hand endpoints th,/logn Gi = 0,155 
[hz 'ogn]). For any t€ E(ao) there is a sequence of intervals I, 
=[t,t-+u, ] with uu >0 and | 
RU,) > (a + %)6(pyu,) logu, ) 72， 
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When wz, is small enough, each such J, will be contained in one of 
the intervals of @, N F for suitable m. Hence every point of 
F(a) is covered infinitely often by intervals from the collection 
Une Gn N SH. Now let Ta denote the number of intervals in 
CnN. The estimate (5.3.14) yields 

ET a= ha logm. 
So, for e>0 


SValdHer, < 00, 


m=) 


Hence with probability 1, 


ST hina <I 00, 


m=] 
so that dim E(a.)<1—a}+e. If we now let e—>0 and a,>a 
through a countable set, we obtain, with probability 1 
dim Ela) <1 — a, 
Now, we turn to the proof of the opposite inequality. It is 
sufficient to show that for any 0<<a,<<1, we have almost surely 
dim E(a,) > 1 — aż, C52. 3015) 
For each fixed 1>>a@>a and e>0, we will apply Lemma 
5. 3.1 with K chosen as a suitable subset of E(a,) and o(s) = 
s", where B=1—a", 0<e<¢@/2. This will enable us to estab- 
lish (5. 3.15). The remainder of the proof is devoted to the con- 
struction of K and is inspired by, and accurately is a generalized 
version of, the arguments in Section 4 of Orey and Taylor 
(1974). 
Let 7 denote the collection of intervals [u,v }Cf0,1] such 
that 
| Y D —Y u) || pea tp su—u) logiou) 9 {5:310 
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Theorem 3. 3. 3 tells us that 
YG) YGE lle < 26(p,\t — s|) Clog|t — g| 5e 
for all s, ¿€ [0,1] with |t—s| sufficiently small. Hence there 
exists b>0 depending only on a and a such that, for every suffi- 
ciently small J=[u,v}Clo,1];, 
IY) — Ytu) || e 之 as(p,v — u) Clog 一 TOD ts 
(5.3217) 
implies that [t,vJ€ 7 for all rE) = fu,etb(v—u)]. For 
convenience we assume that & is the reciprocal of an integer. 
Suppose that p,, is the reciprocal of an integers Pn+i L bP m 
and bPm/Pm+1 is an integer for m=1,2,++. Let ô be a positive 
number such that é<e/16. For each m==1, define 4 一 [on ]，/。 
=[(p.'—1)/A.]+1 and 
tmCi)=iAmOns t=Oslstela—ls (5, 3.18) 
F = {ta stm i) H Pa]; i=0,1, slam 1}. C5. 3.19) 
We proceed with the proof by considering the cases of 1S2 
<2 and 2<p<(© separately. 
Case I 1<p<2. 
In this case, for each m1 and any I= [£n (i) stm (2) + Pn JE 


F „n we have 


YD te NV GaG) Hen) AY nC) Il 
Slp, Pn) (logon) ECP, Pm) logon)” 


SUP pot <1 Da (Xni) + Pm) — Xi(tnli))) 
ECP + Pm) (2log Pm)? 

O Pn) FP (X En) 十 Pm) — Xsltni))) 
FCD + Pm) (218; (Pm 2-7) TF (loge, 1)? 
SIE O (Pm) EP (Xj) + Pn) — X; nli) 
Spy Pn) logan 


— 
— 
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gp (5. 3. 20) 


where o(p, Pm) = (2) aO On), q = p/(p — 1) and 
Yur = OCP, Pn) DO Ond F(X (tm) + Pm) 一 Xj(tm))). 
= 
(acA) 

We define 

Fin UEF ni Yn a Zlogp,')/7}, 

Fm (b)= (1b) =[u,ut+bv—u));l=[u,vlEe Ft}, 

NCJ) =Card LE Ft; ICJ}, Na=NwCl0,1]), C5. 3. 22) 

L.(J)=Card{IEF,;ICJ}, 1,=,((0,1]), 

Pm =P(N(0,1) >a 2logp,')!/*}, 
where 0<(8(m)—>B=1—a’ as Mi 一 oo， 

From (5. 3.20), we deduce that for m large enough, I=[u, 
vjE AF implies (5.3.17), and then [t,v]E€ Z for any t€ Ib) 
EF (6). 

The following lemma tells us that Na (J) has similar proba- 
bility estimates to a binomial distribution with parameters p= 
yk and n=1,(J). 

Lemma §.3.4 For any 0<(@<1/2, there exists an integer mo 
such that 

PING) = ENIG | > AENG 

= 2exp{— @(A — 20) EN,.W)} + of (Ons 20) 
for all J—[0,1], mme and A>0. 

Proof By condition (5.3.5), we can assume that 


max max 2E Pn) — X CO)) K GH DPn) = Xi GPm)) 


2 
A jp! $P dilh) 


Shh 


for all m1, where bm >0 satisfies bm log pu 一 0 as moo. It fol- 
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lows that 
max BY a ad < Bas 


LIEF | Sd 
For m large enough, let 
pe? =P{N(,1) >aC2logen')"”7} , 


— 3bm) (2logpa') 
pr=P|NOD> m a ， 


(a+ 36,,) logen N? 
(1—82,)'” i 
Applying Lemma 5. 3. 3 to (Ynn ITJ} with S= bm, t= 
a(2logp;')'” and e= 36,,(2logpa')', we conclude that for any 0 
<A<1/2 and A>O, 
P(IN,CI)—EN,, CI) | > AEN, CI) } 
<exp{—Olm(J) A+ 1) ps” — +0) pr} 
texp{—Gln(J) (1-9) po? — (1A) po”) 
+91, (J) P{N (0,1) >3logpa ) }. (5. 3. 24) 
Note that 


pP=P| NO, D> 


(m) : (a— 36,,)’ 


p “1 
和 


~ ab,logPn!=oC1) as moO» 
ee Cm) m, pim 
which implies p{” ~ po” as moo. Similarly, we have ps:” ~ Po 
as moo. It follows that there exists an integer ma such that for 
MMe» 
p 


pon) 
2 
(m} 

po 


> 20. 


pim) 
a+ SI+2, a-” 


ps” 


Hence we deduce from (5. 3. 24) that 
P{|N,(I)—EN,, (J) | >AEN,GW) } 
<exp{—9(A— 20) EN (J) } 十 Pa Pm 
= 2exp | —9(A— 20) ENn WJ) 十 Cn 
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for mms. We have proved Lemma 5. 3. 4. 
Lemma 5. 3.5 Given & >0 and t>0, with probability | there 
exists an integer my=mp,(€,5T) such that 
(Nna) — EN, GI) | LEEN (CT) (5.53.25) 
for all J—[0,1] such that | J |r, and all m2m, 
Proof Let k be an integer larger than 4e! 
J, ©. 3.25) will follow if we can show that 
ING) — EN, G)| < 6, EN,.CI)/2 (5. 3. 26) 
for each of the finite set of [h~'] intervals of the form [thy + 
Dh] (h=r/4b). 


In fact, let Ji=Lth, G+1)AJ,2=0,-+, fh ]—-1. Noting 
la~ |I |ia, we have 


. Then for every 


EN„ (JD = EN,(Jo) = In (Jo) ph Pm ~ ee 


It follows that for mm, ler), 


EN,, GJ;) < EN CJ) /2R 
holds uniformly in |J|2r and i=1,2,+:,[A7!]—1. Now for 
| J |2=r, there exist i and 7, such that 


:2 一 | 


U Ae SIEUN 


imi 4 

From (5. 3. 26) it follows easily that 
Na — EN, CI)| <e,.EN,GI)/2 + 4EN,, (Jo) 
< €,EN,,CJ)/2 + 2EN,,(J)/k = ©, EN, (J). 

Now assume that J is the intervals of the form [ih, 
G@+1)h]. Noting that EN,,C/) =1, CJ) pn and 1.07) ~ | | 
~ hp, we have EN,, (J) ~ho) By Lemma 5. 3.4 (@= 
€,/8), we have for m large enough 


P{{N,(J)—EN,, CJ) | eEN,, GI) /2} 
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<2exp{—e EN, (J) /32} + Pn 
<2exp{—O(1) p30} + Pin 2 On 
since 6—B(m)—~d— B>0, and then the Borel-Cantelli lemma im- 
plies that (5. 3. 26) holds for J of the form [ih, G@+1)A], as re- 
quired. 
Lemma 5.3.6 Given P< f=1 — o, if < (B— P )/2, then 
there exists an absolute constant c such that with probability 1 there 
exists m=m(p') such that 
N J) <clJ|FIN,.CLO.1D) EEAO, 
for ali JC [0,1] and mm. 
Proof By Lemma 5. 3.5, it is sufficient to show that 
N, CI) L cl J |P EN „01D = clI lapa 
for mæm,. Noting that |J|<p, implies Na (J) =0 and that pw< 
| |<Amm implies Nin(J)<1 and Lil pp PO aapa tees 
we need only to consider the case of | J) L2AnPn. It 1s clearly suf- 
ficient to consider only the class Zn of intervals [7AmPmsjAmPm1> 
where i,j are integers and O<i<j<(AnPm) '. We deduce from 
(5. 3.23) that for m large enough and all r24 


PIN) S rENp (J) }<exp| — LEN, (| + of. 


Noting that la~ pat An ~ on and ba ) IJ lla» we have 
PINa J) 之 eld ieee ee € D,,\ 


Pm ‘exp| — 5 Ph [mm a + Pin 
<pn*exp( at- Pm) 十 ph 
Since +f —BGn) d+ 8 —8<0, it follows that 


SPIN, (J) celd hE a € Da} os 


m=1 
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which implies almost surely there exists m,=m,(') such that 
Nad Stl lon OO 
for all JE ®,,(m=m,). This completes the proof of the lemma. 
We shall now show that there exists a sequence of sets ED 
£,->>++fulfilling the assumptions of Lemma 5. 3. 1 and such that 
K+ =f\nnE,CE(a). Since only a countable number steps of 
the construction are needed and each step can be carried out with 
probability 1, we can assume that all the steps are carried out in 
the same probability 1 set. Choose 8 一 8 一 sj/4 and define m, = 
mB’ ) such that (5. 3. 27) is valid for mn. Suppose that {e,} 
is a sequence of positive numbers with Se < œ., In the first 
step, we apply Lemma 5. 3.5 to find an integer Q(1) 22m, such 
that 
[Nn — EN,| < EEN, (MÈRA). (5.3.28) 
And then we will define an increasing sequence Q(1).Q(2),°", 
inductively and define for R==1 
(Mas 1M} = EF n b) OCE}; 
Eo=[0,1]; E= UD,; (5. 3. 29) 
M.AJ)=Card{i;l,;CJ} for JC(0,1]; M:=M, (0,1); 
YORI=BOQA))s CC) 一 1 一 7(E); ha =| I: | =b Qu. 
For £22, suppose that Q(&—1) has been defined, we define 
Q(k) large enough to ensure 
QC) > m CERTO), Qk) E mlh), 
QQ) 22Q0Ck—1); Pow lous CA 
where mo(e,r) is the integer determined in Lemma 5. 3. 5 to in- 
validate (5. 3.25), and 


A—1 


hL < pe IT /3CDP70D ， (5. 3. 31) 


i=] 


° 470 » 


Then 
[1N CJ) — EN aJ | < GEN na) (5. 3. 32) 
for all JE [0,1] satisfying |J | =h- and all mQ). 


The proof will be completed if the following is true. 
k 


Ma S cl Il Aaw) IJ 1E M+; 


i=] 
k 
< ce{ [] Aaw) hild M; (5. 3. 33) 
:二 1 


for all haa CIJ ISk, 221,721. 
In fact, if (5. 3. 33) is true, by noting that 


1 1 
1 十 方 十 十- a. 
Pam S Poa: A) S Pace Pack)" Pac 


and 


k 
ii Agu S | Ireo) a 
i=] ra 
we conclude that 
Muy CD) Seb packs td [Po Mas; 
for all ha L IJI Shk >l, jl, which, together with Lemma 
5.3.1 and the fact that pfa —>0(k—>c20), implies that 
s?-*_mes(K) > 0. 
Hence we have proved (5. 3.15) in the case I. 
Now we show (5. 3. 33). It is sufficient to consider the class 
D, of intervals [ihis jheri | with OLi <ih. By the fact that 
1/6 and bPm/Pm+ı are integers, we can verify that for any k2=157 
1,16) € F gasjen 6) IO) Chis ;4 imply 
IEF arj) [CMe as (523.104) 
and for any JED, 
interior (isi JAD implies I,4;; Cd. (5. 3. 35) 
From (5. 3. 34) and (5. 3. 35), it follows that for JE, 
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Mis jai) 


My 4; 
= Card{1(6) € F Sus jay (2) TC) CC U Iri OCT} 


Mi; 


= Card (TOF € Porn OT OT TE 
i=] 


My +j 


i S` Card {I € dt Ge 了 CJ} 


i=] 


Wp Card {I € FZ gasjans! C litja? 


! + Prgj T 


= D Noa+j+oy artja). (5. 3. 36) 


ab rere i 


Noting that ENeusj4y Urti) = {oarsty a4 ji) 20 T AET and 


bloat 


laran nde ee? 
Qk+ j4+1) PQU+4 541) 


Cl Os 《G37) 
where 
(rtl S 8 Agus i+) Pautitp/ Oaet) 
<8 pote Oaar p) 
S85 | PYD 
btit 


From (5. 3. 32) and (5. 3. 36) we have 
Mos j41 Cf) = Mes CD) Ghia hR titD 
Qt j+1) 
*1+6C/))+70))); (5. 3. 38) 
where |OCJ) | Kp tt A, mu |<e.4;41. Noting that 


TŽ, G 十 BENA 十 <exp( >) CE; p POY) < oo 
and that 
M, = Now 之 五 No = lene” = : Mgt a 
Aga) 
By induction and (5. 3. 38) we have that for all j2=1,422=1,m21 
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k+j+1 


+i 
Miri 2 | H ae Fea at ane eee [i ogo. (5. 3. 39) 


Also, since Be 6 Se » by (5.3. 27) we have 
Mis. J) <Nousy WJ) Se ld |? Naas LUID 


A(QUe+1)) 
<e lJ |Pleustp Padtiy 


] -VHD pYRED 
魏 c|7| 4 Aas] b 9 
Qtk+1) 


and so, by induction and (5. 3. 38) it follows that 


At j+1 k-+j 
Mis jai GW) S elI] il re | JÍ ate. 
im~k+] iSi 
(5. 3. 40) 


A similar type of inductive argument, using (5. 3. 25) and QC) 
Sm (Ehi V^) establishes 


M,, YIS Cc | J | [ ' I = j qa | hie ee eR ae aa T | pp 
j4 
t=kt+1 (bhi 


C6, 3.41) 
for JE Z, with RPPS | J |<. Finally, note that 
I7| clr ee Tf owe (APO << J| ahd, (5.3.42) 


t=1 


k 
Je AJET dha [J] SAPO” 5.3.43) 
lJ? meld 


{=l 


for large k, where (5. 3. 31) and the fact that (Kk)—>1— B11—B 
+2/e are used. 
Combining (5. 3. 39) — (5. 3. 43) = 


pA < ci TI 32 Fag | Messe (5.3. 44) 


for JE Z, and |J|<hy. 
This proves (5. 3. 33). 
Case IE p22. 
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Take jn such taht Oj (Pm) =a" (Pm). In this case, for any 了 

= [tmn i) str) + On] E-F m we also have 
IY We X p D 
alpapa) logoa I gi (Om) (2log Pm)?" 

Following the lines of the proof in the case I, we conclude that 
(5. 3.15) remains true in this case as well. 

Proof of Theorem 5. 3.3 

Since FE’ (a) CE(a), we only need to show that dim E” (a) 
~=1l—a’*, We may suppose P>1. By tightening the argument 
used in the proof of (5. 3.15), We may show that for any e€ (0, 
1), p-mes E(a)>0 a.s. , where g(s)=s'~* (logs!) tt, Since 


E(a) = E* (a) UE(a+1/n), (5. 3. 45) 
and dim E(a+1/n)=1—(atl1/n)* implics p -mes E(a+1/n) = 
0, we have 

0 -mes E* (a) = ọ -mes E(a) > 0 a.s. 
which implies dim E* (a) =21]— a a. s. This proves Theorem 
= Re d 
Using the conclusions of Theorem 5. 3. 2 and 5.3.3, we can 
obtain some consequences. The first one is about the Gaussian 
processes with regularly varying variance functions. 
Suppose that {X (t);t220} is a centered Gaussian process 
with stationary increments o°(h) =FECX(t+h) —X(t))*. Assume 
that o(f) is increasing and regularly varying at zero with index 0 


<Y<}, given in the canonical form 
1 eth 
ath) =R exp| f, y| , (5. 3. 46) 


where e(h)—0 as h—O. Theorem 2. 2.5 establishes the Lévy 
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moduli of continuity for this kind of processes. Clearly, {Y Q); 
#220) is a fractional Brownian motion of order Y if e(h)=0. 


Let pl, {c,3n>21} be non-negative numbers. Put 


(p= Ae)”, (5. 3. 47) 
b=] 
2p 7 ` 
cn 2— $ á (5.3.48) 
maxX» Ci if p2. 


Let {Y (Ct) #220} = {cX Ct) t20} where XC * ), 下 一 1 2 
are independent copies of X(* ). Set of (A) = EX: h) = 
cig? (h). Let o(p,h) and o(p,h) be defined as before. Clearly, 
we have 

o(p,h) =c(p)oth), o(p,h) =c(p)oth). 6.3.49) 
Assume 


o< dicf < oo, (5. 3. 50) 


k=1 
As consequences of Theorems 5. 3. 2 and 5. 3. 3, we have the 


following results. 

Theorem 5.3.4 Jet poel,{Y(t)5t220} = {uX t) ;ft O01 be 
defined as above. If for any &>>0 there exists a constant C. such 
that —h'te! (h)<C, for all hE [0,1], then for any a€ [0,1], 
we have almost surely 


| Yet+AY—-YC) || 
dim (re Lo,1]} Ea Ch) (2logh™*)*” 


If there exists a constant C such that 一 PE (hy<C og (e/h))° for 
all hE [0,1], then for any a€ [0,1], we have almost surely 


| Y@+h)—-¥@) |» 
eol an E A a 


Particularly, we have the following corollary. 


Sa} = 1-0", (5. 3.51) 


dim (re [0,1]; 


e A75° 


Corollary 5.3.1 Let p2=1,(& (2);t220,k2=1} be independent 
fractional Wiener processes of order Y, Q< Y <1. Define 
(Y (2) 5220} = {c (2) 322203721. Assume that (5.3.50) is satis- 
fied. Then for any a€ [0,1], we have almost surely 

dim El(a) = dim E* (a) = 1 — a’, 


where 


= Y¥C@+h)—YQ@) || v 
E= (re t0,1] LLM —VO le 
a tE Lo 1]; Eh logh +)? >a}, 


HY¥G@+A)~¥@) te | 


7 ch logh ye A 


tE [0,1]; 
Proof of Fheorem 5. 3. 4 
To show (5. 3. 51) and (5. 3.52), we need only to verify 


(5. 3.5) and (5. 3.8) respectively. Let 
kecy) 
of ay), 
. 
Then 


(a (7))"=27 L (2) YOY) HAA er) 4 26? (x) — re! (rx). 
It is casy to see that |e(z)|<C for some C>0 and all rE [0,1], 
and also for any 8>0 there is a constant Cs such that 
LOjx)/L(nKC;;* 
for all x, jr€ [0,1]. Suppose that — rte (x) LCs. Then 


(0 GEI ME" Cpr ttty 


L(x) = exp 


a’ (x) 
Note that 
E(X(A)—XODCXCI+1)A)—XCGR)) 
a’ (h) 
EGPA TD) (Ch 
20° Ch) 20:(h) 


for every 1>h220,j=26 and some (j—2)/h<E<jh, we conclude 
that 
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E(X (A) — X00) CX (G +1)k)—X GAD) 
o° (h) 


(a° CEDE 一 -27 一 2 十 人 一 人 27-248 sA, 
<C Ei) S (E7;) Ca] (E/ 7) °SCaj h 


which implies (5. 3.5) immediately. 
Suppose that —ze' (x) <C(log(e/x))*, then 


"y? C 
URE < C a as log =| < E 


We also conclude that 


E(X (A) — X (0) CX CG NA) AX Uh)) 
a’ (h) 


Cj ?tlogh 1)° ; 
which implies (5. 3. 8) immediately. 


C 


9 


e 
log = 


The second two consequences of Theorems 5. 3. 2 and 5. 3. 3 
are on the /’-valued fractional Ornstein-Uhlenbeck processes and 
the infinite series of fractional Ornstein-Uhlenbeck processes. 

Let {Y () #520} = {X t); t20} be a sequence of indepen- 
dent fractional Ornstein-Uhlenbeck processes of order £, with co- 
efficients Y, and a, where 0< p <1, %20, A4>0, Le.» 


1/2 Zà;,t 
(X, (t);t > 0} and {ea Snot 0 


have the same distribution, where {&(¢);¢220} is a fractional 


Wiener process of order f. It is easily seen that EX 4) =0, 
EX,(t)X (s) = ot (ert JE pha 一 Cii —- Eh) | 242) 
k 


for all t,s-20, and 
oh)=ECX a-h XA 
= Cehte mah) — (efh — eTa), 


Clearly, {X,(t)} are the usual Ornstein-Uhlenbeck processes if 
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Bi=1/2 for all R2=1. Section 2. 2. 3 studied the Lévy moduli of 
continuity for the infinite series of Ornstein-Uhlenbeck processes 
(cf. Remarks 2. 2.5, 2. 2.6). Similar quantities for /’-valued 
fractional Ornstein-Uhlenbeck processes were studied in Section 
3. 3 in the case that all XC * ) have the same order Y, i.c., B= 
Y for all &2=1. Here, as consequences of Theorems 5. 3. 2 and 
5. 3.3, we have the following results about the fractal nature. 
Let p2=l. Let o(p,h) and o(p,h) be defined as before. 

Theorem 5.3.5 Assume that ¢(p,h)/h* is quasi-increasing on 
(0,A) for some A>0. Suppose that OL RSB <1 for all kl. 
If 


o(p,h) =o o(p,h) ash—-0O, (5. 3.53) 


] \ 17 
log a 
then for any a€ [0,1], we have almost surely 
dim E(a) = dim E* (a) =1— 2’, 


where 


> 
alph) Clogh Ty” 二 一 9 


YC+h)—YCt) |l 
A C01], BO Oma, (5. 3.54) 


Proof We need only to verify (5.3.8). For any fixed 0<7 
=< 6y)< 15 let 
LQ tO Sh Se ee Se), 

It is easy to see that 
f' (x) = 27 (Ce? —e 7)” (Ce? +077) (ee *)(e*te “)}>0 
for all rz 之 0， 

六 

十 (ez 一 ce) — 2707" — 2%e IO 
for all > 之 0 if 0<Y<1/2, 
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Ela) = te L061]; 


E* (a) = 


f(r) X16 (2Y—-1) (e*7 e77)? 
<16(e*—e "= gp(¥,2)= 3 glx) (5.3.55) 
for all x>0 if Y>1/2. 
Hence in any case we have 
f(x) Lgr) forall «> 0. (5. 3.56) 
We also have 


= Yr —¥r 
ye te te ae | 


下 (Cz) =27 | ee 一 ee 


ez 一 已 一 : 人 六 一 一 人 
ex 十 e * 区 epe" 
| aa ye | 
epe 
= 2Y (7) se 


which implies that f(x)/CCe7 —e~*)*”) is decreasing. So, we 
have that for 721, 
f(r) > fa) = Pa —e 2)” aA —e™)’} 
= (1—e7? 0 — (1—e%)’ = cg, > 0; 
and for 0<x<l, 
fa) 


TEE Tya lete)” 
fQ) 
(e—e 1)? 


Now we estimate 


f) 
= (e7—e *)" =cp (e7—e 7)”. 
POGAI IICT): 
Since (e*—e *) 2j (e7—e™*) for all r20, we have that for 0< 


rel + 


ror cea E) [= "opr 
f(z) © e e a : 
and for x1; 
《 x) x* 2 eiz 一 pe 
a es < cpg TIT = cal | (ez —e 7)?” 
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2 
.27—2 T 2 
Sca j lee yrn SA, yer a 
So, we conclude that for all x>0, 


gljr jr eo: 
Py a (5. 3.57) 


Now we verify (5.3.8). Define fy(x) =f(fi.x2). We have that 
ECX, CA) — X (OCX CG + — XIh)) 


oi th) 
2f CAA) 


PCO) AR? 
2h, CAA) 
for every h>0,j226,k=-1 and some (j—1)AAKREXRC+1IAA. 
Noting from (5. 3.56) that 
I) Sob) Sah, G — 1)AA), 
we deduce from (5.3.57) that 


ECX, Ch) — XO) CX, CG + LDA) — X,GA)) 
oCh) 


Ster DD Seg, j, (5. 3. 58) 
which implies (5. 3. 8) immediately. 
Theorem 5.3.6 Suppose that (X(t) = ay (2) 3¢ = 0} ts the 
infinite series of {X,(t)}%., and 0 < B. = Bo <1 for alik > 1. 
Assume that o(2,h)/h*is quasi-increasing on (0,A) for some A> 
0. Then for anya € [0,1], we have almost surely 
dim E(a) = dim E“ (a) = 1 — a’, 


where 
= XFAR) 
E= Eo h Dn P=") 
. = |X (t+h)—X(t) 
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Proof From (5. 3.58), we deduce that for every j226,h=> 


0, 


E(X (Ah) —X (0) CX CG HIDA) —X GAD) 


= HEXA) — XO CXC + DA) — Xi GAD) 


< > aiCh)cp jo? = cp, joo" (25h) 


k=1 


which implies (5. 3. 8). Hence we have Theorem 5. 3. 6. 


5.4 The Fractal Nature of Increments of the 
Infinite Series of Ornstein-Uhlenbeck 
Processes Related to the Chung Type LIL 


Let {W (t);t220) be a standard Wiener process. Orey and 


Taylor (1947) also studied the fractal nature of the set 


B, (a): = (re [0.1]; liming PE Blo Bh |" sup |Wi+s)—W(t) |<a 


O<s<h 
ak 
They showed that for each 2221, B, (a) is random fractal and 
proved: 
Theorem 5.4.1 For any a21 we have almost surely 
dim B,(a) = 1 — a`’, (5.4.1) 
This result is corresponding to the Chung type law of the it- 
erated logarithm and the moduli of non-differentiability. In 
Chapter 4, it has been shown that the Chung type law of the it- 
erated logarithm holds for a lot of Gaussian processes. For ex- 
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ample, Theorems 4. 3.5 and 4. 5. 6 gave us a Chung type law of 
the iterated logarithm and an exact moduli of non-differentia- 
bility for the infinite series of independent Ornstein-Uhlenbeck 
processes respectively. In this section, we will establish a fractal 
nature similar to Theorem 5. 4.1 for this kind of processes. 

Let {Y (£); — 90 <t < 00} = (X,(t); — o <t < co}, be 
a sequence of independent Ornstein-Uhlenbeck processes with 


coefficients Y, and A. Suppose that{X (t); — œ < t < œ} = 


{ EP. FOF — oo «t< co} is the infinite series of {Y (t); 一 co 
< 上 < oo}, Put 


= 
T=22) <o, (5. 4.2) 


a (h) = E(X (+h) —X))*=2.y Ze), (5.4.3) 


tea De ree) (5. 4. 4) 
b=? 
We now define a random set similar to BCe), by 
E (e): =(t€ (0,1 ];liminf soe sup |X a+ XA |e 
| ae wo*(h)} ose i 
(a 之 1). (5.4.5) 


The following theorem is due to Zhang (1998); 
Theorem 5.4.2 Assume that I’, = 2 Sone Y, <œ. For any a > 
l, we have almost surely 
dim E, (a) = 1 — a~’. (5. 4. 6) 

Proof Noting that o (h)/h—>T T, as h—>0, we can replace 
a’ Ch) by Th in the definition of E (a). 

First we show that dim E, Cla) <1— az? for a221. It is suffi- 
cient to show that for any fixed <a <a; <a and €>0, we have 
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almost surely 


s***-mes E, (ao) < oo (5.4.7) 
where B=1—a ’. For I=[t,t+h] we define 
MU) = sup \X@ +s) — X)|. (5. 4. 8) 
OKSA 


Choose @>>1 near 1 enough such that a <a: Define 
h,=0", Ô, = n>, n = 1,2," 
and 
tC) =id,h,, OXSi< m+ = [CA] 221. 


Furthermore, let for Xi Sm,, nl 


~ 1/2 
soars | M((t,@) AEA + h, |) < a» 


Fri | 


and 


vie 


CEG) — Oeste) + OA], if Ini = 15 
> otherwise. 

Suppose t€ E,(a@). Then there exists a sequence of positive 
numbers {vn} with vm 0Cm—>Ħ2) such that 


Blogun’ 
W Tita 


1/2 
M(Lt,t + Um |) < Ci。 


For every m large enough, there exist n2=2 and 1<i<m, such 
that h, <v, Lh, and tE (t, i) —Onhas tn Ci) 十 人 六 |. It follows 


that 


= 172 
| M(Ct,(i) en 


—1\ 1/2 
| M((t.t+A, ]) 


ETET, 
2| plogi | k sup sup |X(r+s)—X(r)| 


gt Oe ce OLTE] OKLA, 
(2) 
= i J 二 J， 4 


where 
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J? — 0 asn—-oco 


by the moduli of continuity theorem (cf. Theorem 2. 2.5), and 


a Rr 1/2 8logh;, | 一 172 
1 < (Sire) erk) “< 
Hence for n large enough, we have 
8logh, 1/2 . 
Xr h, MCLE CE) .t,@) + h, }) < Oo, 
which implies 1€ 1,.:. Hence we conclude that 
El(a) CN U UL ars. (5.4.9) 
By the definition, we have 
tmes( U UL) < Dy > OAS, (5. 4. 10) 
ie n=k i=] 


Let E,=EZ,,. For any ô>0 satisfying (1+6)a3<a’, by Lemma 
4.3.5 we have that for n large enough, 


8logh; ! | 1/2 
gg) at 


= P| 


sup |X(s) — X(0)| <a, 


OSA | 


4 


Tv 


logh;? 


= (I+) ha 


<+texp| 


It follows that 


> Si (20h, DPHE, < CS nn-pon < co ， 


n=1 i=] n= 
which together with (5.4. 9) and (5. 4, 10) implies (5. 4.7). 

We now turn to the proof of the opposite inequality. We 
may assume that a >1, otherwise there is nothing to prove. It is 
sufficient to show that for any fixed 1<(a<Ca, and e>0, we have 
almost surely 

dim E,(a,) = 8 — 2e, (5.4.11) 
where 8 一 1 一 ac *, 
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We will apply Lemma 5. 3. 1 with K chosen as a suitable 
subset of E, Ca) and c=fS— 2e. 

Let Z denote the collection of intervals [u,«n+h ]C(O0,1] 
such that 


~1\ 1/2 
gogh- | Moat ITS ee. (5. 4. 12) 
1 
Let aLa <A <a, If 
—1\ 1/2 
soak | Musu +h] < as (5.4.13) 
1 
then for 0<b<1 and any t€ (u,u+bh |, we have 
wT ih 1/2 
Mtt + 1 —dh)}) <a, Blogh= 


Hence there exists 6>>0 depending only on ao and a, such that, 

for every sufficiently small J=(u,u+AJC[O,1], (5.4.13) im- 

plies that [t,c+C1—-HDAJE 7 for all t€2(6)=[u,ut+bh]. As in 

Section 5. 3, we assume that 4 is the reciprocal of an integer, and 

that pw is the reciprocal of an integer, On41<bPn and bPn/Pn+i is 
an integer for m=1,2,°°. Let An=[9(logpn')*] and 

F a= {[2iAmPm 2iAmPm+ Pm lsi=0,1,° sl (Pmt —1)/C2An) J}. 

(5. 4.14) 

Let {W; (4) ;t220}%, be a sequence of independent standard 

Wiener processes. We can write 
aie Y. 1/2 W, e?it 
X@ = bP 元 | W Ce") 


/一 1 


For any [=[2iAnPms2tAmPmt Pn] E F m we define 
co ‘ye (GAAP ED. W (eyi DAP 
Bu) = DH) (A 


a eee. C5. 4.45) 
j eu 


=r A; ed (24,0, +5) 
2a CZA PN 2a.(2i—1}A_ p 
W ;Ce J m m ) W Ce 了 n m) 
me aA 2° = 3 (5. 4. 16) 
3 m m 


€ 
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a ye 1/2 24 i DA Pn 
nests) = 332)" — erty War 


z j eï ACRA mk } ? 

= 

(Ose, OSL (0,'—1)/(2A,,) }). 
Then for each m, {En (s) OSS Kpn IEF n} are independent , 
the distribution of (&,.;¢5);0<s<p,} does not depend on JE 
F as and for IE #,, we have 


,Sup |En Cs) | 一 p: URON 


os Pa 


SMD sup lên G) | uD aat CE GYD 
We define 
2 1/2 
= 一 > Dips 
Ft TE Fas Sup lEn) [<a Bloga= f 


Fe (6) = (16) = usu tbluv—u)]; I =lusv]E Fi}, 
Na(J)=Card (IE F}; ICJ}, Na,=N,([0,1]), 
Ln.(J)=Card( IE F pIJ Y, (5x4. T8) 
la = lm L01 D= Cpr —1)/(2A,)j+1, 

nT Om “| 
8loge,, ' 


Next we show that Blm)—f as m—oco and 


] as i 
8logp | sup |%a7(s) |=0 as. (5.4.19) 


2 
X fi Pm OSE Py 


Note that for any LE F „and 0<s<is+A<p,, we have 


ptm =P| E sup lên) <a 


OSs SPa 


lim max 
mr CO & FF a 


Ens +h) 一 Im)? S 25. 


7 一 1 


=< x eT ZAA nP za =i eA Pm 


ja À Pag S dogA > {AL 


me 


en AAnPm (1 — e Ah)? 


4 » eT AAP m Za 一 ei) 
j: À Pm = COBA p) A 


log Am ] 2 logA,, 
a. + Zon) < rma 


] 
So 
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Hence by Theorem 1. 1. 3 we have 


P| sup |n) = rA +7 8x) 


OSS, 


1/2 : 
eA A Ti Pn! |< Ae /2 


for any 120. Then for any 6>0, we have for m large enough 


I Pm i 
p 
P| sup Mens | 20a 8logpon 
<exp(— (loge,')*); (5. 4. 20) 


which implies 


wT ip 1/2 
gol | | 


SP | sup SUP [Pms] 之 


JE VSP, 


m=l1 


< Soriexp( 一 (logen) ) < œ. (5:4: 21) 


m=] 


It follows that (5. 4.19) holds true. 
Also for any 8>0, by (5. 4.20) and Lemma 4. 3. 4 we have 


for m large enough that 


| —exp(— (ogpz')*) 
f z 1/2 
<P{ sup xx) d= >a Soe! | 
Pa 


0 Pm 
8logpn | 


êI, Dw \ 1/2 
seers | 


-P| sup |m. Cs) | 之 Ca 


OSSES n 


SP ri =p| sup |En (s)| <a 


OSEP m 


I Om 1/2 
<P{ sup XOXO |< +8)a eral 


了 


2 loge, 要 | 
<Zexo| (+6)%a s| tenpe VEPRA 


us ERTA 
Blog on’ 


+P] sup |m, (5) | 20a 


KSK? a 


It follows that 
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1 2s. ih te OE a logP,, 1 
nt loge ee Open = Gm Oya? 


which implies that lim,... ClogP,,)/logp, =a? by letting 80. 


Hence 8(m)— £8 as moc. Without loss of generality, we can 
assume that BGn)>0 for all m1. 

Now by (5. 4.17) and (5. 4.19) we have that for m large 
enough, J=[u,u+A]€.#+ implies that (5.4.13) holds. And 
then we conclude that [t,¢+ (1-HAJE TF for all rE IME 
a5, Cb): 

Clearly, N,.CJ) has a binomial distribution with parameters 
p= pn *” and n=1,,(J). So with similar proofs to those of Lem- 
mas 5.3.5, 5.3.6 we have the following two lemmas. 

Lemma 5.4.1 Given e>O and 6>0, with probability 1 there ex- 
ists an integer myp=m)(€,0) such that 

[Ne ) — EN, CJ) | < eEN, CJ) 
for all J—[0,1] with |J |2, and all m==m(e,8). 
Lemma 5.4.2 Given ’<8B=1—a™’, there exists an absolute 
constant ¢ such that with probability 1 there exists m, =m, (') 
such that 

Na CD SelJ NaCO, 

Jor all J—[0,1] with |J |E fpns mm. 

With Lemmas 5. 4. 1 and 5. 4. 2 instead of Lemmas 5. 3.5 
and 5.3.6, the remainder of the proof (5. 4.11) is similar to that 
of (5.3.15). This proves (5. 4. 6). 
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